
HAL Id: cel-01529234
https://cel.hal.science/cel-01529234

Submitted on 30 May 2017

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Distributed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License

Introduction à l’analyse mathématique des équations de
Maxwell en régime transitoire

Patrick Joly

To cite this version:
Patrick Joly. Introduction à l’analyse mathématique des équations de Maxwell en régime transitoire.
École d’ingénieur. France. 1995. �cel-01529234�

https://cel.hal.science/cel-01529234
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://hal.archives-ouvertes.fr


INTRODUCTION �A L�ANALYSE MATH�EMATIQUE DES

EQUATIONS DE MAXWELL EN R�EGIME TRANSITOIRE
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Chapitre �

Equations de Maxwell et �equation

des ondes

Avertissement  Dans ce chapitre nous ne pr�etendons pas �a la rigueur math�ematique� Il
s�agit surtout d�introduire les mod�eles math�ematiques� que nous �etudierons dans la suite du
cours� �a partir des �equations de base� L�objet de ce chapitre est aussi d��etablir� au moins
formellement� le lien �etroit existant entre les �equations de Maxwell et l��equation des ondes�
Ce pr�eambule justi�era en grande partie le fait que nous centrions dans la suite la part la
plus grande de nos �etudes math�ematiques sur le mod�ele de l��equation des ondes scalaire� En
�etudiant cette �equation on aborde tous les ph�enom�enes qualitatifs que l�on rencontrerait en
�etudiant directement les �equations de Maxwell tout en �evitant les di�cult�es techniques in	
h�erentes �a ces �equations et qu�il nous serait impossible 	 faute de temps 	 de traiter dans le
cadre de ce seul cours�

��� Pr�esentation des �equations de Maxwell

Un champ �electromagn�etique dans un domaine � de IR
� est d�ecrit par un quadruple champ

de vecteurs 

������������������

�E�x� t�  champ �electrique

�H�x� t�  champ magn�etique

�D�x� t�  induction �electrique

�B�x� t�  induction magn�etique

�����

Dans ce qui pr�ec�ede� x d�esigne le point courant de � � IR
� et t � � d�esigne le temps� Ces

champs de vecteurs seront reli�es �a 

�



� CHAPITRE �� EQUATIONS DE MAXWELL ET �EQUATION DES ONDES

���������
��x� t�  densit�e de charge �electrique

�j�x� t�  densit�e de courant

�����

Les variations en espace et en temps de ces diverses quantit�es sont r�egies par les �equations de
Maxwell 

� �B

�t
� rot �E � ������

� �D

�t
� rot �H ��j � ������

div �D � ����
�

div �B � ������

On notera que les densit�es � et �j sont alors n�ecessairement reli�ees par la loi de conservation
de la charge 

��

�t
� div �j � ������

�Prendre la divergence de ������ d�eriver ���
� par rapport au temps et ajouter membre �a
membre les deux �equations obtenues�

Les �equations ����� �a ����� ne su�sent pas �a caract�eriser le champ �electromagn�etique� Il
convient de 

�i� d�ecrire les lois de comportement du mat�eriau qui vont permettrent de relier
les champs �D et �E d�une part� les champs �B et �H d�autre part�

�ii� d�ecrire les propri�et�es de conduction du mat�eriau qui vont induire une relation
entre la densit�e de courant �j et le champ �electrique �E�

Remarque � �
Il existe des mat�eriaux o�u les � champs � �B� �D� �E� �H� sont coupl�es par la loi de comportement
�par exemple le couple � �B� �D� est d�etermin�e �a partir du couple � �E� �H��� De tels mat�eriaux
sont appel�es chiraux et bi�anisotropes� Nous ne les aborderons pas dans ce cours�

Lois de comportement dans les mat�eriaux di�electriques

Nous nous contenterons ici de d�ecrire les lois de comportement des mat�eriaux les plus simples�
�a savoir les lois des mat�eriaux lin�eaires isotropes sans perte qui ob�eissent aux principes sui	
vants 

�� la loi reliant �D �resp� �B� �a �E �resp� �H� est locale en espace et en temps  �D�x� t� ne
d�epend que de �E�x� t� �mais pas de �E�y� s� pour y �� x et s �� t��
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�� la loi reliant �D �a �E est ind�ependante de la direction de �D  c�est une hypoth�ese d�iso	
tropie du milieu�

�� la loi reliant �D �a �E est lin�eaire  cette hypoth�ese est toujours justi��ee quand on consid�ere
des champs d�intensit�e su�samment faible �on peut alors remplacer une loi �quelconque�
par son d�eveloppement de Taylor �a l�ordre ���

Ces consid�erations entrainent que �D� respectivement �B� est proportionnel �a �E� respectivement
�H � On introduit alors deux fonctions scalaires ��x� et ��x� telles que l�on ait en tout point et
�a tout instant 

�����
����

�D�x� t� � ��x� �E�x� t�

�B�x� t� � ��x� �H�x� t�

�����

o�u par d�e�nition 

�����
����
� ��x� est la permittivit�e di�electrique du milieu

� ��x� est la perm�eabilit�e magn�etique du milieu

Pour des raisons �energ�etiques� les quantit�es ��x� et ��x� sont des quantit�es strictement po	
sitives� La d�ependance en x de ces coe�cients caract�erise une �eventuelle h�et�erog�en�eit�e du
milieu de propagation� Lorsque � et � sont constants� on dit que le milieu est homog�ene� Le
vide est un milieu homog�ene particulier� Dans ce cas on a 

�����
����

��x� � �� � ����������

��x� � �� � �������
�����

La vitesse de propagation c� des ondes dans le vide est donn�ee par 

�� �� c
�
� � �������

ce qui donne num�eriquement la valeur bien connue pour la vitesse de la lumi�ere 

c� � �����m	s������

Un milieu quelconque est souvent repr�esent�e �relativement� au vide� Ainsi on pose 

�����
����

��x� � �� �r�x�

��x� � �� �r�x�

������
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o�u par d�e�nition  �����
����
� �r�x� est la permittivit�e di�electrique relative

� �r�x� est la perm�eabilit�e magn�etique relative

�a partir de quoi on d�e�nit l�indice du milieu �par rapport au vide� par 

n�x� �

s
��x���x�

�� ��
�
q
�r�x��r�x�������

De la m�eme fa�con que l�on a d�e�ni en ������ la vitesse de propagation des ondes dans le vide�
on peut d�e�nir en tout point x la vitesse de propagation locale des ondes �electromagn�etiques
dans un mat�eriau par 

��x���x� c�x�� � �������

Il est alors facile de voir que c�x� est li�ee �a la vitesse c� dans le vide par 

c�x� �
c�
n�x�

����
�

Ce qui montre que plus un milieu a un indice �elev�e� plus les ondes s�y propagent lentement�

Remarque � �

� Le plus souvent	 la localit�e en espace des lois de comportement est plus que raisonnable�
En revanche	 le caract�ere local en temps tombe en d�efaut pour certains mat�eriaux dits

�a m�emoire� � l�introduction �electrique D�x� t� d�epend non seulement de �E�x� t� mais
aussi de �E�x� s� pour tout s � t �on satisfait toujours un tel principe � dit de causalit�e
� qui exprime que seuls les instants ant�erieurs interviennent�� De facon plus pr�ecise	
une loi de proportionnalit�e du type ����� est toujours valable mais dans le domaine fr�e�
quentiel	 c�est �a dire pour les transform�ees de Fourier en temps des champs �D et �E� La
permittivit�e di�electrique � est alors une fonction de la fr�equence	 �a valeurs complexes�
Dans le domaine temps cela se traduit par le fait que �D se d�eduit de �E par un produit
de convolution avec un noyau causal �i�e� nul pour les temps n�egatifs��

� Il existe bien entendu des mat�eriaux lin�eaires dans lesquels certaines directions de l�es�
pace sont privil�egi�es� De tels mat�eriaux sont dits anisotropes� Les lois ����� restent
valables �a condition d�admettre que ��x� et ��x� deviennent des tenseurs sym�etriques
d�e�nis positifs�

Mod�elisation des propri�et�es de conductivit�e

Il convient en g�en�eral de diviser la densit�e de courant �j en deux parties 

�j�x� t� � �js�x� t� ��jc�x� t�������
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o�u �js est un courant source� qui dans la pratique sera une donn�ee des probl�emes que l�on aura
�a r�esoudre� courant impos�e de fa�con �ext�erieure� et o�u �jc est le courant de conduction� d�u
aux mouvements des �electrons libres dans le mat�eriau�
C�est la caract�erisation de �jc qui fait intervenir les propri�et�es intrins�eques du mat�eriau� Le
plus souvent� �jc est reli�e au champ �electrique �E par la loi d�Ohm 

�jc�x� t� � 
�x� �E�x� t�������

o�u� dans un milieu isotrope� 
�x� est une quantit�e scalaire et positive appel�ee conductivit�e
du mat�eriau� Lorsque 
 � �� le milieu est non conducteur� C�est par exemple le cas du vide
et c�est le cas des milieux que nous consid�ererons dans ce cours� En g�en�eral 
 � � est syno	
nyme de ph�enom�enes d�absorption  une onde qui se propage dans un milieu conducteur est
att�enu�ee au cours de sa propagation� D�un point de vue plus purement math�ematique 	 point
de vue que nous adopterons dans ce cours 	 la pr�esence de conductivit�e a tendance �a rendre
les probl�emes plus faciles �a r�esoudre� En d�autres termes� en traitant le cas 
 � �� on traite
le cas �le plus di�cile��

R�e�ecriture du mod�ele math�ematique en tenant compte des propri�et�es du mat�eriau

On peut maintenant �ecrire un syst�eme d��equations o�u seuls vont intervenir les champs �elec	
trique et magn�etique �E et �H � Ce mod�ele se compose essentiellement de deux �equations d��evo	
lution du premier ordre� tir�ees de ����� �����

����
�
� �H

�t
� rot �E � �

�
� �E

�t
� 
 �E � rot �H ��js � �

������

auxquelles on peut adjoindre les deux �equations stationnaires �����
����

div �� �E� � �

div �� �H� � �

������

Le �on peut� se justi�e dans la mesure o�u les �equations ������ peuvent �etre consid�er�ees comme
redondantes 

� l��equation � � div �� �E� peut �etre consid�er�ee comme d�e�nissant la densit�e de charge
�electrique ��x� t�

� l��equation div �B � � est une cons�equence� �a une d�erivation par rapport au temps pr�es�
de la premi�ere �equation de �������

Nous verrons du reste que� math�ematiquement� les seules �equations d��evolution ������ su�	
sent �a d�eterminer de fa�con unique la solution � �E� �H� pourvu qu�on leur ait adjoint� a�n de
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fermer le mod�ele math�ematique 

�����
����
�des conditions initiales en t � �

�des conditions aux limites sur � � ��

Il convient �egalement de pr�eciser dans quel cadre fonctionnel �il s�agit l�a d�un point de vue
plus purement math�ematique�� il convient de chercher la solution� Pour �etre coh�erent avec
la physique il faut �a tout le moins se limiter aux solutions d��energie �nie c�est �a dire aux
solutions qui satisfont �a tout instant 

E�t� �
�

�

Z
��j �E�x� t�j� � �j �H�x� t�j��dx � ��

o�u par d�e�nition E�t� d�esigne l��energie �electromagn�etique de la solution �a l�instant t� Nous
verrons plus loin �chapitres � et �� comment l��etude des propri�et�es de cette �energie est fon	
damentale pour l�analyse math�ematique des �equations�

��� Propri�et�es qualitatives des solutions � Conditions aux li�
mites et conditions de transmission

Lorsque le domaine de propagation n�est pas l�espace entier� il convient de prescrire des condi	
tions aux limites sur le bord � � ��� Ainsi� si � est en contact avec un conducteur parfait
�un m�etal par exemple�� il faut imposer 

�E � nj� � �������

o�u n est le vecteur unitaire normal �a �� sortant par rapport �a �� Cette condition exprime
�evidemment que le champ �electrique est n�ecessairement normal �a la fronti�ere� Ce type de
condition su�t �a assurer l�unicit�e de la solution des �equations de Maxwell� Elle a la pro	
pri�et�e d��etre conservative  le bord renvoie la totalit�e des ondes �electromagn�etiques� Certains
mat�eriaux ont la propri�et�e d��etre absorbants� au moins partiellement� Il est alors usuel d�im	
poser une condition de type imp�edance sur la fronti�ere � en contact avec ce type de mat�eriau 

�E � n � Z � n � � �H � n� � �������

o�u Z�x� est une quantit�e positive ou nulle� qui peut varier le long de �� On peut alors mon	
trer que ce type de condition est absorbant dans la mesure o�u il entraine la d�ecroissance de
l��energie �electromagn�etique m�eme si le milieu de propagation est non conducteur�
Revenons �a la condition de conducteur parfait� On peut �egalement trouver dans les livres de
physique la condition suppl�ementaire 

�H�n � �������

qui exprime que le champ magn�etique �H est n�ecessairement tangent au bord �� En fait on
peut considerer cette condition comme redondante� au m�eme titre que les �equations �������
car elle est une cons�equence des autres �equations� Menons un petit calcul formel pour nous
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en convaincre� Nous avons 

�

�t
�� �H� � rot �E � �������

Nous multiplions cette �equation par r�  	 C����� �nous faisons un produit scalaire� et
int�egrons le r�esultat sur � �nous avons choisi  ind�ependante de t�� Il vient 

d

dt
�
Z
	
� �H�r dx� �

Z
	

rot �E�r dx � �������

E�ectuons des int�egrations par parties �Formules de Green� 

���������

Z
	
� �H�r dx � �

Z
	

div �� �H� dx�
Z
�
��H�n� d


�
Z
�
�� �H�n� d


����
�

puisque div �� �H� � �� Par ailleurs 

Z
	

rot �E�r� dx �
Z
	

�E� rot �r� dx �
Z
r

� �E � n���n � �r � n�� d


Comme �E � nj� � � et rot �r� � �� il vient 

Z
	

rot �E�r dx � �������

Par cons�equent compte tenu de ����
� et ������� nous tirons de ������� l��egalit�e 

d

dt
�

Z
r

�� �H�n� d
� � � 
 	 C����������

ce qui redonne ������ �a une d�erivation par rapport au temps pr�es�

Remarque � � Nous avons utilis�e pour �etablir ������ une formule d�int�egration par parties
que nous r�eutiliserons	 �a savoir �

���������

��u��v� 	 C����� � C������Z
	

�rot �u��v � rot �v��u� dx �

Z
r

�n � ��u� n� ��v � n d

������

Le lecteur se convaincra ais�ement que �

n � ��u � n����v � n� � n � ��v � n����u � n�

Pour cela	 il su�t de remarquer que l�on a en fait a�aire �a un produit mixte	 en l�occurence �

���u� n�� ��v � n�� n�
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Il est �egalement instructif de s�int�eresser �a la r�egularit�e des solutions des �equations de Max	
well et de bien comprendre que celles	ci ne sont pas continues d�es que les coe�cients � et �
pr�esentent eux m�emes des discontinuit�es� �Nous nous limitons ici au cas 
 � ��� Pour s�en
convaincre il su�t de s�int�eresser aux conditions de transmission satisfaitse par le champ �elec	
tromagn�etique le long d�une interface de discontinuit�e� Nous consid�erons le cas simpli��e o�u
� � IR

��� � �� � �����  �� � ��! � ��� � ��� �cf �gure ���� 

222

111

Ω       ε  ,  μ

Ω       ε  ,  μ
Σ

n

Figure ���  Milieu �a une interface

Nous supposons par exemple que 

�����
����

�� � �j	�
	 C�����

�� � �j	�
	 C�����

ainsi que les propri�et�es �equivalentes pour ��

On peut alors montrer que les fonctions �E� � �Ej	�
et �H� � �Hj	�

�respectivement �E� � �Ej	�

et �H� � �Hj	�
� sont r�eguli�eres dans �� �respectivement ��� et qu�elles satisfont en outre les

�equations ������ au sens classique �i�e� en tout point et tout instant� dans �� �respectivement
���� pourvu que les donn�ees �E�� �H� et �js soient elles	m�emes des fonctions r�eguli�eres� Il reste
�a pr�eciser ce qui se passe �a travers l�interface �!��

Dans les livres de physique on trouve souvent le fait que les champs �E et �H doivent sa	
tisfaire les conditions de transmission 
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�����
����

n � �E�j
 � n � �E�j


n � �H�j
 � n � �H�j

������

En fait ������ sont des cons�equences des �equations ������ si on consid�ere que celles	ci sont
v�eri��ees dans IR� au sens des distributions� En e�et si tel est le cas� on peut �ecrire� puisque �E
et �H sont �a tout instant 	 d�es que l�on s�int�eresse aux solutions d��energie �nie 	 dans L��IR��� ���������

Z ��

�

Z
� �E��

��

�t
� �H� rot ��dx dt�

Z ��

�

Z
�js�dx dt � �


 � 	 D�IR� � IR
���

������

Maintenant nous d�ecoupons l�int�egrale sur � en deux morceaux� respectivement en int�egrant
sur �� et ��� et pouvons appliquer l�int�egration par parties dans chaque domaine �j� Ainsi
nous obtenons 

��������������

Z ��

�

Z
	�

� �E���
��

�t
� �H�� rot �� dxdt �

�

Z ��

�

Z
	�

� �
� �E�

�t
� rot �H�

��� dxdt

�
Z ��

�

Z


� �H� � n���n � �� � n�� d
dt

��������������

Z ��

�

Z
	�

� �E���
��

�t
� �H�� rot �� dxdt �

�
Z ��

�

Z
	�

� �
� �E�

�t
� rot �H�

��� dxdt

�
Z ��

�

Z


� �H� � n���n � �� � n�� d
dt

�Pour obtenir ces formules nous avons fait l�hypoth�ese que la normale �etait orient�ee de ��

vers ���� En reportant ces �egalit�es dans ������� nous obtenons �nalement 

���������

Z ��

�

Z
	�

��
� �E�

�t
� rot �H� ��js��� dxdt �

Z ��

�

Z
	�

��
� �E�

�t
� rot �H� ��js��� dxdt

�
Z ��

�

Z
�
� �H� � n� �H� � n��� d
dt � �

������

Les �equations de Maxwell �etant satisfaites au sens classique dans chaque ouvert �j � nous
obtenons 

Z ��

�

Z
�
� �H� � n� �H� � n��� d
dt � � 
� 	 D�IR� � IR

���������

ce qui redonne� au moins formellement� la condition de transmission sur �H� On proc�ede de
mani�ere analogue pour �E�
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Remarque � �

� Le lecteur se convaincra ais�ement que les r�esultats pr�ecedents se g�en�eralisent en fait
sans probl�eme en pr�esence de conductivit�e�
Cette remarque permet de 
comprendre� la condition aux limites de conducteur par�
fait� Il su�t pour cela de consid�erer un probl�eme de transmission entre un milieu non
conducteur	 par exemple ��	 et un milieu conducteur	 par exemple ��	 puis de faire
tendre vers �� la conductivit�e 
 du milieu �� �qui tend alors �a �etre un conducteur
parfait�� On peut alors montrer que le champ �electrique �E� dans �� tend vers � ce dont

on peut avoir au moins l�intuition �a partir de l��egalit�e �E� � � �
�
���

� �E�
�t

� rot �H� � �js��
On obtient alors la condition aux limites de conducteur parfait en passant formellement
�a la limite dans la condition de transmission ������ portant sur �E�

� La condition de transmission ������ assure la continuit�e des composantes tangentielles�
Elle ne dit rien sur la composante normale de ces m�emes champs� En fait	 on peut
montrer que ces composantes seront en g�en�eral discontinues puisqu�elles satisfont les
conditions de transmission � �����

����
�� �E��n � �� �E��n

�� �H��n � �� �H��n

������

Exercice � � D�emontrer formellement les conditions de transmission �������

Cette propri�et�e des solutions des �equations de Maxwell constitue l�une des di��erences fonda	
mentales avec le mod�ele de l��equation des ondes scalaires dont les solutions sont en g�en�eral
continues� Nous reviendrons plus loin sur ce point�

��� Lien entre les �equations de Maxwell et l��equation des ondes

����� Formulation des �equations de Maxwell sous forme d�un syst�eme du

second ordre

Nous nous limitons ici au cas non conducteur 
 � �� Nous pouvons �eliminer entre les deux
�equations de ������ soit le champ �electrique �E� soit le champ magn�etique �H � pour obtenir deux
formulations ��equivalentes� des �equations de Maxwell sous forme de syst�emes hyperboliques
du second ordre 

Formulation en �E

�
�� �E

�t�
� rot ���� rot �E� �

��js
�t

� �������

Formulation en �H

�
�� �H

�t�
� rot ���� rot �H� � rot �����js� � �����
�



�EQAUTIONS DE MAXWELL ET 
�EQUATION DES ONDES ��

Remarque 
 En pr�esence de conductivit�e �
 �� �� on peut toujours �ecrire une formulation
en �E �

�
�� �E

�t�
� 


� �E

�t
� rot ���� rot �E� � �

En revanche on ne sait pas �ecrire une formulation en H du m�eme type sauf dans le cas o�u �
et � sont constants�

On peut d�ej�a noter une parent�e entre les syst�emes ������ ou ������ et l��equation des ondes
scalaires qui	 rappelons le	 s��ecrit en milieu homog�ene �

��u

�t�
� c�"u � f������

�o�u c � � d�esigne la vitesse de propagation et u l�inconnue	 scalaire� et en milieu h�et�erog�ene �

�
��u

�t�
� div ��ru� � f������

o�u ��x� et ��x� sont des coe�cients positifs	 �equivalents de ��x� et ��x� pour le syst�eme de
Maxwell�

En e�et ������	 ������ et ������ appartiennent �a une classe de probl�emes de la forme �

d�U

dt�
�AU � F������

o�u U d�esigne l�inconnue	 scalaire ou vectorielle	 du probl�eme et o�u A d�esigne un op�erateur
di��erentiel en espace	 lin�eaire et du second ordre� Nous allons voir maintenant que dans
certains cas particulier la relation Maxwell�ondes d�epasse le simple cadre du formalisme�

����� Le cas des �equations de Maxwell dans le vide

Dans le vide� l��equation ������ devient 

�� �E

�t�
� c�� rot �rot �E� �

�

��

��js
�t

������

Notons que si div �js � � nous avons 

div �E � �

�a condition que cette �egalit�e soit vraie �a l�instant t � �� Nous utilisons alors la formule 

rot �rot �E� � grad �div �E��" �E������
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o�u le laplacien vectoriel " �E est simplement d�e�ni par 

" �E �

�
BBBBBBB�

"E�

"E�

"E�

�
CCCCCCCA

si �E�� E�� E�� d�esignent les coordonn�ees de �E dans un rep�ere cart�esien �x�x�x�� Il s�ensuit
que �E est solution de l��equation des ondes vectorielles

�� �E

�t�
� c��"

�E �
�

��

��js
�t

������

ce qui signi�e que chaque composante Ej v�eri�e une �equation des ondes scalaire en milieu
homog�ene�

Remarque � Il est naturel de se demander si ������ et ������ sont �equivalentes� Nous avons
montr�e que toute solution de ������ �etait solution de ������� Pour la r�eciproque nous intro�
duisons les donn�ees initiales �

�����
����

�E�x� �� � �E��x�

� �E

�t
�x� �� � ���� rot �H��x�

������

et nous supposerons de plus �

div �E� � �������

Nous allons voir que	 si � � IR
�	 alors on peut revenir de ������ �a ������� En e�et posons

d � div �E� Appliquons l�op�erateur divergence �a ������� Il vien	t compte tenu de ������ et de
div �js � � �

�����
����

��d

�t�
� c��"d � � dans IR�

d�x� �� �
�d

�t
�x� �� � � dans IR�

������

Gr�ace au r�esultat d�unicit�e pour l��equation des ondes � que nous verrons au chapitre � �	 il
s�ensuit que d � div �E � �� Nous en d�eduisons l��egalit�e " �E � �rot�rot �E� ce qui nous permet
de remonter de ������ �a ������� Ce r�esultat signi�e que	 dans le vide et dans tout l�espace	 les
� composantes du champ sont totalement d�ecoupl�ees� Ainsi si les � champs �E�� �E� et �js sont
orient�es dans la direction �x	 la solution �E va rester �a tout instant dans la direction �x�

Ce ph�enom�ene disparait lorsque le domaine de propagation � n�est pas l�espace entier� En
e�et	 les diverses composantes sont recoupl�ees au niveau des conditions aux limites� En fait	
on montre que	 si on consid�ere la condition de conducteur parfait	 on a �equivalence	 au moins
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formelle	 entre les deux probl�emes suivants �

��������������
�������������

�� �E

�t�
� c�� rot �rot �E� �

�

��

��js
�t

� �

�E�x� �� � �E��x�

� �E

�t
�x� �� � �E��x�

�E � nj� � �

������

������������������
�����������������

�� �E

�t�
� c��" �E �

�

��

��js
�t

� �

�E�x� �� � �E��x�

� �E

�t
�x� �� � �E��x�

�E � nj� � �

div �Ej� � �

������

Il est int�eressant de noter que	 pour passer du syst�eme de Maxwell �a l��equation des ondes
vectorielle	 on a d�u rajouter une condition aux limites suppl�ementaire relative �a la condition
de divergence nulle� Cela est d�u au fait que	 pour prouver que d � � dans �	 les deux seules
�equations � �����

����
��d

�t�
� c��"d � � ���

d�x� �� �
�d

�t
�x� �� � � ���

������

ne su�sent pas� En revanche	 le rajout de la condition de Dirichlet dj� � � permet de conclure�

����� Le cas des �equations de Maxwell bidimensionnelles

On s�int�eresse �a un probl�eme de propagation de nature �cylindrique�� c�est �a dire 

� le domaine de propagation � est de la forme 

� � O � IR� O � IR
�

� les coe�cients sont ind�ependants de la coordonn�ee x� 

� � ��x�� x�� � � ��x�� x�� 
 � 
�x�� x��

� les sources sont ind�ependantes de x�

�E� � �E��x�� x�� �H� � �H��x�� x�� �js � �js�x�� x��
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Notons que l�on sort n�ecessairement du cadre des solutions d��energie �nie et que la direction
x� joue un r�ole tout �a fait privil�egi�e� On peut �montrer� que les solutions � �E� �H� de ������
sont� dans ce contexte� ind�ependantes de x� et que le syst�eme ������ se d�ecouple en deux
sous	syst�emes d��equations pos�ees dans �� IR� �a savoir �dans ce qui suit �E�� E�� E�� sont les
coordonn�ees de �E dans le rep�ere �x�x�x�� �H�� H�� H�� sont celles de �H et �j��s � j��s � j��s � sont
celles de �js� 

Un syst�eme en �E�� E�� H�� � le syst�eme TE�

����������
���������

�
�E�

�t
� 
E� � �H�

�x�
� j��s � �

�
�E�

�t
� 
E� � �H�

�x�
� j��s � �

�
�H�

�t
�
�E�

�x�
� �E�

�x�
� �

������

C�est le syst�eme des ondes transverses �electriques� �En e�et� le champ �electrique �E reste dans
le plan �transverse� �x�x� orthogonal �a la direction d�invariance �x��

Un syst�eme en �H�� E�� E�� � le syst�eme TM�

����������
���������

�
�H�

�t
�
�E�

�x�
� �

�
�H�

�t
�
�E�

�x�
� �

�
�E�

�t
� 
E� �

	
�H�

�x�
� �H�

�x�



� �

������

C�est le syst�eme des ondes transverses magn�etiques�

Exercice � Etablir les deux syst�emes ������ et ������ �a partir de �������

Il est facile de voir que chacun des syst�emes ������ et ������ est en fait �equivalent �a une
�equation des ondes scalaire �D si on suppose que 
 � � �milieu non conducteur��

�
�H�

�t�
� divT ����rTH�� �

�

�x�
����j��s �� �

�x�
����j��s � � ����
��

alors que pour le syst�eme �TM�� il faut choisir E� pour inconnue auquel cas on obtient l��equa	
tion 

�
�E�

�t�
� divT ����rTE�� �

�j��s

�t
� ����
��

Dans ���
�� et ���
�� les op�erateurs divT et rT sont les op�erateurs divergence et gradient
transverses qui ne sont autres que les op�erateurs divergence et gradient usuels dans IR

� 
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������
�����
� divT �u �

�u�
�x�

�
�u�
�x�

��u � �u�� u���

� rT �

	
�

�x�
�
�

�x�


t

Chacune des �equations ���
�� et ���
�� est bien de la forme g�en�erale ������ avec un choix
judicieux pour chacun des coe�cients � et ��

Remarque 	 Dans un milieu conducteur �
 �� �� on peut r�eduire le syst�eme �TM� �a une
�equation des ondes avec amortissement pour E�� Cette �equation s��ecrit �

�
��E�

�t�
� 


�E�

�t
� divT ����rTE�� �

�j��s

�t
� �������

Il n�est pas �evident de faire de m�eme avec le syst�eme �TE� �
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Chapitre �

Etude de l��equation des ondes

scalaire en r�egime transitoire

��� Le probl�eme mod�ele

Nous consid�erons le probl�eme de propagation dans tout l�espace suivant 

��������������
�������������

Trouver u�x� t�  IRN � IR
� � IR 	

�
��u

�t�
� div ��ru� � f IR

N � IR
�

u�x� �� � u��x� IR
N

�u

�t
�x� �� � u��x� IR

N

�����

Les coe�cients ��x� et ��x� caract�erisant le milieu de propagation sont suppos�es satisfaire les
hypoth�eses suivantes 

�������������

� ��x�� ��x� mesurables

� � � �� � ��x� � �� � �� p�p� x 	 IR
N

� � � �� � ��x� � �� � �� p�p� x 	 IR
N

Les donn�ees du probl�eme sont donc� outre les coe�cients ��x� et ��x� 

� les donn�ees initiales �u��x�� u��x��

� le second membre f�x� t��

L�inconnue du probl�eme est la fonction u�x� t��

��



�� L�EQUATION DES ONDES SCALAIRES

��� Le th�eor�eme de Hille�Yosida

Le th�eor�eme de Hille	Yosida est un outil fondamental pour r�esoudre les �equations d��evolution
dans les espaces de Banach ��equations lin�eaires�� Lorsque cet espace est lui m�eme un espace
fonctionnel� espace de Sobolev par exemple� ce th�eor�eme s�applique aux �equations aux d�eriv�ees
partielles d��evolution� C�est pr�ecis�ement la d�emarche que nous allons appliquer �a l��equation
des ondes� puis aux �equations de Maxwell� Nous nous contenterons du cadre hilbertien� suf	
�sant pour notre propos� Dans ce court paragraphe nous ne ferons qu��enoncer le th�eor�eme�
Une d�emonstration d�etaill�ee est donn�ee dans l�annexe A�

Rappelons d�abord qu�un op�erateur A dans un espace de Hilbert H � muni d�un produit sca	
laire ��� ��H� est caract�eris�e comme �etant une application lin�eaire d�un sous	espace D�A� de H �
appel�e domaine de A� dans H � Le th�eor�eme de Hille	Yosida fait appel �a la notion d�op�erateur
maximal monotone�

D�e�nition � Un op�erateur A dans H de domaine D�A� est dit maximal monotone si et
seulement si �

�i� A � I est surjectif de D�A� dans H
�ii� 
u 	 D�A�� �Au� u�H � �

Dans la suite nous nous int�eressons �a l��equation d��evolution dans H 

���������
��������

Trouver u�t�  IR� � D�A� � H

du

dt
�Au � F t � �

u��� � u�

�����

o�u F �t� est une fonction donn�ee de IR
� dans H� Par d�e�nition� on appellera solution classique�

ou solution forte� de ������ toute fonction u v�eri�ant 

���������
��������

t� u�t� 	 C���� T #H��


t � �� u�t� 	 D�A�

t� Au�t� 	 C���� T #D�A��

�����

ce que l�on note 

u 	 C��IR�#H� C��IR�#D�A������

et v�eri�ant l��equation
du

dt
�t� � Au�t� � F �t� pour tout t � � et satisfaisant u��� � u� �le

lecteur notera que cela n�ecessite que F 	 C��IR�#H� et que u� 	 D�A���
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Th�eor�eme � �Hille�Yosida�

On suppose qu�il existe � 	 IR tel que A � �I soit maximal monotone� Alors pour tout
u� 	 D�A� et tout F �t� 	 C��IR�#H�	 le probl�eme ����� admet une unique solution clas�
sique �ou solution forte� �

u�t� 	 C��IR�#H� C��IR#D�A��

Remarque � Pour donner un sens �a la notation ����� il faut munir D�A� de la topologie
hilbertienne associ�ee �a la norme du graphe

k u k�D�A�k u k� � k Au k�

Remarque � Le lecteur notera que l�on demande �a F �t� la r�egularit�e C��IR�#H� alors qu�on

aurait pu attendre C��IR�#H�� On notera que si la somme
du

dt
� Au 	 C��IR�#H� on a

seulement pour chaque terme
du

dt
	 C��IR�#H� et Au 	 C��IR�#H�

��� Existence et unicit�e pour le probl�eme mod�ele 	le cas des
solutions fortes

On fait entrer ����� dans le cadre du th�eor�eme de Hille	Yosida en remarquant que ����� est
�equivalent au syst�eme  ��������������

�������������

�u

�t
� v � �

�v

�t
� �

�
div��rv� �

f

�

u�x� �� � u��x�

v�x� �� � u��x�

���
�

On introduit alors l�espace de Hilbert 

H � H��IRN�� L��IRN������

muni du produit scalaire

�U� U ��H � �u� u��� � �ru�ru��� � �v� v�������

si U �

�
BBB�

u

v

�
CCCA et U � �

�
BBB�

u�

v�

�
CCCA� On a pos�e 

�����
����

�u� u��� �
R
u�x�u��x���x�dx


�u� u�� �� 	 L��IRN�� L��IRN�� L��IRN �� � � ��

�����



�� L�EQUATION DES ONDES SCALAIRES

On introduit alors 

D�A� � D�A��H��IRN������

o�u

D�A� � fu 	 H��IRN �	 div ��ru� 	 L��IRN�g������

et on d�e�nit l�op�erateur non born�e sur H 

A  D�A� � H � H

A

�
BBB�

u

v

�
CCCA �

�
BBB�
�v

��

�
div ��rv�

�
CCCA������

Le probl�eme ���
� se r�e�ecrit avec U �

�
BBB�

u

v

�
CCCA

�����
����

dU

dt
�AU � F

U��� � U�

������

o�u nous avons pos�e 

F �

�
BBB�

�

f	�

�
CCCA U� �

�
BBB�

u�

u�

�
CCCA

Lemme � L�op�erateur A� �I est maximal monotone pour tout � � �
��

D�emonstration �

�� Si U �

�
BBB�

u

v

�
CCCA notons que 

�AU�U�H � ��u� v�� � �ru�rv��� �
�

�
div ��ru�� v��

Mais� gr�ace �a la formule de Green

���������
��

�

�
div ��ru�� v�� � ��div ��ru�� v�

� ��ru�rv� � �ru�rv��



EXISTENCE ET UNICIT�E POUR LE PROBL�EME MOD�ELE ��

Nota  Nous d�esignons par ����� le produit scalaire usuel de L��IRN� ce qui correspond �a
��� ��� lorsque ��x� � �

Par cons�equent 

�AU�U�H � ��u� v�� � ��

�
k u k�� �

�

�
k v k��

D�autre part 

k U k�H�k u k�� � k ru k�� � k v k��
Donc

�AU�U�H � � k U k�H� ��� �

�
�

�
k u k�� � k v k��



donc


� � �

�
�AU�U�H � � k U k�H� � 
U 	 D�A�

�� La surjectivit�e de A� �I� � � �� �equivaut �a trouver U 	 D�A� solution de 

AU � �U � F

o�u F est un �el�ement quelconque de H�

Si U �

�
BBB�

u

v

�
CCCA et F �

�
BBB�

f

g

�
CCCA� ceci �equivaut �a 

�����
����
�v � �u � f f 	 H��IRN�

��

�
div ��ru� � �v � g g 	 L��IRN �

������

En �eliminant v� nous obtenons 

� �

�
div ��ru� � ��u � g � �f������

dont la formulation variationnelle est 

��ru�ru�� � ����u� u�� � ���g� �f�� u�� 
u� 	 H��IRN �����
�

Le th�eor�eme de Lax	Milgram permet d�a�rmer que le probl�eme ����
� admet bien une
solution �unique� dans H��IRN �� En remontant �a ������� on voit que div ��ru� 	 L��IRN�
donc que u 	 D�A��
Pour remonter �a ������ il su�t alors de poser v � �u � f qui est bien un �el�ement de
H��IRN�� Nous avons donc d�emontr�e que A � �I �etait surjectif pour tout � � �� Pour
conclure au caract�ere maximal monotone de A��I � il su�t de raisonner avec � � ����
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�

Nous sommes maintenant en mesure d��enoncer un th�eor�eme d�existence et d�unicit�e pour le
probl�eme ����� 

Th�eor�eme � Avec les hypoth�eses �

�u�� u�� 	 D�A��H��IRN �

f 	 C��IR�#L��IRN��

le probl�eme ����� admet une unique solution forte dans l�espace �

C��IR�#L��IRN �� C��IR�#H��IRN��  C��IR�#D�A��

Remarque �� On a muni D�A� de la topologie associ�ee �a la norme �

k u k�D�A�k u k�� � k ru k�� � k div ��ru� k��

D�emonstration � Les hypoth�eses du th�eor�eme �equivalent �a 

������������������
�����������������

U� �

�
BBB�

u�

u�

�
CCCA 	 D�A�

F �

�
BBB�

�

f	�

�
CCCA 	 C���� T #H�

Gr�a�ce au lemme ��� et au th�eor�eme de Hille	Yosida� nous d�eduisons que le probl�eme d��evolu	
tion ������ admet une unique solution forte U� dans l�espace C��IR�#D�A��C��IR�#H��On a 

U �

�
BBB�

u

v

�
CCCA 	 C��IR�#D�A����

�����
����

u 	 C��IR�#D�A��

v 	 C��IR�#H��IRN ��

U �

�
BBB�

u

v

�
CCCA 	 C��IR�#H���

�����
����

u 	 C��IR�#H��IRN ��

v 	 C��IR�#L��IRN ��

Comme v �
�u

�t
� on d�eduit que u 	 C��IR�#L��IRN�� ce qui ach�eve la d�emonstration�

�
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Remarque �� Principe de superposition

Le th�eor�eme � permet de d�e�nir une application �

�u�� u�� f� � u

H� � L� � C��IR�#L�� � C��IR�#L��  C��IR�#H��  C��IR�#D�A��

Cette application est �evidemment lin�eaire� C�est le principe de superposition�

��
 Identit�e de l��energie � Estimations �a priori

Soit u la solution forte de ������ on appelle �energie de u �a l�instant t la quantit�e ���������
E�u� t� �

�

�

Z
�j�u
�t

�x� t�j�dx�
�

�

Z
�jru�x� t�j�dx

�
�

�
k du
dt

�t� k�� �
�

�
k ru�t� k��

������

Compte tenu de la r�egularit�e de u� il est clair que cette �energie est �nie �a tout instant 


t � � E�u� t�� ��
et qu�il s�agit d�une fonction d�erivable du temps

t� E�u� t� 	 C��IR��

On a en fait le r�esultat suivant 

Th�eor�eme � �Identit�e de l��energie�

d

dt
E�u� t� � �f�t��

du

dt
�t��������

D�emonstration �

d

dt
E�u� t� �

	
�u

�t
� �
��u

�t�



�

	
�ru�r�u

�t




Soit� avec la formule de Green 

d

dt
E�u� t� �

	
�u

�t
� �
��u

�t�
� div ��ru�




C�est �a dire� compte tenu de l��equation satisfaite par u� l�identit�e annonc�ee�
�

Corollaire � Si pendant un intervalle de temps �t�� t� 	 le terme source f�x� t� est identi�
quement nul	 l��energie E�u� t� est constante entre les instants t� et t�� C�est un r�esultat de
conservation de l��energie�
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Nous allons maintenant d�eduire de l�identit�e d��energie ������ des estimations �a priori sur la
solution� c�est �a dire des estimations de certaines normes de u sans en conna�$tre l�expression�

Th�eor�eme � �Estimations en norme H� et L��

Pour tout instant t � �	 on a les estimations �

k du
dt

�t� k�� ��E��
�
� �

Z t

�
k f�s� k �

�
ds������

k ru�t� k�� ��E��
�
� �

Z t

�
k f�s� k �

�
ds������

k u�t� k��k u� k� �t��E��
�
� �

Z t

�
�t� s� k f�s� k �

�
ds������

o�u E� d�esigne l��energie initiale

E� �
�

�

n
k u� k�� � k ru� k��

o
D�emonstration � En int�egrant entre � et T l�identit�e ������ nous obtenons 

E�u� t� � E� �

Z t

�
�f�s��

du

dt
�s��ds������

Or gr�a�ce �a l�in�egalit�e de Cauchy	Schwartz� nous avons 

j�f�s��
du

dt
�s��j �k du

dt
�s� k�k f�s� k �

�

Soit encore� comme k du
dt

�s� k��� �E�u� s� 

j�f�s��
du

dt
�s��j � p

�E�u� s�
�
� k f�s� k �

�

En reportant dans ������� nous obtenons 

E�u� s�� E� �
p

�

Z t

�
k f�s� k �

�
E�u� s�

�
�ds������

Pour conclure nous utiliserons une variante du lemme de Gronwall� que nous d�emontrerons
un peu plus loin�

Lemme � Soit � 	 �� ��� C � � et �t� et m�t� deux fonctions continues et positives d�e�nies
sur ��� T  et satisfaisant �


t 	 ��� T  �t� � C �
Z t

�
m�s��s��ds

alors on a �


t 	 ��� T  �t� � fC��� � ��� ��

Z t

�
m�s�dsg �

���
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Appliquons le r�esultat de ce lemme avec ������������������

�t� � E�u� t�

m�t� �
p

� k f�t� k �
�

C � E�

� �
�

�

Il vient 

E�u� t�� fE �
�

� �
�p
�

Z t

�
k f�s� k �

�
dsg�

Pour obtenir les estimations ������ et ������ il su�t alors de remarquer que k du

dt
�t� k�

et k ru�t� k� sont major�es par
p

�E�u� t�� En�n pour obtenir ������ il su�t d��ecrire que

u�t� � u� �

Z t

�

du

dt
�s�ds et d�utiliser �������

�

Preuve du lemme de Gronwall 

Introduisons la fonction 

G�t� � C �

Z t

�
m�s��s��ds

G est d�erivable et on a 

G��t� � m�t��t��

Par hypoth�ese �t� � G�t�� De plus� comme � est positif� la fonction x � x� est croissante�
Par cons�equent� compte tenu de la positivit�e de m�t�� il vient 

G��t� � m�t�G�t��

Soit encore

G�t���G��t� � m�t�

En int�egrant cette in�egalit�e entre � et t� nous obtenons 

�

�� �
fG�t����� C���g �

Z t

�
m�s�ds

Comme � � �� ��� � � et la fonction x� x
�

��� est croissante� Nous en d�eduisons l�in�egalit�e

G�t� � fC��� � ��� ��

Z t

�
m�s�dsg �

���

et donc le r�esultat annonc�e puisque �t� � G�t��
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Remarque �� Le r�esultat du th�eor�eme � est bien un r�esultat de continuit�e de la solution par
rapport aux donn�ees� Plus exactement il exprime que l�application �u�� u�� f� � u d�e�nie par
le th�eor�eme d�existence et unicit�e est continue de D�A��H��IRN��C���� T # IR�	 munie de la
topologie de l�espace H��IRN ��L��IRN��C���� T #L��IRN��	 dans l�espace C���� T #L��IRN ��
C��O� T #H��IRN �� muni de la norme �

u� sup���T � k u�t� k� �sup���T � k
du

dt
�t� k� �sup���T � k ru�t� k�

qui est en fait	 rappelons le	 un espace de Banach�

��� Existence et unicit�e pour le probl�eme mod�ele 	 le cas des
solutions faibles

Notre but est ici d��etendre la notion de solution� quitte �a en a�aiblir la r�egularit�e� au cas o�u
les donn�ees du probl�eme sont elles m�emes moins r�eguli�eres� Dans le cas o�u u est une solution
forte� si v�x� t� d�esigne une fonction test quelconque dans C��IR� � ��� T  � v�eri�ant en outre 

v�x� T � �
�v

�t
�x� T � � �

nous avons 

Z T

�

Z
IR

N
��
��u

�t�
� div ��ru��vdxdt �

Z T

�

Z
IR

N
fvdxdt

En int�egrant par parties nous avons 

��������������

Z T

�

Z
IR

N
��u

��v

�t�
� �ru�rv�dxdt �

�
Z
IR

N
�v�x� ��u��x�dx�

Z
IR

N
�
�v

�t
�x� ��u��x�dx

�
Z T

�

Z
IR

N
fvdxdt

������

On peut remarquer en fait� que par densit�e� l�identit�e est en fait satisfaite pour toute fonction
test v v�eri�ant  �on peut m�eme le d�emontrer directement 	 exercice�

�����
����

v 	 C���� T #L��IR���  C���� T #H��IR���	

v�x� t� �
�v

�t
�x� T � � �

������

On remarque alors que l�identit�e ������ conserve un sens m�eme si la fonction u�x� t� est moins
r�eguli�ere par exemple� si on a seulement 

u 	 C���� T #L��  C���� T #H������
�

Ceci justi�e pleinement la 



SOLUTIONS FAIBLES �	

D�e�nition � On appelle solution faible sur l�intervalle ��	T� du probl�eme ����� toute fonc�
tion u satisfaisant �

u 	 C���� T #L��  C���� T #H��

et satisfaisant ������ pour toute fonction test v satisfaisant ������ �fonction test admissible��

Remarque �� L�un des int�er�ets de cette d�e�nition est aussi qu�elle garde un sens si on sup�
pose seulement � �����

����
�u�� u�� 	 H� � L�

f 	 L���� T #L��

������

Remarque �� Par construction m�eme la notion de solution faible prolonge la notion de so�
lution forte � toute solution forte est a fortiori solution faible �sur tout intervalle ��

Th�eor�eme 
 Avec l�hypoth�ese �

�u�� u�� f� 	 H� � L� � L���� T #L��

Le probl�eme ����� admet une unique solution faible u dans l�intervalle ��	T�� Cette solution
v�eri�e les estimations du th�eor�eme ��� ainsi que l�identit�e d��energie �

E�u� t� � E�u� �� �

Z t

�

Z
f�x� t�

�u

�t
�x� s�dxds

En particulier l�application �u�� u�� f�� u est une application lin�eaire continue de H��L��
L���� T #L�� dans C���� T #H��  C���� T #L��

D�emonstration � Par densit�e on peut construire une suite �um� � u
m
� � f

m� dans D�A��H� �
C��IR�#L�� telle que 

�������������

um� � u� dans H�

um� � u� dans L�

fm � f dans L���� T #L��

D�esignons par um� la solution forte du probl�eme ����� associ�e au triplet de donn�ees �um� � u
m
� � f

m��
Les estimations du th�eor�eme � appliqu�ees aux di��erences up � uq permettent d�a�rmer que
la suite um est une suite de Cauchy dans l�espace de Banach C���� T #H��C���� T #L�� muni
de la norme 

k u k� sup
���T �

k u�t� k� � sup
���T �

k ru�t� k� � sup
���T �

k du
dt

�t� k�
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Par cons�equent 

um � u dans C���� T #L��  C���� T #H��

Il reste �a d�emontrer que u est solution faible� Or� pour tout m et toute fonction test v admis	
sible on a 

���������

Z T

�

Z
IR

N
��um

��v

�t�
� �rum�rv�dx dt �

Z T

�

Z
IR

N
fmvdx dt

�
Z
IR

N
��v�x� ��um� �x�� �v

�t
�x� ��um� �x��dx

Il su�t de passer �a la limite dans cette �egalit�e ce qui se fait sans douleur� Ceci �etablit la partie
existence de la solution�

Pour d�emontrer l�unicit�e� consid�erons une solution faible associ�ee �a des donn�ees nulles� c�est
�a dire v�eri�ant 

Z T

�

Z
IR

N
��u

��v

�t�
� �ru�rv� dxdt � �

pour toute fonction test v admissible�

D�apr�es les th�eor�emes sur les solutions fortes et le caract�ere r�eversible en temps de l��equation
des ondes� nous pouvons construire une fonction v telle que 

v 	 C���� T #L��  C���� T #H��  C��O� T #D�A��

et v�eri�ant 

���������
��������

�
��v

�t�
� div ��rv� � u �dans C���� T #L���

v�x� T � � �

�v

�t
�x� T � � �

Cette fonction v est en particulier une fonction test admissible et l�identit�e ������ a lieu� Mais
comme v 	 C��O� T #D�A��� une int�egration par parties suppl�ementaires fournit 

Z T

�

Z
IR

N
�ru�rvdx dt � �

Z T

�

Z
IR

N
u div ��rv�dx dt

Par cons�equent 

Z T

�

Z
IR

N
u��

��v

�t�
� div ��rv��dx dt � �

Soit� compte tenu de l��equation satisfaite par v

Z T

�

Z
IR

N
ju�x� t�j�dx dt � ��
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Ce qui entraine u � � et d�emontre donc l�unicit�e de la solution�

Les estimations du th�eor�eme � et l�identit�e d��energie s�obtient par passage �a la limite dans les
estimations �equivalentes �ecrites pour la solution forte um�

�

Remarque �
 Nous avons utilis�e dans la d�emonstration la densit�e dans l�espace H� de l�es�
pace D�A� � fu 	 H��IRN�	div ��ru� 	 L��IRN �g� Lorsque � est constant ou simplement
su�samment r�egulier �de classe C� su�t� il est clair que D�A� co��ncide avec H��IRN� auquel
cas le r�esultat de densit�e est �evident� En revanche si � est par exemple discontinue	 D�A�
contient des fonctions qui ne sont pas dans H��IRN�� Pour prouver le r�esultat de densit�e il
faut proc�eder di��eremment� Rappelons qu�un sous espace d�un espace de Hilbert est dense si et
seulement si son orthogonal est r�eduit �a f�g� Si nous munissons H��IRN � du produit scalaire �

�u� v�� �u� v�� � �ru�rv��

Nous avons �

u 	 D�A�� �� �u� v�� � �ru�rv�� � � 
v 	 D�A�

Soit alors u 	 D�A��	 par le th�eor�eme de Lax�Milgram il existe un unique �el�ement v de D�A�
tel que

�div ��rv� � �v � u

En particulier nous avons �

�������������

k u k� � ��ru�rv� � ��u� v�

� �ru�rv�� � �u� v��

� �

Ceci entra��ne u � � et par cons�equent la densit�e de D�A� dans H�

��� R�esultats de r�egularit�e � Continuit�e par rapport aux don�
n�ees

Nous avons d�ej�a obtenu aux sections � et 
 des r�esultats de continuit�e de la solution par
rapport aux donn�ees �u�� u�� f�� Nous allons examiner ce qui se passe lorsque l�on fait varier
les coe�cients � et �� L�a�aire est techniquement plus d�elicate car la d�ependance de la solu	
tion vis �a vis de ces param�etres est non lin�eaire� Nous consid�erons donc une suite de donn�ees
��	� �	� f 	� u	�� u

	
�� v�eri�ant 
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����������������������

� u
� � u� dans H�

� u
� � u� dans L�

� f 
 � f dans L���� T #L��

� �
�x� � ��x� p�p� x 	 IR
N

��
�x� � ��x� p�p� x 	 IR
N

������

avec en outre des bornes uniformes sur les coe�cients �
 et �
���������
� � � �� � �
�x� � �� � �� p�p� x 	 IR

N � 
�

� � � �� � �
�x� � �� � �� p�p� x 	 IR
N � 
�

������

Nous d�esignons en outre par W ��� T � l�espace de Banach

W ��� T � � C���� T #L�� C���� T #H��

k u kW ���T � sup
���T �

fk u�t� k� � k du
dt

�t� k� � k ru�t� k�g

Th�eor�eme � On suppose que ������ et ������ ont lieu� Soit u
 la solution faible de �����
associ�ee aux donn�ees ��
� �
� u
�� u



�� f


� et u celle associ�ee aux donn�ees ��� �� u�� u�� f�	 on a le
r�esultat de convergence �

u
 � u dans W ��� T � faible �

u
 � u dans H���� T #L��  L���� T #H�� faible

et pour tout compact � � IR
N et tout t � ��

u
��� t�� u��� t� dans L����

u
�x� t�� u�x� t� p�p� x 	 �

D�emonstration � Les estimations du th�eor�eme � appliqu�ees �a u
 montrent que 

���������������

sup
���T �

k du



dt
k��� �k u
� k��� � k ru
� k����

�
� �

Z T

�
k f 
�t� k �

��
dt

sup
���T �

k ru
 k��� �k u
� k��� � k ru
� k���� �
� �

R T
� k f 
�t� k �

��
dt

sup
���T �

k u
 k���k u
� k�� �T �k u
� k��� � k ru
� k���� �
� � �� � T �

R T
� k f 
�t� k �

��
dt

������



R�EGULARIT�E � CONTINUIT�E PAR RAPPORT AUX DONN�EES ��

Comme pour tout v dans L�

����������
���������

�� k v k�� k v k��� � �� k v k�

�� k v k�� k v k��� � �� k v k�

k v k��
��

� �

��
k v k�

������ montre que la suite u
 est born�ee dans W ��� T �� On en d�eduit �entre autres� que u


admet une sous suite �toujours not�ee u
 pour simpli�er� satisfaisant 

��������������
�������������

u
 � u dans W ��� T �� faible �

u
 � u dans L���� T #L�� faible

du


dt
�

du

dt
dans L���� T #L�� faible

ru
 � ru dans L���� T #L�� faible

������

De m�eme� t �etant �x�e� on a 

u
��� t� est born�e dans H�

Par compacit�e on a� quitte �a extraire une autre suite 

���������

� compact

�����
����

u
��� t�� u��� t� dans L����

u
�x� t�� u�x� t� p�p� x 	 �

������

Il reste �a d�emontrer que u est solution faible du probl�eme limite ce qui d�emontrera en fait la
convergence de toute la suite puisque cette limite est unique� Pour cela il nous su�t de passer
�a la limite dans l��egalit�e �v d�esignant une fonction test admissible� 

���������

Z T

�

Z
IR

N
��
u


��v

�t�
� �
ru
rv� dx dt �

Z T

�

Z
IR

N
f 
vdx dt

�

Z
IR

N
��v�x� ��u
��x�� �v

�t
�x� ��u
��x� dx

Le passage �a la limite dans les termes de droite se passe sans probl�eme� Pour les termes de
gauche� il su�t de remarquer que l�application du th�eor�eme de convergence domin�ee de Le	
besgue �on utilise les bornes uniformes sur �
 et �
� montre que 

�����
����

�

��v

�t�
� �

��v

�t�
dans L��IRN � ��� T  � fort

�
ru� �rv dans L��IRN � ��� T  � fort
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et d��ecrire alors 

Z T

�

Z
IR

N
�
u


��v

�t�
x dt � �u
� �


��v

�t�
�
L��IR

N
����T �

Z T

�

Z
IR

N
�
ru
�rvdx dt � �ru
� �
rv�

L��IR
N
����T �

Il est alors clair que l�on peut passer �a la limite car dans chacun de ces produits scalaires un
terme converge fortement et l�autre converge faiblement�

�

Nous allons maintenant �enoncer sans d�emonstration un r�esultat de r�egularit�e�

Th�eor�eme 	 Si les donn�ees ��� �� u�� u�� f� du probl�eme ����� satisfont �

���������
��������

��� �� 	 C��IRN ��

�u�� u�� 	 D�IRN�

f 	 C��IRN � IR
��� f��� t� supp� compact

alors l�unique solution u du probl�eme ����� satisfait �

u 	 C��IRN � IR
��

�� Propagation �a vitesse �nie

Nous d�e�nissons en tout point la vitesse locale 

c�x� �

	
��x�

��x�


 �
�

	 L��IRN �������

et posons 

c� � sup
x�IR

N

c�x� �� ���������

Th�eor�eme � Si les donn�ees �u�� u�� f� satisfont

supp u� � supp u� � K


t � �� supp f��� t� � K

o�u K est un compact �xe	 alors on a �


t � supp u��� t� � K � B��� c�t�
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D�emonstration � Nous ne ferons la d�emonstration que dans le cas o�u 

���������
��������

�u�� u�� 	 D����D���

f � �

��x�� ��x� 	 C��IRN�

Nous savons alors que la solution est de classe C� en temps et en espace� La d�emonstration
rigoureuse dans le cas g�en�eral fait appel �a des raisonnements de densit�e et continuit�e� Les
di�cult�es sont d�ordre purement technique� il s�agit essentiellement d�appliquer le th�eor�eme
� et d�utiliser des arguments que nous d�etaillerons davantage dans la partie sur les �equations
de Maxwell�

Nous allons de plus supposer que K est une boule� par exemple K � B��� R�� Nous consid�e	
rons maintenant� n d�esignant un vecteur quelconque de la sph�ere de IR

N � le demi	espace mobile

�t
n � fx 	 IR

N	x�n � X�t�g
o�u X�t� est d�e�ni par 

�����
����

dX

dt
�t� � V � � ��a d�eterminer�

X��� � R

Nous d�esignerons par �t
n la fronti�ere de �t

n �voir �gure ����� Nous allons nous int�eresser �a
l��evolution de la fonction 

E�u��t
n� t� �

�

�

Z
	t
n

��j�u
�t
j� � �jruj�� dx������

Nous calculons sa d�eriv�ee� Pour cela nous utilisons le 

Lemme � Soit F �x� t� 	 C��IRN � IR
��	 il vient �

d

dt
�

Z
	t
n

F �x� t� dt� �

Z
	t
n

�F

�t
�x� t� dt� V

Z
�tn

F �x� t� d
������

D�emonstration � Utilisons un changement de coordonn�ees par rotation �x�� x�� ���xN� �
�X�� X�� ���XN� tel que l�axe �XN soit orient�e par le vecteur n� Nous avons 

�x�� ���xN� 	 �t
n �� XN � R� V t

Posons X � �X �� XN� et F �x� t� � %F �X �� XN � t�

Z
	t
n

F �x� t�dx �

Z
IR

N��
�

Z ��

R�V t

%F �X �� XN � t�dXN�dX �
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Ω

Γ 
t
n

t
n

V

V

n

Figure ���  Le demi	espace mobile
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������������������������

d

dt
�
Z
	t
n

F �x� t�dx� �
Z
IR

N��

�
d

dt
�
Z ��

R�V t

%F �X �� XN � t�dXN�


dX �

�

Z
IR

N��

Z ��

R�V t

� %F

�t
�X �� XN � t�dXNdX

� � V

Z
IR

N��

%F �X �� R� V t� t�dX �

�
Z
	t
n

�F

�t
�x� t�dx� V

Z
�tn

F �x� t�d


�

Par cons�equent 

����������

d

dt
�E�u��t

n� t�� �

Z
	t
n

��
��u

�t�
�u

�t
� �r�u

�t
ru�dx

�V
�

Z
�tn

��j�u
�t
j� � �jruj��d


Par la formule de Green 

Z
�r�u

�t
ru � �

Z
	t
n

div ��ru�
�u

�t
dx�

Z
�tn

�
�u

�n

�u

�t
d


Par suite� compte tenu de l��equation satisfaite par u avec f � �� il vient 

d

dt
E�u��t

n� t� � ��

�

Z
�

�
V ��j �u

�t
j� � �jruj��� ��

�u

�n

�u

�t

�
d


Comme jruj� � jr�uj� � j�u
�n
j�

����������

d

dt
E�u��t

n� t� � ��

�

Z
�
�V jr�uj�d


��

�

Z
�

�
V �j�u

�t
j� � �j�u

�n
j��� ��

�u

�n

�u

�t

�
d


Or

��������������

V ��j�u
�t
j� � �j�u

�n
j��� ��

�u

�n

�u

�t
�

� �V

�
j�u
�t
j� � �

c�

V
displaystyle

�u

�n

�u

�t
� c�j�u

�n
j�
�

� �V

	�
j�u
�t
j � c�

V
j�u
�n
j
��

� c���� c�

V �
�j�u
�n
j�
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Donc �nalement 

���������
d

dt
E�u��t

n� t� � ��

�

Z
�V jr�uj�d
 � �

�

Z
�V j�u

�t
�
c�

V

�u

�n
j�d


��

�

Z
�V ��� c�

V �
�j�u
�n
j�d


������

Pour avoir
d

dt
E�u��t

n� t� � �� il su�t que 

�� c�

V �
� � 
x 	 IR

N

et il su�t donc de choisir V � c�� Avec V � c� on a donc l�in�egalit�e 

E�u��t
n� t� � E�u��t

n� ��

Mais par construction 

E�u��t
n� �� � �

�� E�u��t
n� t� � �

�� u�x� t� � � dans �t
n

�� supp u��� t� � �t
n

Remarquons que si f n�est pas nul� on a l�in�egalit�e 

d

dt
E�u��t

n� t� �
Z
	
f
�u

�t
dx dt

Dans ce cas c�est le lemme de Gronwall qui permet de conclure�

Le raisonnement �etant valable pour tout n 	 SN��� sph�ere unit�e de IR
N � on a 

���������
supp u��� t� � 

n�SN��
�t
n � B��� R� c�t�

� B��� R� �B�c�t�

Le r�esultat est donc d�emontr�e lorsque K est une boule� Dans le cas g�en�eral� il su�t d�utiliser
le principe de superposition et le th�eor�eme � apr�es avoir remarqu�e que tout compact est
�limite� d�une r�eunion �nie de boules ferm�ees� Pour les d�etails nous renvoyons le lecteur �a la
partie sur les �equations de Maxwell�

�

Exercice � � Adapter la d�emonstration du r�esultat pr�ec�edent pour d�emontrer le th�eor�eme
lorsque f �� �� �Supposer que les donn�ees sont de classe C���



���� L�EQUATION DES ONDES EN DIMENSION �� FORMULE DE DALEMBERT �	

��� L��equation des ondes en dimension �� formule de D�Alem�
bert

Nous consid�erons maintenant l��equation des ondes �D avec vitesse de propagation constante
�egale �a c� Nous nous int�eressons �a la solution du probl�eme 

���������
��������

��u

�t�
� c�

��u

�x�
� �

u�x� �� � u��x�

�u

�t
�x� �� � u��x�

������

Th�eor�eme � La solution u du probl�eme ������ est donn�ee par la formule de D�Alembert �

�����
����

u�x� t� �
�

�
fu��x� ct� � u��x� ct�g

�
�

�c

Z x�ct

x�ct

u����d�

������

D�emonstration � Nous utiliserons le changement de variable 

� � x� ct � � x� ct

et introduisons la fonction 

U��� �� � u�x� t�

dont il est facile de v�eri�er qu�elle satisfait

��U

����
� �

Nous en d�eduisons qu�il existe deux fonctions d�une variable f��� et g��� telles que 

U��� �� � f��� � g���

En revenant �a l�inconnue originale u� nous obtenons 

u�x� t� � f�x� ct� � g�x� ct�

Pour obtenir f et g nous utilisons les conditions initiales 

u�x� �� � u��x� �� f�x� � g�x� � u��x�

�u

�t
�x� �� � u��x� �� cff ��x�� g��x�g � u��x�

Nous en d�eduisons qu�il existe une constante A telle que �����
����

f�x�� g�x� �
�

c

Z x

�
u��t�dt� A

f�x� � g�x� � u��x�
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d�o�u nous tirons les identit�es 

�����
����

f�x� �
�

�
u��x� �

�

�c

Z x

�
u��t�dt�

A

�

g�x� �
�

�
u��x� �

�

�c

Z x

�
u��t�dt� A

�

expressions dont le r�esultat annonc�e se d�eduit ais�ement� Le lecteur notera que� contrairement
aux fonctions f et g� la quantit�e f�x� ct� � g�x� ct� est ind�ependante de A�

�

Remarque �� Nous avons �etabli ci�dessus un r�esultat interm�ediaire important qui exprime

que toute solution de l��equation des ondes homog�enes
��u

�t�
� c�

��u

�x�
� � se d�ecompose sous la

forme �

u�x� t� � u��x� t� � u��x� t�

o�u �

� u��x� t� � f�x� ct� est une onde progressive se propageant �a la vitesse c dans la direc�
tion x � � �

u��x� L� t� � u��x� t� L

c
�

�le graphe de x� u�x� t�T � se d�eduit de celui de x� u�x� t� par une simple translation
de L � ct vers la droite��

� u��x� t� � g�x� ct� est une onde progressive se propageant �a la vitesse c dans la direc�
tion x � ��

u��x� L� t� � u��x� t� L

c
�

�le graphe de x� u�x� t�T � se d�eduit de celui de x� u�x� t� par une simple translation
de L � ct vers la gauche��

Le th�eor�eme � est pour nous l�occasion d�une premi�ere incursion dans la notion de solution
�el�ementaire �o�u fonction de Green� qui sera introduite au prochain paragraphe� Consid�erons
la solution u
 associ�ees aux donn�ees initiales �����

����
u
�x� �� � �

�u


�t
�x� �� � �
�x�

o�u �
�x� est une fonction telle que� lorsque � tend vers � 

�
 � � dans D��IR�
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Il est facile de voir sur la formule ������ que� lorsque �� �� on a 

u
�x� t� � G�x� t� presque partout

o�u la fonction G�x� t� est donn�ee par 

�����
����

G�x� t� �
�

�c
si x 	 ��ct� ct 

G�x� t� � � si jxj � ct

������

Exercice � D�emontrer le r�esultat pr�ec�edent�

   x = - c t

G = 0 G = 0

x = c t
2 c
1G = 

2 c
 1G = 

t

xO

Figure ���  Support de la solution �el�ementaire �D

Il est alors facile de v�eri�er que la formule ������ s��ecrit encore 

���������
u�x� t� �

Z
IR

G�x� y� t�u��y�dy

�
�

�t

�Z
IR

G�x� y� t�u��y�dy

�������

Cette formule est en fait g�en�erale car elle s��etend� ainsi que nous le verrons au paragraphe
� �a n�importe quelle dimension d�espace� Par d�e�nition la fonction G�x� t� est la fonction de
Green ou solution �el�ementaire de l��equation des ondes �D �������

Cette fonction de Green sert �egalement �a repr�esenter la solution du probl�eme avec second
membre 
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���������
��������

��u

�t�
� c�

��u

�x�
� f

u�x� �� � �

�u

�t
�x� �� � �

������

Nous verrons dans le chapitre qui suit que la solution de ce probl�eme s��ecrit 

u�x� t� �

Z t

�

Z
IR

G�x� y� t� s�f�y� s�dyds������

Dans notre cas particulier cette formule devient 

u�x� t� �
�

�c

Z Z
Dx�t

f�y� s�dy ds������

o�u Dx�t est le c�one caract�eristique issu du point �x� t� 

D�x� t� �

�
�y� s�	� � s � t� jy � xj � c�t� s�

�
������

 x - c t  x + c t

( x , t )

  D ( x , t )

Figure ���  Le c�one de d�ependance



��	� LES SOLUTIONS DANS TOUT LESPACE HOMOG�ENE � NOTION DE FONCTIONDEGREEN��

Exercice 
 � D�emontrer directement la formule ������ en d�ecomposant l��equation des ondes
������ en la succession de deux �equations de transport �

������������������

�����
����

�v

�t
� c

�v

�x
� f

v�x� �� � ������
����

�u

�t
� c

�u

�x
� v

u�x� �� � �

et en utilisant la m�ethode des caract�eristiques pour r�esoudre chaque �equation de transport�

��� Les solutions dans tout l�espace homog�ene � Notion de
fonction de Green

Nous consid�erons l��equation 

���������
��������

��u

�t�
� c�"u � f x 	 IR

N � t � �

u�x� �� � u��x� x 	 IR
N

�u

�t
�x� �� � u��x� x 	 IR

N

����
�

o�u la vitesse c est ici une constante � ��

Nous allons r�esoudre ����
� par transformation de Fourier en espace�

Rappels sur la transformation de Fourier dans IR
N

Nous consid�erons ici la transformation d�e�nie de L��IRN � dans C��IRN � par 

���������
��������

F  L��IRN � � C��IRN�

u�x� � �u�k�

�u�k� �
Z
IR

N
u�x�e�ikxdx

������

�Nous nous pla�cons dans le cadre des fonctions �a valeurs complexes�

Il est bien connu que F applique de fa�con bijective l�espace S�IRN � dans lui m�eme et que
la formule d�inversion est alors donn�ee par 

u�x� �
�

����N

Z
IR

N
�u�k�eikxdk������
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Par dualit�e on peut prolonger la transformation de Fourier �a l�espace S��IRN � des distributions
temp�er�ees dans IR

N par 


� 	 S��IRN �� 
 	 S�IRN� � F��  ��� ��F �

Il est alors facile de voir que cette d�e�nition prolonge �a S��IRN � celle donn�ee dans L��IRN ��
Egalement on v�eri�e les propri�et�es suivantes 

�����
����
F� � �

F�f � g� � �Ff��Fg� �si f � g existe�

������

En�n� on peut �etendre par densit�e de L�L� dans L�� la transformation de Fourier �a l�espace
L��IRN� en une application bijective de L� dans lui m�eme v�eri�ant en outre les relations de
Plancherel	Parceval 

�����
����

����N��u� �v� � �u� v�

����N k �u k� �k u k�
������

On a les formules 

������
�����

�u�k� � lim
R��

Z
jxj�R

u�x�e�ikxdx

u�x� � lim
R��

Z
jkj�R

�u�k�eikx
dk

����N

les limites devant �etre prises au sens de L��IRN�� En�n� on a la propri�et�e fondamentale 

F�
�u

�xj
� � ikj�Fu� 
u 	 S��IRN ����
��

Application �a la r�esolution de ����
�

D�esignons par �u�k� t� la transform�ee de Fourier en espace de u�x� t�� nous avons pour chaque
k l��equation di��erentielle ordinaire 

���������
��������

d��u

dt�
�k� t� � c�jkj��u�k� t� � �f�k� t�

�u�k� �� � �u��k�

��u

�t
�k� �� � �u��k�

���
��



NOTION DE FONCTON DE GREEN ��

�equation qui se r�esout ais�ement ����������
�u�k� t� � �u��k� cos�cjkjt� � �u��k�

�
sin�cjkjt�
cjkj



�
Z t

�

sin�cjkj�t� s��

cjkj
�f�k� s�ds

���
��

Introduisons alors la fonction� continue sur IR
N � d�e�nie par 

�G�k� t� �
sin�cjkjt�
cjkj���
��

Il est facile de voir que la formule ���
�� se r�e�ecrit 

���������
�u�k� t� �

d

dt

�
�G�k� t��u��k�

�
� �G�k� t��u��k�

�

Z t

�

�G�k� t� s� �f�k� s�ds

���
��

Il est clair que pour tout t la fonction k � �G�k� t� est dans S��IRN �� Mieux on a 

�G��� t� 	 C��IR�#S��IRN��

au sens o�u 

tn � t �� �G��� tn� � �G���� t� dans S��IRN ��

Nous pouvons introduire alors pour chaque t la distribution temp�er�ee

G��� t� � �F�� �G��� t�� 	 S��IRN�����

�

�qu�on notera parfois G�x�t� avec un abus de notation�� Par continuit�e de la transformation
de Fourier dans S��IRN �� on a 

G��� t� 	 C��IR�#S��IRN��

et� avec les propri�et�es de F vis �a vis de la convolution� on a 

�����
����

u��� t� �
�

�t
�G��� t� � u�� � G��� t� � u�

�

Z t

�

�G��� t� s� � f��� s�ds

���
��

� d�esignant le produit de convolution en espace�

Par abus de notation� on pourra �ecrire 

���������
u�x� t� �

�

�t
�
Z
G�x� y� t�u��y�dy� �

Z
G�x� y� t�u��y�dy

�
Z t

�

Z
G�x� y� t� s�f�y� s�dyds
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On retrouve l�a la structure de la formule trouv�ee en �D ce qui prouve que� pour N � �

G�x� t� �
�

�c
���ct�ct��x�

Il est d�ailleurs bien connu que la transform�ee de Fourier de la fonction caract�eristique de

l�intervalle ��ct� ct est �
sin�jkjct�
jkj �

Exercice � � D�emontrer ce r�esultat�

On notera que si on fait u� � f � � et u� � � on obtient u��� t� � G��� t�� En d�autres termes
G��� t� est solution du probl�eme suivant 

���������
��������

��G

�t�
� c�"G � � t � �� x 	 IR

N

G�x� �� � �

�G

�t
�x� �� � ��x�

���
��

toutes les in�egalit�es �etant �a prendre au sens des distributions� Par d�e�nition� G��� t� est la
fonction de Green ou solution fondamentale de l��equation des ondes dans IR

N �ou solution
�el�ementaire��
Nous verrons que la r�egularit�e en espace de la distribution x� G�x� t� d�epend de la dimension
d�espace N � On notera en particulier que la fonction k � �G�k� t� n�est jamais dans L��IRN ��
ce qui permet de pr�evoir que x� G�x� t� ne sera jamais continue alors que k � �G�k� t� n�est

dans L��IRN� que pour N � � �en e�et
�

�c
���ct�ct� est bien dans L��IR���

Nous verrons en fait que la singularit�e de G�x� t� en tant que distribution sur IR
N augmente

avec la dimension d�espace N � Ainsi 

���������
��������

N � � G��� t� 	 L��IR�

N � � G��� t� 	 L��IR��

N � � G��� t� est une mesure sur IR�

Exercice 	 D�emontrer que G��� t� 	 L��IRN � si et seulement si N � ��

���� Calcul de la solution fondamentale de l��equation des ondes
en dimensions � et �

������ Calcul de la solution fondamentale en dimension �

Notion d�onde sph�erique



SOLUTION FONDAMENTALE EN DIMENSIONS � ET � ��

On appelle onde sph�erique dans IR
N � toute solution de l��equation des ondes de la forme 

u�x� t� � u�r� t� avec r � jxj � �x�� � ����� x�N �
�
����
��

Nous allons voir que la recherche des ondes sph�eriques fait jouer un r�ole particulier �a la di	
mension �� Notons que  ��������������

�

�xi
�u�r� t�� �

xi
r

�u

�r
��

�x�i
�u�r� t�� �

�

r

�u

�r
� x�i
r�
�u

�r
�
x�i
r�
��u

�r�

"u�r� t� �
N � �

r

�u

�r
�
��u

�r�

Rappelons que 

��

�r�
�&� �

��

�r�
& � �

�

�r

�&

�r
� 

��&

�r�

Introduisons alors v � r
N��

� u� Un calcul simple donne 

��

�r�
�v� � r

N��

�
��u

�r�
� �N � ��r

N��

�
�u

�r
�

�N � ���N � ��

�
r
N��

�
��u

Par cons�equent 

��u

�r�
�
N � �

r

�u

�r
�

�

r
N��

�

	
��v

�r�
� �N � ���N � ��

�

v

r�




Autrement dit si u�r� t� est une onde sph�erique� v � r
N��

� u est solution de l��equation 

��v

�t�
� c�

��v

�r�
�

�N � ���N � ��

�
c�
v

r�
� ����
��

qui appara�$t comme une �equation des ondes �D perturb�ee� Toutefois pour N � �� le terme
de perturbation disparait ce qui signi�e que� en dimension �� toute onde sph�erique est de la
forme 

u�r� t� �
�

r
v�r� t�������

o�u v est une solution de l��equation des ondes �D

��v

�t�
� c�

��v

�r�
� �������

Autrement dit� en dimension �� toute onde sph�erique est de la forme

u�r� t� �
�

r
f�t� r

c
� �

�

r
g�t�

r

c
�������

o�u  �����
����

�

r
f�t � r

c
� est une onde sph�erique divergente

�

r
g�t�

r

c
� est une onde sph�erique convergente
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D�e�nition et r�esolution d�un probl�eme approch�e

Nous allons concr�etiser la solution par un proc�ed�e limite 

G��� t� � lim

	�

u
��� t�������

�la limite �etant prise au sens des distributions� o�u u
�x� t� est la solution du probl�eme 

���������
��������

��u


�t�
� c�"u
 � �

u
�x� �� � �

�u


�t
�x� �� � �
�x�

������

o�u �
�x� est une approximation de la distribution ��x�

�
 � � dans S��IR��

Nous choisirons 

�����
����

�
�x� � �
�

�
������ si jxj � �

�
�x� � � sinon

����
�

Notons que par construction �
 	 L��IR�� de telle sorte que nous savons que �cf solutions
faibles�

u
 	 C��IR�#L�� C��IR�#H��

en particulier 


t � � u
��� t� 	 H��IR��

Nous cherchons naturellement la solution �a sym�etrie sph�erique puisque la donn�ee �
�x� est
elle m�eme �a sym�etrie sph�erique� Autrement dit nous posons 

u
�x� t� �
�

jxjv

�jxj� t�

La fonction v
�r� t� v�eri�ant 

���������
��������

��v


�t�
� c�

��v


�r�
� � r � �� t � �

v
�r� �� � �

�v


�t
�r� �� � 
�r�

������
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o�u 
�r� est la fonction d�e�nie par 

�����
����


�r� � �
�

�
������ si r � �


�r� � � sinon

Au syst�eme ������� il convient d�adjoindre la condition aux limites en r � �

v
��� t� � �������

qui provient de v
�r� t� � ru
�r� t��

Exercice � � V�eri�er que u
�x� t� 	 H��IR�� �� v
�r� t� 	 H������� � C��������

Pour r�esoudre �������� �������� nous utilisons le principe de r�e'exion ou principe des images
qui exprime �exercice� que v
�r� t� est la restriction des images �a r � � de la fonction %v
�r� t�
d�e�nie pour r 	 IR comme �etant la solution du probl�eme 

���������
��������

��%v


�t�
� C��

�%v


�r�
� � r 	 IR� t � �

%v
�r� �� � � r 	 IR

�%v

�t

�r� �� � %
�r� r 	 IR

������

o�u %
�r� est d�e�ni par 

�����
����

%
�r� � �
�

�
������ si jrj � �

%
�r� � � sinon

������

On notera que %
�r� �etant impaire� on a

Z
IR

%
�r�dr � ��

Nous pouvons utiliser pour la solution de ������ la formule de D�Alembert� Nous obtenons 

%v
�r� t� �
�

�c

Z r�ct

r�ct

%
���d�������

On notera en particulier que 

supp %v
��� t� � �ct� �� ct� � � ��ct� ���ct� � 

En e�et si r n�appartient pas �a l�un de ces deux intervalles� on est dans l�une des deux
situations 

supp 
 � �r � ct� r� ct 
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ou

supp 
  �r� ct� r� ct � �

Dans tous les cas�
Z r�ct

r�ct


���d� � �� Fixons t � �� pour � � ct� nous savons que 

supp %v
��� t� IR
� � �ct� �� ct� � 

Donc  �����
����

supp v
��� t� � �ct� �� ct� � 

v
�r� t� �
�

�c

Z r�ct

r�ct

%
���d�

������

Il est facile �a partir de cette formule de voir que le graphe de r � v
�r� t� est un arc de

parabole tronqu�e� Plus pr�ecis�ement� pour t �
�

c
� nous avons 

v
�r� t� � f
�r � ct�

u
�r� t� �
�

r
f
�r � ct�������

o�u f
�x� est un arc de parabole �a support dans ���� � 

ε

ε− ε x 

f  ( x )

O

Figure ���  Graphe de f


A partir de ������� il est facile de voir que 

���������
A
 �

�

�c

Z 


�

�x�dx

�
�

�c

Z 


�
�
�

�
������xdx �

�

���c

Autrement dit 

f
�x� �
�

���c
��� x�

��
�������
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Passage �a la limite quand �� �

Notons que  ���������
��������

supp f
 � ���� � Z
f
�x�dx �

�

���c
��� �

�
� �

�

���c

f
�x� � �

C�est un r�esultat classique de la th�eorie des distributions que 

f
 � �

��c
� dans D��IR�

Exercice � � D�emontrer ce r�esultat�

Par suite� si (�r� d�esigne une fonction continue de la variable r

lim

��

Z ��

�
f
�r� ct�(�r�dr �

(�ct�

��c

Nous allons voir que 

G��� t� � lim

��

u
��� t� �
�

��c�t
��jxj � ct�������

c�est �a dire une distribution mesure port�ee par la sph�ere de centre � et de rayon ct� Pour cela
nous �ecrivons 

� u
��� t��  ��

Z
IR

�
u
�x� t��x�dx

Nous passons en coordonn�ees sph�eriques 

�����
����

x � r� j�j � �

dx � r�dr d�

� u
��� t��  � �
Z

S�
�
Z ��

�

�

r
f
�r � ct��r��r�dr�d�

�Fubini� �
Z ��

�
f
�r� ct�(�r�dr

o�u nous avons pos�e 

(�r� � r�
Z
S�
�r��d��
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Donc 

lim

	�

� u
��� t��  ��
(�ct�

��c
�

�

��c

Z
S�
�ct��ct d�

En faisant le changement de variable X � ct�� comme d
 � c�t�d� sur la sph�ere de rayon ct�
il vient 

lim

	�

� u
��� t��  ��
�

��c�t

Z
jxj�ct

�x�d
�x�

Remarque �	 La solution �el�ementaire G��� t� est indi��eremment d�e�nie par l�une de ces
deux formules �

�����
����

G��� t� �
�

��c�t
��jxj � ct�

G��� t� �
�

��cjxj��jxj � ct�

Application �a l�expression de la solution de l��equation des ondes� Principe d�Huyghens

En appliquant la formule g�en�erale ���
�� �a notre cas nous obtenons 

���������������

u�x� t� �
�

�t

	
�

��ct

Z
jyj�ct

u��x� y�d
�y�




�
�

��ct

Z
jyj�ct

u��x� y�d
�y�

�

Z t

�

�

��cs

	 R
jyj�cs f�x� y� t� s�d
�y�



ds

����
�

o�u encore la formule �equivalente ���������������

u�x� t� �
�

�t

	
�

��ct

Z
jx�yj�ct

u��y�d
�y�




�
�

��ct

Z
jx�yj�ct

u��y�d
�y�

�
�

��c

Z t

�

�

�t� s�

Z
jx�yj�cs

f�y� s�d
�y�ds

������

Nous nous int�eressons maintenant au cas du probl�eme de Cauchy et supposons que les donn�ees
initiales �u�� u�� sont �a support compact� La formule ������ nous permet d�avoir une id�ee plus
pr�ecise du support de la solution �a un instant donn�e par 

U�x� t� �

Z
jx�yj�ct

�y�dy

o�u  est �a support compact dans IR
�� U�x� t� est donc le r�esultat de l�int�egration de  sur

la sph�ere de rayon r et de centre x� Si la distance de x au support de  est sup�erieure �a ct�
on obtient �evidemment �� On retrouve l�a le ph�enom�ene de propagation �a vitesse �nie d�ej�a

rencontr�e� Si nous supposons que t est assez grand� �a savoir t �
�

�c
diam �supp � alors il
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y a une autre r�egion en dehors de la r�egion dist �x� supp � � ct en laquelle la fonction
U�x� t� s�annule� Illustrons ceci en consid�erant ce qui se passe lorsque le support de  �ou

ici� le support des donn�ees� est une sph�ere de rayon R� Dans ce cas� d�es que t �
R

c
� le sup	

port de la solution est une couronne sph�erique comprise entre les sph�eres de rayon t � R

c
et

t �
R

c
� Autrement dit� au bout d�un certain temps� il se forme un trou dans le support de

la solution c�est �a dire il y a formation de deux fronts d�onde� un front d�onde avant et un
front d�onde arri�ere qui dans ce cas pr�ecis sont les sph�eres de rayons respectifs ct�R et ct�R�

c
R  t >

t = 0

2 R

 2 R

Figure ��
  Propagation du support

Dans le cas par exemple o�u le support des donn�ees initiales est un convexe� il est facile de

voir que si �A�B correspond �a un diam�etre de ce convexe� le trou va se cr�eer au temps t �
�

�c
diam �supp donn�ee au point I milieu de AB�� La lacune va alors se d�evelopper autour de ce
point� Une autre fa�con de consid�erer ce ph�enom�ene� �egalement appel�e principe d�Huyghens
est d�examiner la solution en un point x au cours du temps� On a le double ph�enom�ene suivant 

	 Si x �	 support fdonn�eesg� il existe un instant t� � � tel que t � t� �� u�x� t� � ��
Cet instant t� est �evidemment donn�e par �K �etant le support des donn�ees� 

t� �
�

c
minfjx� yj� y 	 Kg
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c�est ce qui illustre la propagation �a vitesse �nie�

	 
x� il existe un temps t� tel que pour t � t�� u�x� t� � �� En e�et pour t assez
grand la sph�ere de centre x et de rayon ct va compl�etement englober le support
des donn�ees� Il est clair que 

t� �
�

c
maxfjx� yj� y 	 Kg

x

2c t 

1c t

2t1 t

u ( x , t )

K

Figure ���  Principe de Huyghens

������ Calcul de la solution �el�ementaire de l��equation des ondes en dimen	

sion �

Nous allons utiliser la m�ethode de descente qui consiste �a r�esoudre un probl�eme en dimension
� �a partir de la r�esolution d�un probl�eme pos�e en dimension �� Nous nous int�eressons ici �a la
r�esolution du probl�eme 
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����������
���������

��u

�t�
� c�

	
��u

�x��
�
��u

�x��



� �

u�x� �� � �

�u

�t
�x� �� � u��x�

������

Nous supposerons u��x� r�eguli�ere �a support compact pour simpli�er� Soit �x�� une fonction
d�une variable C� �a support compact et d�int�egrale unit�e 

 	 D�IR�
Z
IR

�x��dx� � �������

Nous consid�erons alors le probl�eme auxiliaire 

������������������

Trouver %u�x� x�� t�  IR� � IR� IR
� � IR �x � x�� x��

��%u

�t�
� c�

	
��%u

�x��
�
��%u

�x��



� c�

��%u

�x��
� �

%u�x� x�� �� � �

�%u

�t
�x� x�� �� � u��x��x��

������

Nous savons que ce probl�eme admet une solution unique qui est �a tout instant �a support
compact� Nous allons montrer que 

u�x� t� �

Z
%u�x� x�� t�dx�������

Pour cela� consid�erons la fonction 

v�x� t� �
Z

%u�x� x�� t�dx�

Nous allons montrer que v est solution de ������� Il su�t alors d�invoquer le r�esultat d�unicit�e�
Or 

�������������

v�x� �� �

Z
%u�x� x�� ��dx� � �

�v

�t
�x� �� �

Z
�%u

�t
�x� x�� ��dx�

� �
Z
�x��dx��u��x� � u��x�

D�autre part nous avons 

Z �
��%u

�t�
� c�

	
��%u

�x��
�
��%u

�x��



� c�

��%u

�x��


dx� � �
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Or 

Z
��%u

�t�
dx� �

��

�t�
�
Z

%udx�� �
��%v

�t�

Z
��%u

�x�j
dx� �

��

�x�j
�

Z
%udx�� �

��v

�x�j
j � �� �

et comme %u est �a support compact

Z
��%u

�x��
dx� � �

Par cons�equent 

��v

�t�
� c�

	
��v

�x��
�
��v

�x��



� �

ce que nous voulions d�emontrer� Nous savons que �cf formule ����
��

%u�x� x�� t� �
�

��c�t

Z
Sct

%u��x� y��x�� y��d
�y� y��������

o�u Sct � f�y� y��	jyj� � y�� � c�t�g que nous d�ecomposons en 

Sct � S�
ct � S�ct

avec  �����
����

�y� y�� 	 S�
ct �� y� � ��c�t� � y��

�
� jyj � ct

�y� y�� 	 S�ct �� y� � ��c�t� � y��
�
� jyj � ct

Ecrivons  ����������
%u�x� x�� t� �

�

��c�t

Z
S
�

ct

%u��x� y��x� � y��dr�y� y��

�
�

��c�t

Z
S
�

ct

%u��x� y��x�� y��dr�y� y��

������

Nous utilisons la param�etrisation y� � ��c�t� � y��
�
� sur S
ct� Nous avons �����

����
d
�y� y�� � �� � jryf j�� �

�dy

f�y� � �c�t� � jyj�� �
�

Un calcul simple donne 

d
�y� y�� �

	
� �

jyj�
�c�t� � jyj��


 �
�

�
ct

�c�t� � jyj�� �
�



SOLUTION FONDAMENTALE EN DIMENSIONS � ET � ��

Par cons�equent ����������
%u�x� x�� t� �

�

��c�t

Z
jyj�ct

u��x� y�p
c�t� � jyj��x� �

q
c�t� � jyj��dy

�
�

��c�t

Z
jyj�ct

u��x� y�p
c�t� � jyj��x� �

q
c�t� � jyj��dy

������

Par le th�eor�eme de Fubini ����������
u�x� t� �

�

��c

Z
jyj�ct

u��x� y�p
c�t� � jyj� �

Z
IR
�x� �

q
c�t� � jyj��dx� dy

�
�

��c

Z
jyj�ct

u��x� y�p
c�t� � jyj� �

Z
IR
�x� �

q
c�t� � jyj��dx� dy

Mais� 
jyj � ct Z
IR

�x� �
q
c�t� � jyj��dx� �

Z
IR

�x� �
q
c�t� � jyj��dx� � �

Donc �nalement 

u�x� t� �
�

��c

Z
jyj�ct

u��x� y�p
c�t� � jyj�dy������

Sur cette formule nous pouvons identi�er la solution �el�ementaire de l��equation des ondes en
dimension � comme �etant la fonction G�x� t� d�e�nie par 

�����
����

G�x� t� �
�

��c

�p
c�t� � jxj� si jxj � ct

G�x� t� � � si jxj � ct

����
�

On remarquera que la fonction x � G�x� t� est �a support compact� non born�ee� discontinue
mais que n�eanmoins x� G�x� t� 	 L��IR��� comme annonc�e pr�ec�edemment�
Nous sommes maintenant en mesure de donner l�expression de la solution du probl�eme 

���������
��������

��u

�t�
�"u � f x 	 IR

�� t � �

u�x� �� � u��x� x 	 IR
�

�u

�t
�x� �� � u��x� x 	 IR

�

������

�a savoir 

���������������

u�x� t� �
�

��c

�

�t

	 Z
jyj�ct

u��x� y�p
c�t� � jyj�dy




�
�

��c

Z
jyj�ct

u��x� y�p
c�t� � jyj�dy

�
�

��c

Z t

�

Z
jyj�cs

f�x� y� t� s�p
c�s� � jyj� dy ds

������
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Notons que si on s�int�eresse au probl�eme de Cauchy �f � �� avec des donn�ees initiales �u�� u��
�a support compact� la solution au point x r�esulte d�un calcul d�int�egrale de ces donn�ees sur
un disque �et non plus une sph�ere comme en dimension �� de centre x et dont le rayon aug	
mente proportionnellement au temps� Ainsi si le ph�enom�ene de propagation �a vitesse �nie
persiste bien �evidemment� il n�en est plus de m�eme du ph�enom�ene de formation d�une lacune�
d�un trou dans le support de la solution� Autrement dit� en un point x donn�e� il n�existe pas
d�instant t au del�a duquel la solution sera identiquement nulle comme en dimension �� En
revanche� on a bien 

lim
t���

u�x� t� � �������

On peut m�eme pr�eciser le comportement asymptotique de u�x� t�� Consid�erons tout d�abord
le cas u� � � et d�esignons par K le support de u�� suppos�e r�egulier�
Nous avons 

u�x� t� �
Z
jx�yj�ct

u��y�p
c�t� � jx� yj�

Pour t assez grand� fy 	 Kg � fjx� yj � ctg et donc

u�x� t� �
�

��c

Z
K

�c�t� � jx� yj��� �
�u��y�dy

Nous avons 

�c�t� � jx� yj��� �
� �

�

ct
�
jx� yj�

�c�t�
� ��x� y� t�

avec 
y 	 K ��x� y� t� � C�x�K�

t�

Par cons�equent� nous avons le d�eveloppement 

�������������

u�x� t� �
�

��c�t
�
Z
u��y�dy� �

�

��c�t�
�
Z
jx� yj�u��y�dy�

r�x� t�

r�x� t� � c�x�

t�

������

Consid�erons maintenant le cas u� � � et u� �a support compact K� Pour t assez grand 

Z
jx�yj�ct

u��y�p
c�t� � jx� yj�dy �

Z
K

u��y�p
c�t� � jx� yj�dy

Donc 

�

�t
�

Z
K

�c�t� � jx� yj����
�u��y�dy� � �c��

Z
K

�c�t� � jx� yj����
�u��y�dy�

Par cons�equent 

u�x� t� �
ct

��

Z
K

�c�t� � jx� yj��� �
�u��y�dy
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Or  �����
����

�c�t� � jx� yj�� �
� �

�

c�t�
�

�

�

jx� yj�
c�t�

� ��x� y� t�

��x� y� t� � C�x�K�

t�
pour y 	 K

Nous en d�eduisons le d�eveloppement 

�������������

u�x� t� �
�

��c�t�
�

Z
u��y�dy�� �

��c�t�
�

Z
jx� yj�u��y�dy�

�r�x� t�

r�x� t� � C�x�

t�

������

Bien entendu dans le cas g�en�eral� le comportement asymptotique est donn�e par la somme des
deux r�esultats ������ et �������

Bilan sur la solution �el�ementaire

Nous avons vu que la solution �el�ementaire ne d�ependait que de jxj et �etait �a support dans
fjxj � ctg� D�autre part la singularit�e de la solution �el�ementaire augmente avec la dimension
de l�espace ce que nous pouvons illustrer graphiquement en repr�esentant jxj � G�x� t� �a t � �
�x�e

On notera que dans chaque cas le support singulier �lieu des singularit�es� de la solution
�el�ementaire est la �sph�ere� fjxj � ctg� En dimension � et �� le support de cette solution est
la �boule� fjxj � ctg alors qu�en dimension � support et support singulier co)$ncident� C�est
le principe de Huyghens�



�� L�EQUATION DES ONDES SCALAIRES

N = 3

N = 2

N = 1

| x |

| x |

x

G( x , t )

Figure ���  Solutions �el�ementaires



Chapitre �

Les �equations de Maxwell en r�egime

transitoire

��� Position du probl�eme de propagation dans tout l�espace

Nous nous pla�cons dans IR
� et nous nous donnons ��x� et ��x� �permittivit�e di�electrique et

perm�eabilit�e magn�etique� v�eri�ant 

�������������

� ��x�� ��x� mesurables

� � � �� � ��x� � �� � �� p�p� x 	 IR
�

� � � �� � ��x� � �� � �� p�p� x 	 IR
�

�����

Les inconnues du probl�eme sont 

���������
� le champ �electrique �E�x� t�

� le champ magn�etique �H�x� t�

Les donn�ees du probl�eme sont 

�������������

� le champ �electrique initial �E��x�

� le champ magn�etique initial �H��x�

� le courant source  �jS�x� t�

��



�� CHAPITRE �� LES �EQUATIONS DE MAXWELL EN R�EGIME TRANSITOIRE

Le probl�eme �a r�esoudre s��ecrira 

���������������������������

Trouver �E�x� t�  IR� � IR
�

�H�x� t�  IR� � IR
�

�
� �E

�t
� rot �H � ��jS x 	 IR

�� t � �

�
� �H

�t
� rot �E � � x 	 IR

�� t � �

�E�x� �� � �E��x� x 	 IR
�

� �E

�t
�x� �� � �E��x� x 	 IR

�

�����

��� Existence et unicit�e de solutions fortes pour �����

On introduit l�espace de Hilbert 

H � L��IR��� � L��IR��������

muni du produit scalaire 

�� �E� �H�� � �E�� �H ���H �

Z
IR

�
���x� �E�x�� �E ��x� � ��x� �H�x�� �H ��x��dx�����

o�u �u��v d�esigne le produit scalaire usuel de IR
��

On introduit par ailleurs l�espace 

D�A� � H �rot � IR���H �rot # IR�����
�

o�u H �rot # IR�� d�esigne l�espace de champ de vecteurs �����

H �rot # IR�� � f�u 	 L��IR���� rot �u 	 L��IR���g�����

qui est un espace de Hilbert muni de la norme 

k �u k�rot�

Z
	
�j�uj� � j rot �uj��dx

�Dans la d�e�nition ������ les d�eriv�ees sont bien entendu prises au sens des distributions��

Exercice �� D�emontrer que l�espace H �rot # IR��	 muni de la norme k � krot	 est un espace
de Hilbert�

Nous introduisons dans H l�op�erateur A non born�e� de domaine D�A�� d�e�ni par 


� �E� �H� 	 D�A� A� �E� �H� � ����� rot �H����� rot �E������



EXISTENCE ET UNICIT�E ��

Nous faisons l�hypoth�ese que 

�������������

�E� 	 H �rot # IR��

�H� 	 H �rot # IR��

�jS 	 C��IR�#L��IR���

�����

de telle sorte que ���������
� �E�� �H�� 	 D�A�

��
�jS
�
� �� 	 C��IR�#H�

�����

R�esoudre le probl�eme ����� �equivaut alors �a r�esoudre dans H l��equation d��evolution ���������
d

dt
� �E� �H� �A� �E� �H� � ��

�jS
�
� �� t � �

� �E� �H���� � � �E�� �H��

������

Nous pouvons �enoncer le 

Th�eor�eme �� Le probl�eme ����� �ou ������ admet une unique solution forte �

� �E� �H� 	 �C��IR�#L��IR���  C��IR�#H �rot # IR�����

pourvu que les hypoth�eses ����� et ����� soient satisfaites�

D�emonstration � Le lecteur se convaincra aisement que� pour pouvoir appliquer le th�eor�eme
de Hille Yosida il su�t de v�eri�er que pour � � � assez grand� l�op�erateur A��I est maximal
monotone� Or un rapide calcul montre que 

���������
��A� �I�� �E� �H�� � �E� �H��H �

Z
IR

�
�rot �E� �H � rot �H� �E�dx

�� k � �E� �H� k�H
La formule de Green montre que Z

IR
�
�rot �E� �H � rot �H� �E�dx � �������

Exercice �� �� D�emontrer que D�IR��� est dense dans H�rot # IR��

�� Montrer que la formule ������ est vraie pour tout couple � �E# �H� dans �D�IR������ En
d�eduire qu�elle est vraie pour tout � �E� �H� dans H�rot # IR����



�� CHAPITRE �� LES �EQUATIONS DE MAXWELL EN R�EGIME TRANSITOIRE

Par cons�equent nous avons 


� �E� �H� 	 D�A� ��A� �I�� �E� �H�� � �E� �H��H � � k � �E� �H� k�H������

Il s�ensuit que l�op�erateur A� �I est positif pour tout � � ��

Remarque �� On constate en fait que l�op�erateur A a la propri�et�e remarquable suivante �

�A� �E� �H�� � �E�� �H ���H � ��� �E� �H�� A� �E �� �H ���H������

pour tout �� �E� �H�� � �E�� �H ��� dans D�A��D�A�� On dit que l�op�erateur A est antiadjoint�

Il nous reste �a d�emontrer que A��I est surjectif� c�est �a dire de montrer que pour tout couple
� �F � �G� dans H � le probl�eme �����

����
Trouver � �E� �H� 	 D�A��D�A�	

A� �E� �H� � �� �E� �H� � � �F � �G�

������

a une solution�

Il s�agit donc de trouver � �E� �H� tel que �����
����
�rot �H � ���E � � �F �D��IR����

rot �E � �� �H � ��G �D��IR����

����
�

Eliminons �H entre ces deux �equations� nous obtenons au sens des distributions�����
����

rot ���� rot �E� � ��� �E � ���F � rot �G

�E 	 H�rot # IR��

������

probl�eme dont la formulation variationnelle s��ecrit 

�������������

Trouver �E 	 H�rot # IR��	 
 �E� 	 H�rot # IR��Z
��� rot �E�rot �E� dx� ��

Z
� �E� �E� dx �

� �

Z
� �F � �F � dx�

Z
�G�rot �F � dx

������

Le th�eor�eme de Lax	Milgram nous permet alors d�a�rmer que le probl�eme ������ admet pour
tout � � � une unique solution �E dans H�rot # ���

Exercice �� �� Montrer que les probl�emes ������ et ������ sont �equivalents�



EXISTENCE ET UNICIT�E ��

�� D�emontrer l�existence et l�unicit�e de la solution de ������ pour � � ��

Posons alors �H � � �

��
rot �E � �G 	 L��IR���� nous avons alors �����

����
�rot �H � ���E � � �F

rot �E � �� �H � ��G

�la premi�ere �equation se d�eduit de ������� la seconde n�est autre que la d�e�nition de H��
Pour conclure il su�t alors de remarquer que l��eagalit�e rot �H � ���E � � �F montre que
rot �H 	 L��IR�� et donc que le couple � �E� �H� appartient �a D�A��

Nous avons donc d�emontr�e que l�op�erateur A � �I �etait maximal monotone dans H pour
tout � � �� Le th�eor�eme est alors une cons�equence directe de l�apllication du th�eor�eme de
Hille	Yosida�

�

Avant de passer au paragraphe �� il est utile de mettre en exergue une propri�et�e remarquable
du syst�eme ����� 

Th�eor�eme �� Si les donn�ees initiales � �E�� �H�� du probl�eme v�eri�ant �

div �� �E�� � div �� �H�� � div ��jS� � �

alors pour tout t � � on a �

div �� �E� � div �� �H� � �

D�emonstration � Formellement le r�esultat est �evident� En e�et� en prenant la divergence de
chacune des �equations de ����� il vient� compte tenu de div � �rot� � �������

����
d

dt
�div �� �E�� � � div �jS � �

d

dt
�div �� �H�� � �

ce qui signi�e que les fonctions div �� �E� et div �� �H� sont ind�ependantes du temps * �ce qui
entraine a fortiori le r�esultat du th�eor�eme�� Il reste �a faire un raisonnement rigoureux les
quantit�es div �� �E� et div �� �H� ne sont a priori que des distributions de H���IR��� qui doivent
�etre trait�ees en tant que telles�

Soit  	 D�IR��� multiplions scalairement la premi�ere �equation de ����� par r et int�egrons
le r�esultat sur IR

�� ���������

Z
�
� �E

�t
�x� t��r�x�dx �

Z
rot �H�x� t��r�x�dx

�
Z
�jS�x� t��r�x�dx� �



�� CHAPITRE �� LES �EQUATIONS DE MAXWELL EN R�EGIME TRANSITOIRE

En utilisant la formule de Green� ou m�eme plus simplement en raisonnant au sens des distri	
butions nous avons �evidemment �rot �r� � � *� Z

rot �H�x� t��r�x�dx� �

De m�eme� comme div �jS � �� il vient Z
�jS�x� t��r�x�dx� �

En�n�  �etant independant du temps 

Z
�
� �E

�t
�x� t��r�x�dx�

Il s�ensuit que pour tout t � �

div �� �E� � div �� �E�� � �

On proc�ede de la m�eme fa�con pour div �� �H�
�

Remarque �� Si on se souvient que �B � ��H et D � � �E	 le r�esultat pr�ec�edent ne fait expri�
mer que div �D � div �B � �	 ce qui vient en fait  es �equations de Maxwell si on tient compte
de la loi de conservation de la charge�

��� Identit�e de l��energie � Continuit�e de la solution par rap�
port aux donn�ees � Solutions faibles

Nous nous pla�cons dans le cadre des hypoth�eses du th�eor�eme ��� Nous d�e�nissons l��energie
�electromagn�etique E�t� par 

E�t� �
�

�

Z
��j �E�x� t�j� � �j �H�x� t�j��dx������

qui est� compte tenu de la r�egularit�e de la solution forte � �E� �H�� une fonction de classe C� sur
IR

��

Th�eor�eme �� L��evolution de l��energie E�t� est r�egie par l�identit�e �

dE�t�

dt
�

Z
IR

�

�jS � �Edx � �������

D�emonstration � Nous avons  �����
����

�
� �E

�t
� rot �H � ��jS

�
� �H

�t
� rot �E � �



IDENTIT�E DE L�ENERHIE � SOLUTIONS FAIBLES ��

Nous multiplions la premi�ere �equations scalairement par E� la seconde par H � ajoutons
membre �a membre les deux �egalit�es obtenues et int�egrons le r�esultat sur IR

�� Nous obte	
nons alors� compte tenu de la formule de Green ������ 

Z
��
� �E

�t
� �E � �

� �H

�t
� �H�dx�

Z
�jS� �Edx � �

On conclut apr�es avoir remarqu�e que 

d

dt
E�t� �

Z
��
� �E

�t
� �E � �

� �H

�t
� �H�dx

�

Remarque �� On aurait pu obtenir l�identit�e de facon plus abstraite en remarquant que �

�
d

dt
� �E� �H�� � �E� �H��H � �A� �E� �H�� � �E� �H��H � �

Le fait que A soit antiadjoint entraine que �A� �E� �H�� � �E� �H��H � � et par ailleurs on a �

�
d

dt
� �E� �H�� � �E� �H��H �

�

�

d

dt
k � �E� �H� k�H

Pour conclure	 il su�t de remarquer que �

E�t� �
�

�
k � �E�t�� �H�t�� k�H

Remarque �� L�identit�e ������ montre qu�en l�absence de source ��jS � ��	 il y a conserva�
tion au cours du temps de l��energie �electromagn�etique E�t��

Th�eor�eme �� �Estimations a priori�

L��energie E d�e�nie par ����� v�eri�e �

E�t� � �E���
�
� �

�

�

Z t

�
k jS�t� k �

�
d
��

D�emonstration � Nous remarquons que ���������
j
Z
�jS� �Edxj � �

Z
j �jSj����dx�

�
� �

Z
�j �Ej�dx�

�
�

� �
Z
j �jSj����dx�E�t�

�
�

Si nous posons 

k �jS�t� k��
�
�
Z
j �jS�x� t�j���x���dx

nous avons 

d

dt
E�t� �k �jS�t� k �

�
E�t�

�
�



�� CHAPITRE �� LES �EQUATIONS DE MAXWELL EN R�EGIME TRANSITOIRE

le r�esultat annonc�e se d�eduit alors du lemme de Gronwall g�en�eralis�e �cf� chapitre � 	 il su�t
en fait d�int�egrer cette in�equation di��erentielle��

�

Corollaire � Pour tout T � �	 la solution � �E� �H� de ���� satisfait les estimations a priori �

k �E kL����T �L� � k �H kL����T �L�� C�k �E� k � k �H� k � k �jS kL����T �L��

o�u la constante C	 ind�ependante de T 	 ne d�epend que de ��� ��� ��et �� et o�u nous avons
pos�e �

k �E kL����T �L� � sup
��t�T

�
Z
j �E�x� t�j�dx�

�
�

k �jS kL����T �L� �

Z T

�
�

Z
j�jS�x� t�j�dx�

�
�dt

Exercice �� D�emontrer ce corollaire�

Le r�esultat du corollaire � est un r�esultat de continuit�e �ou encore de stabilit�e� de la solu	
tion � �E� �H� par rapport aux donn�ees � �E�� �H� et �jS�� Plus exactement il exprime le fait que
l�application qui �a 

� �E�� �H���jS� 	 H�rot # IR���H�rot # IR��� L���� T #L��IR����

associe 

� �E� �H� 	 fC���� T #L��IR�����  C���� T #H�rot # IR����g�

est continue si on munit l�espace de d�epart de la topologie de L��IR����L��IR����L���� T #L��IR����
c�est �a dire de la norme k �E� k � k �H� k � k �jS kL����T �L�� et si on munit l�espace d�arriv�ee

de la topologie de C���� T # IR��� c�est �a dire de la norme k �E kL����T �L� � k �H kL����T �L��
L�espace H�rot # IR�� � H # IR�� � C���� T #L��IR���� �etant dense dans L��IR��� � L��IR��� �
L���� T #L��IR����� on peut prolonger de fa�con unique cette application en une application
lin�eaire continue de L��IR����L��IR����L���� T #L��IR���� dans C��O� T #L��IR������ C�est ce
qui permet de d�e�nir les solutions faibles du syst�eme de Maxwell ������ en proc�edant comme
on l�a fait pour l��equation des ondes scalaires� Nous laissons le soin de cette construction au
lecteur� �a titre d�exercice 

Exercice �� �� D�e�nir pour des donn�ees � �E�� �H���jS� dans L��IR����L��IR����L���� T #L��IR����	
une notion de solution faible de ����� dans l�espace C���� T #L��IR�����

�� D�emontrer l�existence de la solution faible en regularisant les donn�ees du probl�eme�

�� D�emontrer l�unicit�e de la solution faible en utilisant une m�ethode de dualit�e�



���� CONTINUIT�E DE LA SOLUTION PAR RAPPORT AUXCOEFFICIENTS � ET � � R�ESULTATS DE R

�� D�emontrer que si les donn�ees � �E�� �H�� v�eri�ant div �� �E�� � div �� �H�� � � alors pour
tout t � � la solution faible v�eri�e div ��E� � div ��H� � �

Nous nous contenterons ici d��ecrire le r�esultat �nal �qui n�a en fait de sens qu�une fois qu�on
a d�e�ni correctement 	 �c�est l�objet de la question �� 	 la notion de solution faible *��

Th�eor�eme �� Sous l�hypoth�ese �

� �E�� �H���jS� 	 L��IR��� � L��IR��� � L���� T #L��IR����

le probl�eme ����� admet une unique solution faible � �E� �H� 	 C���� T #L��IR����� et l�applica�
tion � �E�� �H���jS� � � �E� �H� ainsi construite est lin�eaire et continue de L��IR��� � L��IR��� �
L���� T #L��IR���� dans C���� T #L��IR�����

��
 Continuit�e de la solution par rapport aux coe�cients � et
� � R�esultats de r�egularit�e

Dans cette section nous �etablissons l��equivalent pour les �equations de Maxwell des r�esultats de
la section du chapitre �� r�esultats valables pour l��equation des ondes� Nous nous contenterons
ici d��enoncer ces r�esultats� La d�emonstration du premier �r�esultat de continuit�e par rapport
aux donn�ees� est laiss�ee en exercice �c�est une suite pour l�exercice qui pr�ec�ede�� Celle du
second �r�egularit�e� est admise�

Consid�erons donc une suite de donn�ees ���� ��� �jS
�
� �E�

�

� �H�

�

� v�eri�ant lorsque � tend vers
� 

����������������������

� �E�

� � �E� dans �L���

� �H�

� � �H� dans �L���

� �jS
� � �jS dans L���� T #L���

� ���x� � ��x� p�p� x 	 IR
N

� ���x� � ��x� p�p� x 	 IR
N

������

avec en outre des bornes uniformes sur les coe�cients �� et �����������
� � � �� � ���x� � �� � �� p�p� x 	 IR

N � 
�

� � � �� � ���x� � �� � �� p�p� x 	 IR
N � 
�

������



�� CHAPITRE �� LES �EQUATIONS DE MAXWELL EN R�EGIME TRANSITOIRE

Th�eor�eme �
 On suppose que ������ et ������ ont lieu� Soit �E�� �H� la solution faible de

����� associ�ee aux donn�ees ���� ��� �jS
�
� �E�

�

� �H�

�

� et �E� �H celle associ�ee aux donn�ees limites
��� �� �jS� �E�� �H�� alors pour tout t � �	 on a	 lorsque � tend vers � �

�E���� t� � �E��� t� dans L��IR��� faible

�H���� t� � �H��� t� dans L��IR��� faible

Ce r�esultat� qui n�est pas optimal �on a seulement la convergence faible�� sera n�eanmoins
su�sant pour �etablir les r�esultats de propagation �a vitesse �nie �prochaine section��

Enon�cons maintenant sans preuve un r�esultat de r�egularit�e 

Th�eor�eme �� Si les donn�ees ��� �� �jS� �E�� �H�� du probl�eme ����� satisfont �

���������
��������

��� �� 	 C��IRN��

� �E�� �H�� 	 D�IRN ��

�jS 	 C��IRN � IR
���� �jS��� t� supp� compact

alors l�unique solution u du probl�eme ����� satisfait �

� �E� �H� 	 C��IRN � IR
���

��� Propagation �a vitesse �nie

Nous nous int�eressons ici au seul probl�eme de Cauchy ��jS � ��� Nous d�e�nissons maintenant
la vitesse de propagation locale c�x� par 

c�x�� � ��x�����x���������

Il est �evident� compte tenu des propri�et�es des fonctions � et �� que la vitesse c�x� est stricte	
ment positives� Pour la suite nous introduisons 

c� � sup
x�IR

�

c�x�������

Th�eor�eme �	 On suppose que l�ensemble �

K � supp �E� � supp �H�

est compact	 alors pour tout t � �	 la solution �E��� t��H��� t�� est �a support compact en espace
et plus pr�ecis�ement �

supp �E��� t�� supp �H��� t� � K �B��� c�t�������

o�u B��� c�t� est la boule de IR
� �ferm�ee� de centre � et de rayon c�t�
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D�emonstration � Nous allons dans un premier temps supposer que les donn�ees du probl�eme
sont tr�es r�eguli�eres 

��� �� 	 C��IR��� � �E�� �H�� 	 C�� �IR��

auquel cas la solution � �E� �H� est elle m�eme de classe C� en espace et en temps�

Nous allons� comme pour l��equation des ondes scalaires� donner une d�emonstration du r�e	
sultat par techniques �energ�etiques�

Etape � � Obtention d�une identit�e d��energie� Soit n un vecteur unitaire de IR
�� nous

introduisons� comme dans le cas de l��equation des ondes scalaire� les domaines mobiles 

�t
n � fx 	 IR

�	x�n � R� V tg

�t
n � ��t

n � fx 	 IR
�	x�n � R� V tg

R et V restant �a d�eterminer �V � ��� Nous introduisons l��energie �electromagn�etique
contenue dans le demi espace mobile �t

n �a l�instant t 

E� �E� �H��t
n� t� �

�

�

Z
	t
n

��j �E�x� t�j� � �j �H�x� t�j�� dx����
�

Il s�agit d�une fonction r�eguli�ere du temps dont la d�eriv�ee est donn�ee par �pour les d�e	
tails des calculs le lecteur peut se reporter �a la partie I sur l��equation des ondes scalaire������������

d

dt
fE� �E� �H��t

n� t�g �

Z
	t
n

��
� �H

�t
�E � �

� �H

�t
� �H� dx

�V
�

Z
�tn

��j �Ej� � �j �H j�� d

������

�nous d�esignons par d
 la mesure super�cielle sur �t
n��

Par ailleurs� nous tirons de l��equation ����� 

�
� �E

�t
� �E � �

� �H

�t
� �H � � �rot �E� �H � rot �H� �E�

Par cons�equent 

Z
	t
n

��
� �E

�t
� �E � �

� �H

�t
� �H� dx �

Z
	t
n

�rot �E� �H � rot �H� �E� dx������

Or nous avons la formule de Green �compte tenu du fait que n est la normale unitaire
�a �t

n qui est rentrante par rapport �a �t
n�

���������

��u��v� 	 H�rot # IR��  C��IR���Z

	t
n

�rot �u��v � rot �v��u�dx �
Z

�tn

��u� �n���v d


������
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Exercice �
 D�emontrer la formule de Green ������� On admettre que D�IR��� est dense
dans H�rot # IR��  C��IR���

En joignant ������� ������ et ������ on obtient 

d

dt
fE� �E� �H��t

n� t�g�
�

�
fV ��j �Ej� � �j �Hj��� �� �E � �n�� �Hg d
 � �������

Etape � � Choix de la valeur de V � De l�in�egalit�e j� �E � �n�� �Hj � j �Ejj �Hj� nous d�eduisons
que 

���������
V ��j �Ej� � �j �Hj� � �� �E � �n�� �H �

� �V j �Ej� � �V j �Hj� � �j �Ej�j �Hj

Le membre de droite de cette in�egalit�e est une forme quadratique dont le discriminant

est donn�e par ����V �� soit encore �� V �

c�
� Si nous choisissons V � c�� il est clair que ce

discriminant est en tout point n�egatif ou nul et que par cons�equent la forme quadratique
en question est positive �elle garde un signe constant� il su�t donc de regarder son signe
pour j �Ej � � par exemple�� En reportant ce r�esultat dans ������ on obtient 

d

dt
fE� �E� �H��t

n� t�g � �

donc en particulier 

E� �E� �H��t
n� t� � E�� �E�� �H���

�
n� ��������

Etape � � D�emonstration du r�esultat pour K � B��� R�� Si K � B��� R�� il est facile
de voir que E�� �E�� �H���

�
n� �� est nul puisque supp �E�� supp �H�  ��

n � �� Par cons�e	
quent de ������ nous tirons 


t � �
Z

	t
n

��j �E�x� t�j� � �j �H�x� t�j��dx � �������

ce qui entraine �E�x� t� � �H�x� t� � ��� 
x 	 �t
n et donc que supp �E��� t�� supp �H��� t� �

�
IR

��t
n� Ceci �etant vrai pour tout vecteur unitaire n il s�ensuit que 

supp E��� t�� supp H��� t� � 
jnj��

�
IR

��t
n

d�o�u le r�esultat puisque B��� R� �B��� c�t� � B��� R� c�t�

Etape � � Extension au cas o�u K est un compact quelconque de IR
�� Le r�esultat pr�e	

ce�dent est �evidemment vrai si on remplace B��� R� par n�importe qu�elle boule ferm�ee
de IR

�� En vertu du principe de superposition� il s��etend �a n�importe qu�elle r�eunion de
boules ferm�ees de IR

�� Maintenant si K est un compact quelconque on peut le recouvrir�
quelque soit � � �� par un ouvert O
 qui soit r�eunion �nie de boules ouvertes de rayon
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�� De ce qui pr�ec�ede nous d�eduisons que 

supp E��� t�� supp H��� t�� O
 � B��� c�t�

Etape 
 � Extension du r�esultat au cas de donn�ees non n�ecessairement r�eguli�eres

Nous commen�cons par r�egulariser la vitesse c�x� en posant 

c � �� � c
o�u �� est une suite r�egularisante d�e�nie par 

�����
����

� �
�

��
��
x

�
� � � �

� 	 D�IR��� � � ��

Z
�dx � �

Nous savons alors �r�esultat classique� que 

�����
����

c��x� � c�

c��x� � c�x� p�p�

Nous posons ensuite 

�����
����

�� � � � �

�� �
�

�c�

de telle sorte que

�� � � p�p�

�� � � p�p�

les fonctions �� et �� restant �coinc�ees� entre deux constantes strictement positives
ind�ependantes de ��

Nous r�egularisons de m�eme les donn�ees initiales et consid�erons 

���������
� �E�

��
�H�
�� 	 C�� �K�	

� �E�
��
�H�
�� � � �E�� �H�� dans L��IR�� �� � ��

Soit alors � �E�� �H�� la solution r�eguli�ere associ�ee aux donn�ees ���� ��� �E�
��
�H�
��� En vertu de ce

qui pr�ec�ede� nous avons 

supE���� t�� supp H���� t� � K � B��� c�t�
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Mais� le th�eor�eme 
 nous dit que E���� t� et H���� t� convergent faiblement vers E��� t� et
H��� t�� Le r�esultat �nal est alors imm�ediat� En e�et pour toutechamp de vecteurs �� de carr�e
int�egrable et �a support dans le compl�ementaire de l�ensemble K�B��� c�t�� on a �evidemment Z

�E���� t�� �� dx � �

En passant �a la limite quand � tend vers �� on obtient Z
�E��� t�� �� dx � �

ce qui montre que le champ �electrique �E est �a l�instant t �a support dans K � B��� c�t�� On
fait de m�eme avec le champ magn�etique�

�



Annexe A

Le th�eor�eme de Hille Yosida

Soit �A�D�A�� un op�erateur non born�e dans un espace de Hilbert H � par d�e�nition 

A maximal monotone ��

�����
����

�Au� u� � � 
u 	 D�A�

A� I est surjectif de D�A� � H

Nous allons dans ce paragraphe nous int�eresser �a l��equation d��evolution dans H 

�����
����

du

dt
� Au � f ������

u��� � u� ������

�A���

o�u u� 	 D�A� et f 	 C��IR�#H� sont les donn�ees du probl�eme� Par d�e�nition on appelle
solution forte ou solution classique de �A���� toute fonction u poss�edant la r�egularit�e 

u 	 C��IR�#H� C��IR�#D�A���A���

v�eri�ant �A��� au sens classique c�est �a dire que l��egalit�e �A���� a lieu pour tout t � �� en tant
qu��egalit�e entre �el�ements de l�espace H �

Remarque �� L�assertion �A��� signi�e que les fonctions t � du

dt
�t� et t � Au�t� sont

continues de IR
� a valeurs dans H	 ce qui donne un sens �a notre d�e�nition�

Nous allons dans un premier temps nous int�eresser �a l��equation homog�ene �f � ��� Pour
pouvoir �enoncer et d�emontrer un r�esultat d�existence et unicit�e� il nous faut d�abord donner
quelques propri�et�es des op�erateurs maximaux monotones et introduire la notion de r�egularis�e
de Yosida de l�op�erateur A�

Il est utile tout d�abord de rappeler la notion d�op�erateur ferm�e 

�
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D�e�nition � Un op�erateur A de domaine D�A� est ferm�e si et seulement si son graphe est
ferm�e c�est �a dire si et seulement si �

un 	 D�A�

un � u dans H

Aun � v dans H

���������
��������

��

�����
����

u 	 D�A�

v � Au

Remarque �� Il est usuel de munir D�A� d�une structure d�espace vectoriel norm�e �a l�aide
de la norme du graphe �

k u kD�A�k u k � k Au k
Dire qu�un op�erateur est ferm�e �equivaut �a dire que son domaine D�A�	 muni de la norme du
graphe	 est un espace de Banach�

Lemme � Si A est un op�erateur maximal monotone dans H	 alors �

�i� A� I est un isomorphisme de D�A� dans H
�ii� A est ferm�e
�iii� D�A� est dense�

D�emonstration �

�i� u 	 Ker�A� I� �� Au � u � � �� �Au� u�� k u k�� � �� u � �� �A � I�
est donc injectif� et par suite bijectif�

�ii� Soit un 	 D�A� telle que  �����
����

un � u

Aun � v

Par surjectivit�e de A� I � il existe z �unique� dans D�A� tel que v � u � Az � z�
Nous allons montrer que u � z ce qui montrera que u 	 D�A� et Au � v� Dans ce
qui suit nous posons vn � Aun or 

k un � z k� � �A�un � z�� �un� z��� k un � z k�

� �Aun � un� un � z�� �Az � z� un � z�

� �vn � un � �Az � z�# un � z�

�k un � z k �k vn � v k � k un � u k�



��

On en d�eduit que un � z et donc que z � u

�iii� Soit u 	 D�A��� Il existe z 	 D�A� tel que u � Az � z� Alors �u� z� �
� � �Az� z�� k z k��k z k�� Il s�ensuit que z � � et donc que u � ��

�

Lemme 
 Si A est un op�erateur maximal monotone alors pour tout � � �� I � �A est un
isomorphisme de D�A� dans H�

D�emonstration � Nous allons d�emontrer tout d�abord que si I � ��A est un isomorphisme

de D�A� dans H � alors il en est de m�eme pour I � �A� et ce pour tout � �
��
�
� ��

En e�et� comme il est imm�ediat de v�eri�er que pour tout � � �� I � �A est injectif� il su�t
de montrer que I � �A est surjectif c�est �a dire que� pour tout f dans H � l��equation 

�Au� u � f�A���

admet une solution u dans D�A�� Pour d�emontrer cela� nous allons r�e�ecrire di��eremment
l��equation �A����

�A��� �� Au�
�

�
u �

�

�
f

�� Au�
�

��
u �

�

�
f �

	
�

��
� �

�



u

�� �I � ��A�u �
��
�
f �

	
�� ��

�



u

�� u � �I � ��A���
� 	

�� ��
�



u�

��
�
f



Nous allons appliquer le th�eor�eme du point �xe �a l�application 

F �u� �

	
�� ��

�



�I � ��A���u�

��
�

�I � ��A���f

k F �u�� F �v� k�k �I � ��A����u� v� k j �� ��
�
j

Or k �I � ��A��� k� �� En e�et u � �I � ��A���f entraine u � ��Au � f � ce qui implique
���Au� u�� k u k�� �f� u�� d�o�u nous d�eduisons k u k�k f k �

Par suite� F est contractante d�es que 

j �� ��
�
j � �

ce qui �equivaut �a �� ��
�
� �� c�est �a dire � �

��
�

�

Pour conclure� nous notons que le fait que A � I soit un isomorphisme entraine que I � �A
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est un isomorphisme pour tout � � �

�
�puisque vrai pour � �

�

�
��

Supposons avoir montr�e que �I��A� est un isomorphisme pour tout � � �
�

�
�n� il s�ensuit que

�I ��A� est un isomorphisme pour tout � �
�

�
�
�

�
�n donc en particulier pour � � �

�

�
�n��� Par

r�ecurrence nous avons donc montr�e que �I � �A� �etait un isomorphisme pour tout � � ��
�

Le lemme pr�ec�edent nous permet d�introduire une famille d�op�erateurs born�es dans H � qui
envoient H dans D�A� 

J � �I � �A��� 	 L�H #D�A��� L�H�

J est en fait une approximation �r�egularisante� de l�identit�e u sens du lemme suivant 

Lemme �

�i� 
� � � k J k� �

�ii� 
u 	 D�A� k Ju� u k� � k Au k

�iii� 
u 	 H lim
��

Ju � u

D�emonstration � Le point �i� a d�ej�a �et�e d�emontr�e au passage dans la d�emonstration du
lemme �� Par ailleurs 

Ju� u � �I � �A���u� u

Si u 	 D�A�� nous avons u � �I � �A����I � �A�u� donc 

Ju� u � �JAu

Par suite k Ju� u k� � k JAu k� � k Au k� soit �ii��

Pour �iii�� �etant donn�e u dans H � par densit�e de D�A� nous pouvons trouver u
 dans D�A�

tel que k u� u
 k� �

�
� ce qui pour tout � � �� Or� de l�identit�e 

Ju� u � Ju� Ju
 � Ju
 � u
 � u
 � u

nous tirons l�in�egalit�e 

k Ju� u k � � k u� u
 k � k Ju
 � u
 k

� �

�
� � k Au
 k

Il s�ensuit que 

� �
�

� k Au
 k ��k Ju� u k� �



�	

�

Nous allons construire �a l�aide de J des approximations �born�ees� de l�op�erateur A� Le prin	
cipe est le m�eme que celui qui consiste �a approcher la fonction f�x� � x de IR

�
� dans IR

�
� �

fonction non born�ee� par la suite de fonctions f�x� �
x

� � �x
� born�ees �jfj � �

�
pour tout

x�� On notera que la convergence de f vers f est ponctuelle mais pas uniforme sur IR
�
� � De

fa�con plus pr�ecise nous consid�erons l�op�erateur 

A � AJ � A�I � �A���

Notons que comme �I � �A��� 	 L�H�D�A�� et A 	 L�D�A�� H� on a bien 


� � � A 	 L�H�

Les propri�et�es essentielles de A sont r�esum�ees par le 

Lemme 	

�i� A 	 L�H� et k A k� �

�
� 
� 	 IR

�
�

�ii� 
u 	 D�A� Au � J�Au�

�iii� 
u 	 D�A� lim
��

Au � Au

�iv� 
u 	 H� �Au� u� � �

D�emonstration � �i� Notons que si v � Au� nous avons la d�ecomposition �����
����

v � Az z 	 D�A�

z � �Az � u

De la deuxi�eme �egalit�e nous tirons 

� k Az k� ��Az� z� � �Az� u�

D�o�u

k v k�k Az k� �

�
k u k

�ii� Il s�agit en quelque sorte de montrer que J est A commutent� Or si v � Au� nous avons
v � Az avec z��Az � u� Cette derni�ere �egalit�e montre que si u 	 D�A� alors Az 	 D�A� et�
de plus� Az��A�z � Au� Comme Az� �A�z � �I ��A�Az � �I ��A�v� Nous en d�eduisons
�I � �A�v � Au� c�est �a dire v � JAu �ce que nous voulions d�emontrer�

�iii� Si u 	 D�A� nous avons d�apr�es ce qui pr�ec�ede 

Au� Au � J�Au��Au
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Du lemme �� nous tirons donc que Au converge vers Au lorsque � tend vers ��

�iv� Nous avons� si v � Au� v � Az et z � �v � u� Nous avons donc �u� v� � �Au� u� �
�z� v� � � k v k�� �Az� z� � � k v k�� Donc �Au� u� � �� pour tout u dans H �

�

Nous sommes maintenant en mesure de d�emontrer le th�eor�eme d�existence et unicit�e re	
latif �a l��equation sans second membre�

Th�eor�eme �� Soit A un op�erateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H� Alors
pour tout u� dans D�A� l��equation di��erentielle �

�����
����

du

dt
� Au � � t � �

u��� � u�

�A���

admet une solution �classique� unique �

u 	 C��IR�#H� C���IR�#D�A��

De plus on a l�estimation a priori �

k u�t� k�k u� k 
t � �

D�emonstration � �i� Unicit�e de la solution 	 Estimation a priori

Soit u une solution� En multipliant l��equation par u nous obtenons
�

�

d

dt
�k u�t� k ���Au�t�� u�t�� �

� ce qui �etablit que la fonction t�k u�t� k est d�ecroissante�

Nous en d�eduisons en particulier �ceci est valable pour tout u� 	 D�A�� 

k u�t� k�k u� k
En particulier lorsque u� � �� u � �� Compte tenu de la lin�earit�e de l��equation� ce r�esultat
d�emontre l�unicit�e de la solution�

�ii� Existence de la solution

La preuve est assez longue� Avant d�entrer dans les d�etails� indiquons en le principe et le
plan 

Etape �  On �approche� l��equation par l��equation r�egularis�ee �� � �� 

�����
����

du
dt

�Au � �� t � �

u��� � u�

�A�
�



��

L�id�ee est ensuite de montrer que u converge� en un sens �a pr�eciser� vers une solution
u de �A��� lorsque �� ��

Etape �  On d�emontre que la suite u�t� reste born�ee pour tout t � �� uniform�ement par

rapport �a t� puis qu�il en est de m�eme pour
du
dt

�t�� si la donn�ee initiale appartient �a

l�espace D�A���

Etape �  On d�emontre� toujours lorsque u� 	 D�A�� que pour tout T � �� la suite u est
une suite de Cauchy dans C���� T #H�C���� T #D�A��� Ceci permet d��etablir le r�esultat
d�existence pour u� 	 D�A�� par passage �a la limite�

Etape �  On �etend le r�esultat d�existence �a u� 	 D�A� apr�es avoir d�emontr�e que l�espace
D�A�� est dense dans D�A��

Nous donnons maintenant le d�etail de chacune de ces �etapes 

Etape �  L�op�erateur A �etant born�e� le th�eor�eme de Cauchy	Lipschitz nous permet d�af	
�rmer que l��equation approch�ee �A�
� admet bien une solution unique u dans l�espace
C��IR�#H�� Tout ceci est vrai d�es que u� 	 H et il est ais�e de d�emontrer que u poss�ede
en fait la r�egularit�e 

u 	 C��IR�#H�

Etape �  Estimations a priori �I�

Nous supposons d�abord que u� 	 H � Nous avons 

	
du
dt

� u



� �A u� u� � �

�� �

�

d

dt
k u k� ��A u� u� � �

Il s�ensuit� l�op�erateur A �etant positif� que 


t � � k u�t� k�k u� k

Soit maintenant v �
du
dt

� Comme
dv
dt

� Av � � et v��� � v� � �Au�� le raison	

nement pr�ec�edent appliqu�e �a v nous donne 

k du
dt

�t� k�k Au� k
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Par cons�equent� d�es que u� 	 D�A� 

���������

t � � k du

dt
�t� k �k Au� k


t � � k A u �t� k �k Au� k
�A���

Etape �  Estimations a priori �II�

Le but va �etre d�estimer u � u�� Nous avons 

d

dt
�u � u�� � Au �A�u� � �

Nous en d�eduisons 

�

�

d

dt
k u � u� k� ��Au � A�u�� u � u�� � �

Nous allons montrer que le terme �Au � A�u�� u � u�� est la somme d�un terme
positif et d�un terme qui tend vers � lorsque � et � tendent vers �� En e�et 

�Au � A�u�� u � u�� � �A�Ju � J�u��� u � u��

On obtiendrait un terme positif� compte tenu de la positivit�e de A� si� dans le terme de
droite du produit scalaire ci	dessus� on rempla�cait u � u� par Ju � J�u��
Nous �ecrivons alors que 

�����
����

u � Ju � �u � Ju� � Ju � �Au

u� � J�u� � �u� � J�u�� � J�u� � �A�u�

Pour obtenir 

���������
�Au � A�u�� u � u�� � �A�Ju � J�u��� Ju � J�u��

��Au � A�u�� �Au � �A�u��

Par cons�equent il vient 

�

�

d

dt
�k u � u� k�� � j�Au �A�u�� �Au � �A�u��j

En utilisant l�estimation uniforme �A��� de l��etape �� il vient 

�

�

d

dt
�k u � u� k�� � ���� �� k Au� k�

Soit encore� pour tout t � � 

k �u � u���t� k�� ���� ��t k Au� k�



��

Lorsque maintenant u� 	 D�A��� nous pouvons appliquer le m�eme raisonnement �a

v �
du
dt

pour obtenir l�estimation 

���������
k
	

du
dt

� du�
dt



�t� k� � ���� �� k A�u� k� t

k ��Au �A�u���t� k� � ���� �� k A�u� k� t

Etape �  Passage �a la limite

Nous supposons que u� 	 D�A��� Dans ce cas pour tout t � � les suites u�t� et
du
dt

�t�

sont des suites de Cauchy� Il existe donc �u�t�� v�t�� 	 H �H tel que 

���������
u�t� � u�t� quand �� �

du
dt

�t� � v�t� quand �� �

Par ailleurs on d�eduit des estimations de l��etape � que la convergence de ces suites de

fonctions est uniforme sur tout intervalle ��� T  � Les fonctions t � u�t� et t � du
dt

�t�

�etant continues il s�ensuit qu�il en est de m�eme des fonctions u�t� et v�t�� De plus u est

d�erivable et v �
du

dt
ce qui montre que u 	 C��IR�#H�� De m�eme� toujours de l��etape �

nous d�eduisons que la suite Au�t� est convergente �vers �du
dt

�t��� Or nous avons 

Au�t� � A�Ju�t� 

Et par ailleurs nous avons 

Ju�t� � Ju�t� � J�u� u��t�

D�o�u nous tirons 

k Ju�t�� u�t� k�k Ju�t�� u�t� k � k �u � u��t� k
ce qui d�emontre �cf lemme �� que 

lim
��

�Ju��t� � u�t�

Ceci joint �a 

lim
��

A�Ju��t� � �du
dt

�t�

et au fait que l�op�erateur A est ferm�e� �etablit que u�t� 	 D�A� et que
du

dt
�t��Au�t� � ��

On en d�eduit alors que u 	 C��IR�#D�A�� et que u est solution de �A���� Ceci d�emontre
le r�esultat d�existence lorsque u� 	 D�A��� De plus la solution u�t� v�eri�e les estimations
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a priori 

�������������

k u�t� k�k u� k 
t � �

k du
dt

�t� k�k Au� k 
t � �

k Au�t� k�k Au� k 
t � �

�A���

La premi�ere estimation a d�ej�a �et�e obtenue au point �i�� La seconde s�obtient par passage
�a la limite� quand �� �� dans l�estimation �A��� de l��etape � et la troisi�eme d�ecoule de
l��equation satisfaite par u�

Pour conclure� nous aurons besoin du 

Lemme � D�A�� est dense dans D�A� �muni de la norme du graphe��

D�emonstration � Soit u � Ju nous allons montrer que si u 	 D�A�� u 	 D�A�� et u � u

dans D�A� lorsque � � �� Nous savons d�ej�a que u � u dans H en vertu du lemme �� De
plus� Au � AJu � Au � J�Au� �cf Lemme � �ii��� Comme J envoie H dans D�A� il
s�ensuit que Au 	 D�A� c�est �a dire� u 	 D�A��� La convergence de Au vers Au r�esulte de
l��egalit�e Au � Au et du point �iii� du lemme ��

�

Soit alors u� 	 D�A�� par densit�e nous pouvons construire un� 	 D�A�� tel que 

un� � u�

Aun� � Au�

Soit un�t� la solution forte de �A��� associ�ee �a la donn�ee un� � nous avons les estimations �cf
�A���� 

�������������

k up�t�� uq�t� k �k up� � uq� k

k du
p

dt
�t�� duq

dt
�t� k �k Aup� � Auq� k

k Aup�t��Auq�t� k �k Aup� � Auq� k

Par suite les suites un�
dun

dt
� et Aun convergent� uniform�ement en temps vers u�

du

dt
et Au �pour

ce dernier point nous utilisons le caract�ere ferm�e de l�op�erateur A�� L��egalit�e
du

dt
� Au � �

s�obtient par passage �a la limite dans
dun

dt
�Aun � � et u��� � u� �a partir de un��� � un� �

�

Il s�agit maintenant d�obtenir un th�eor�eme pour l��equation avec second membre� Dans ce
but� il va �etre utile d�introduire la notion de semi	groupe� Consid�erons pour cela l�application



��

qui a u� 	 D�A� fait correspondre u�t� 	 D�A� o�u u est l�unique solution forte de ��� �t �etant
�x�e�� Cet op�erateur est lin�eaire de D�A� dans lui m�eme et sera not�e S�t��

L�estimation du th�eor�eme � montre que 


u� 	 D�A� k S�t�u� k� u� k�A���

Par densit�e de D�A� dans H � S�t� se prolonge de mani�ere unique en un op�erateur lin�eaire
continu de H dans lui m�eme v�eri�ant 

k S�t�u� k�k u� k�A���

Bien entendu S��� � I � On a ainsi construit une famille d�op�erateurs fS�t�� t � �g ayant les
propri�et�es suivantes 

�������������

�i� S��� � I S�t� s� � S�t�S�s�

�ii� k S�t� k� �

�iii� 
u� 	 H lim
t	�
jS�t�u�� u�j � �

�A����

On dit que la famille fS�t�� t � �g est semi groupe �propri�et�e �i��� continu �propri�et�e �iii���
de contractions �propri�et�es �ii��� La propri�et�e �ii� venant d��etre �etablie� seules les propri�et�es
�i� et �iii� appellent un commentaire� Pour �i�� si u� 	 D�A� et u est la solution de ��� nous
avons u�s� � S�s�u� et S�t�S�s�u� � v�t� o�u v�t� est l�unique solution forte de �����

����
dv

dt
� Av � � t � �

v��� � S�s�u� � u�s�

Soit alors %u��� la fonction d�e�nie par �����
����

%u��� � u��� si � � � � s

%u��� � v�� � t� si � � s

C�est un exercice facile de v�eri�er que %u��� 	 C��IR#H� C��IR#D�A�� et que l�on a �����
����

d%u

dt
�A%u � �

%u��� � u�

En vertu du r�esultat d�unicit�e on a %u � u� Par suite 

u�t � s� � S�t� s�u� � v�t� � S�t�S�s�u�

L��egalit�e S�t � s�u� � S�t�S�s�u� a lieu pour tout u� dans D �A�� On en d�eduit l��egalit�e
S�t � s� � S�t�S�s� dans L�H� en utilisant la densit�e de D�A� dans H � Pour la propri�et�e
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�iii� nous remarquons que si u� appartient �a D�A� nous avons S�t�u� � u� � u�t� � u�� La
propri�et�e annonc�e r�esulte alors du fait que u 	 C��R�#H�� Dans le cas g�en�eral� par densit�e
de D�A� dans H � pour tout � � �� on peut trouver� �etant donn�e u� dans H � un �el�ement u
�
de D�A� tel que 

k u� � u
� k�
�

�

Par suite 

S�t�u� � u� � S�t��u� � u
�� � S�t�u
� � u
� � u
� � U�

Par cons�equent� S�t� �etant contractante

k S�t�u� � u� k �k S�t�u
� � u
� k �� k u� � u
� k

�k S�t�u
� � u
� k �
�

�

u
� �etant �x�e� on sait que lim
t��

k S�t�u
� � u
� k�
�

�

�t
 � � 	 
t � t
 k S�t�u
� � u
� k�
�

�

On conclut alors ais�ement�

Une cons�equence imm�ediate des propri�etes ���� sont les propri�etes de continuit�e du semi	
groupe� propri�etes que nous utiliserons dans la suite 

���������
�i� 
t � �� 
u� 	 H lim

h��
S�t� h�u� � S�t�u�

�ii� 
t � �� 
u� 	 H lim
h��

S�t� h�u� � S�t�u�

�A����

Pour obtenir �i� il su�t de remarquer que S�t � h�u� est �egal �a S�h��S�t�u� et d�appliquer
la propri�et�e �iii� de ���� en rempla�cant u� par S�t�u�� Pour �ii� il su�t d��ecrire S�t� h�u� �
S�t�u� � S�t � h��u� � S�h�u��� Pour en d�eduire k S�t � h�u� � S�t�u� k�k S�h�u� � u� k�
On conclut �a nouveau �a l�aide de ���� �iii��

Remarque �� Dans la suite	 nous supposons le lecteur familiaris�e avec la notion d�int�egrale
�a valeurs vectorielles	 ou simplement �a valeurs dans un espace de Hilbert�

Une propri�et�e fondamentale du semi	groupe S�t� est qu�il permet une caracterisation com	
pl�ete de l�op�erateur A� C�est l�objet du 

Lemme �

�i� D�A� � fu� 	 H	lim
h��

u� � S�h�u�
h

existe dans Hg

�ii� 
u� 	 D�A� Au� � lim
h��

u� � S�h�u�
h



��

D�emonstration � Elle passe �a nouveau par l�utilisation des op�erateurs r�egularis�es de Yosida
A et plus pr�ecisement des semi	groupes associ�es

S�t� � exp��tA�

Etape � Montrons que pour tout u� 	 H 

�

h

Z h

�
S�t�u�dt 	 D�A�

et que l�on a la formule 

A�
�

h

Z h

�
S�t�u�dt �

u� � S�h�u�
h

En e�et soit u�t� � S�t�u� � U � � est la solution de 

�����
����

du
dt

� Au � �

u��� � u�

Apr�es int�egration entre � et h nous obtenons 

u�h�� u�
h

�
�

h

Z h

�
Au���d� � �

ce que nous pouvons encore �ecrire� l�op�erateur A �etant born�e 

A�
�

h

Z h

�
S�t�u�dt �

u� � S�h�u�
h

ce que nous pouvons �ecrire en posant 

z �
�

h

Z h

�
S�t�u�dt�A����

A�Jz �
u� � S�h�u�

h
�A����

Il s�agit maintenant de passer �a la limite quand � � �� Nous savons d�ej�a �cf d�emons	
tration du th�eor�eme �� que 


u� 	 H lim
��

S�t�u� � S�t�u��A����

En e�et le r�esultat a d�ej�a �et�e �etabli au cours de la d�emonstration du th�eor�eme � pour
u� 	 D�A�� �cf �etape ��� Pour conclure il su�t d�utiliser la densit�e de D�A�� dans H
et le fait que S�t� et S�t� sont des contractions� Nous laissons les d�etails au lecteur �a
titre d�exercice� A partir de �A���� nous d�eduisons que 

lim
��

u� � S�h�u�
h

�
u� � S�h�u�

h
�A��
�
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D�autre part� le th�eor�eme de convergence domin�ee de Lebesgue �notons en e�et que
k S�t�u� k�k u� k� nous permet d�a�rmer que 

lim
��

z �
�

h

Z h

�
S�t�u�dt � z �d�e�nition��A����

Alors en remarquant que

Jz � z � J�z � z� � Jz � z

il vient� J �etant contractante

k Jz � z k�k z � z k � k Jz � z k
Alors en utilisant �A���� et la propri�et�e �ii� du lemme �� il vient 

lim
��

Jz � z�A����

En joignant �A��
� et �A���� �a �A����� nous observons que 

�����
����

Jz � z

A�Jz� � u� � S�h�u�
h

Le fait que A soit ferm�e entraine alors que z appartient �a D�A� et que 

Az �
u� � S�h�u�

h

ce qui est le r�esultat annonc�e�

Etape � � Fin de la preuve Posons vh �
�

h

Z h

�
S�t�u�dt� Par le th�eor�eme de la moyenne

nous avons 

vh � S��h�u� avec � 	 �� ���

Il s�ensuit que 

lim
��

vh � u�

Posons maintenant 

V � fu� 	 H 	 lim
h��

u� � S�h�u�
h

existe dans Hg
Pour tout u� dans V nous avons 

�����
����

vh converge vers u� dans H

Avh converge dans H



�	

�en e�et� d�apr�es l��etape �� Avh �
u� � S�h�u�

h
qui converge par d�e�nition de V �� A

�etant ferm�e il s�ensuit que 

V � D�A� et 
u� 	 V Au� � lim
h��

u� � S�h�u�
h

R�eciproquement si u� 	 D�A� alors u�t� � S�t�u� est la solution forte de�����
����

du

dt
�t� � Au�t� � �

u��� � u�

�A����

Donc 

u� � S�h�u�
h

�
u���� u�h�

h

Comme u 	 C��R�#H��
u� � u�h�

h
converge vers �du

dt
��� qui n�est autre que Au� en

vertu de �A����� Nous avons donc montr�e que D�A� � V et que

lim
h��

u� � S�h�u�
h

� Au� 
u� 	 D�A�

�

Remarque �
 Nous avons utilis�e le fait que si B est un op�erateur born�e de H dans lui m�eme
et si v�t� 	 L���� T #H� alors Bv 	 L���� T #H� et �

Z t

�
Bv�t�dt � B�

Z t

�
v�t�dt�

On dit que l�op�erateur A est le g�en�erateur in�nit�esimal du semi	groupe de contractions S�t��
En quelque sorte� le lemme pr�ec�edent �etablit une sorte d��equivalence entre op�erateurs maxi	
maux monotones et semi	groupes de contractions� On peut en fait d�emontrer qu�a tout semi	
groupe S�t� de contractions on peut� par le biais des points �i� et �ii� du lemme� associer un
op�erateur maximal monotone�

Avant de passer �a la d�emonstration du th�eor�eme d�existence pour l��equation non homog�ene�
�enon�cons un lemme qui nous sera utile par la suite�

Lemme �� S�t� et A commutent sur D�A� �


u� 	 D�A� S�t�Au� � A�S�t�u��

D�emonstration � En notant que
S�t� h�u� � S�t�u�

h
� S�t��

S�h�u�� u�
h

�� il vient imm�e	

diatement 

lim
h��

S�t� h�u� � S�t�u�
h

� S�t�Au�
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Par ailleurs� comme
S�t� h�u� � S�t�u�

h
�

S�h��S�t�u� � S�t�u�
h

et comme S�t�u� 	 D�A�

lorsque u� 	 D�A� �en e�et u�t� � S�t�u� 	 C��R�#D�A�� d�apr�es le th�eor�eme �� 

lim
h��

S�t� h�u� � S�t�u�
h

� AS�t�u�

On conclut alors imm�ediatement�
�

Nous revenons maintenant avec l��equation avec second membre �����
����

du

dt
� Au � f f 	 C��R�#H�

u�t� � u� u� 	 D�A�

�A����

Notons tout d�abord que le r�esultat d�unicit�e �etabli pour l��equation homog�ene au th�eor�eme
s�applique �evidemment �a l��equation �A����� De m�eme� compte tenu de la lin�earit�e de l��equa	
tion� il su�t de consid�erer le cas u� � � �retrancher S�t�u� �a u et consid�erer le nouveau
probl�eme�  �����

����
du

dt
� Au � f f 	 C��R�#H�

u��� � �

�A����

Rappelons ici que l�on appelle solution classique de �A���� toute fonction u 	 C��R�#H� 
C��R�#D�A�� satisfaisant u��� � � et pour tout t � �� l��egalit�e dans H 

du

dt
�t��Au�t� � f�t��

Commen�cons alors par �etablir le 

Lemme �� Si u est une solution classique de �A����	 elle est n�ecessairement donn�ee par la
formule

u�t� �

Z t

�
S�t� s�f�s�ds�A����

D�emonstration � Introduisons� a � � �etant �x�e� la fonction 

�a�t� � S�a� t�u�t� � � t � a

Il est facile de voir que �a 	 C���� a#H� et que 

d�a
dt

�t� � S�a� t�
du

dt
�t� � AS�a� t�u�t��A����

Compte tenu de l��equation satisfaite par u�t� il vient 

d�a
dt

�t� � S�a� t�f�t�

�Nous avons utilis�e le fait que S�t� et A commutent sur D�A��� Il vient alors 

�a�a�� ���� �
Z t

�
S�a� s�f�s�ds



	�

C�est �a dire le r�esultat annonc�e puisque  ���� � � et �a�a� � u�a�

�

Remarque �� Pour d�emontrer �A����	 il su�t d��ecrire

�

h
��a�t � h�� �a�t� � S�a� t� h��

u�t� h�� u�t�

h
 

�
S�a� t�� S�a� t � h�

h
u�t�

Le fait que �

lim
h��

S�a� t�� S�a� t� h�

h
u�t� � A�a� t�u�t�

provient du fait que u�t� 	 D�A�� Par ailleurs nous pouvons �ecrire �

S�a� t � h�
u�t� h�� u�t�

h
� S�a� t�

du

dt
�t� � S�a� t � h��

u�t� h�� u�t�

h
� du

dt
�t� 

��S�a� t � h�� S�a� t� 
du

dt
�t�

dont on d�eduit ai�sement que �

lim
h��

S�a� t � h�
u�t� h�� u�t�

h
� S�a� t�

du

dt
�t�

Pour conclure nous utiliserons le

Lemme �� Si f 	 C��R�#H�	 alors la fonction

u�t� �
Z t

�
S�t� s�f�s�ds

est une solution forte de �A����

D�emonstration � Elle comporte trois �etapes 

i� u�t� 	 C��R�#H�� En e�et soit h � �� nous avons 

u�t � h�� u�t�

h
�

�

h
f
Z t�h

�
S�s�f�t� h� s�ds �

Z t

�
S�s�f�t� s�dsg

�Il su�t de remarquer que� gr�ace au changement de variable s � t � s� on a aussi

u�t� �
Z t

�
S�s�f�t� s�ds��

Par cons�equent 

u�t� h�� u�t�

h
� frac�hf

Z t�h

�
S�s�f�t� h� s�dsg

�
Z t

�
S�s��

f�t� h � s�� f�t� s�

h
�ds
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En vertu du th�eor�eme de la moyenne� il vient

�

h

Z t�h

t

S�s�f�t� h� s� � S�t� �h�f���� ��h� � 	 ��� � 

Or en �ecrivant 

���������
S�t� �h�f��� ��h�� f��� �

S�t� �h�f���� f��� � S�t� �h��f���� ��h�� f��� 

On obtient l�estimation

���������
k S�t� �h�f��� ��h�� f��� k �k S�t� �h�f���� f��� k

� k f���� ��h�� f��� k

qui d�emontre que 

lim
h��

�

h

Z t�h

t

S�s�f�t� h � s�ds � f���

Par ailleurs nous avons 

f�t � h� s�� f�t � s�

h
� f ��t� s� h� � �dans H�

Par continuit�e de S�s�

S�s�
f�t� h � s�� f�t� s�

h
� S�s�f ��t� s�

Par ailleurs nous avons �avec �t� t� h� 	 ��� T  �

k S�s�
f�t� h� s�� f�t � s�

h
k� sup

t����T �

k f ��t� k

Le th�eor�eme de convergence domin�ee de Lebesgue nous dit alors que 

lim
h��

Z t

�

f�t� h � s�� f�t� s�

h
ds �

Z t

�
S�s�f ��t� s�ds

Nous avons donc bien u�t� 	 C���� T #H� avec en outre 

u��t� � f��� �
Z t

�
S�s�f ��t� s�ds

ii� u�t� 	 C���� T #D�A�� et
du

dt
�t� �Au�t� � f�t�� Nous allons en fait montrer que

u�t�� S�h�u�t�

h

converge vers f�t�� du

dt
�t� ce qui� en utilisant le lemme �� �etablit le r�esultat d�esir�e�



	�

Remarquons que 

u�t� h�� u�t� �
Z t�h

�
S�t� h � s�f�s�ds�

Z t

�
S�t� s�f�s�ds

�
Z t

�
�S�t� h� s�� S�t� s� f�s�ds�

Z t�h

�
S�t� h� s�f�s�ds

Remarquons alors que �cf remarque ci	apr�es�

Z t

�
�S�t� h � s�� S�t� s� f�s�ds � S�h�u�t�� u�t�

et donc que 

u�t� h�� u�t�

h
�
S�h�u�t�� u�t�

h
�

�

h

Z t�h

�
S�t� h� s�f�s�ds

D�apr�es le point �i� de la preuve 

lim
h��

u�t� h�� u�t�

h
�
du

dt
�t�

et par ailleurs 

lim
h��

�

h

Z t�h

�
S�t� h� s�f�s�ds � f�t�

on conclut alors de fa�con �evidente�

�

Joignant le th�eor�eme � �a ce dernier lemme� nous voyons que nous avons d�emontr�e le th�eor�eme
de Hille	Yosida 

Th�eor�eme �� Soit A un op�erateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H� Alors
pour tout u� dans D�A� et tout f dans C��IR�#H� l��equation di��erentielle ������

����
du

dt
� Au � f t � �

u��� � u�

�A����

admet une solution �classique� unique �

u 	 C��IR�#H� C���IR�#D�A��

Il existe d�autres variantes de ce th�eor�eme� Indiquons en une �a titre d�exercice�

Exercice �� D�emontrer que la conclusion du th�eor�eme �� reste vraie si on remplace l�hypo�
th�ese �

f 	 C��IR�#H�

par l�hypoth�ese �
f 	 L�

l oc�IR
�#D�A��

Cette deni�ere hypoth�ese signi�e que pour presque tout t	 f�t� 	 D�A� et que la fonction
t �k Af�t� k est int�egrable sur tout intervalle ��� T  � T � ��



�� ANNEXE A� LE TH�EOR�EME DE HILLE YOSIDA

Il nous reste maintenant �a d�emontrer le th�eor �me �enonc�e au chapitre �� �a savoir le 

Th�eor�eme �� �Hille�Yosida�

On suppose qu�il existe � 	 IR tel que A � �I soit maximal monotone� Alors pour tout
u� 	 D�A� et tout f�t� 	 C��IR�#H�	 l��equation di��erentielle ������

����
du

dt
� Au � f t � �

u��� � u�

�A����

admet une unique solution classique �ou solution forte� �

u�t� 	 C��IR�#H� C��IR#D�A��

D�emonstration � Posons %f � e�tf 	 C��IR�#H�� Le th�eor�eme �� permet d�assurer que le
probl�eme  �����

����
dv

dt
�Av � �v � f t � �

v��� � u�

�A��
�

admet une unique solution classique 

v�t� 	 C��IR�#H� C��IR#D�A��

On conclut �a l�existence en observant que 

u � vet

est solution forte de �A����� La d�emonstration de l�unicit�e ne pose pas de di�cult�e�
�


