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1 Introduction

1.1 Description des steelpans et de leur fabrication

Les steelpans sont des instruments de percussion nés au début du XXéme siécle sur l'ile de
Trinidad et Tobago dans les Antilles. Ils sont fabriqués a partir de fits métalliques (type bidons
de pétrole, voir Fig. 1(a)). Au cours de leur fabrication, ces fits subissent une succession de
transformations : martelage, poingonnage et chauffage [1]. Comme montré sur la figure 1(b), une
fois le processus terminé, les steelpans présentent différents domes, issus de la méme piéce de
métal. Chaque déme est associé & une note de l'instrument. Lors de I'accordage, les fréquences
des modes propres sont finement ajustées par martelage de sorte a présenter des relations harmo-
niques (f, 2f, 3 (ou4)f, ...). Le mode de jeu des steelpans consiste a frapper chacun des domes
a l'aide de maillets en bois (les sticks) recouverts d’'un morceau de caoutchouc en leur extrémités
(voir figure 1(b)).

Fig. 1 - (a) Bidon de pétrole servant a la fabrication des steelpans. (b) Steelpan a 'issu de la
fabrication en condition de jeu.

De nombreuses études, réalisées principalement par Achong [1, 2|, Rossing |7, 8] et Copeland
[5], s’intéressent aux vibrations de linstrument terminé, d’une part en proposant des modéles
non linéaires des intéractions possibles entre les modes de vibrations, d’autre part en réalisant
une campagne d’analyses modales par holographie. L’aspect métallurgique des changements dus
a la transformation, durant le processus de fabrication, a aussi été considéré [6].

Ici, nous nous intéressons plus particuliérement & la premiére étape de fabrication. Le facteur
(tuner) emboutit le bidon a laide d’'un marteau pneumatique, en cherchant a déformer pro-
gressivement la surface, initialement plane et de fine épaisseur, en une cuve sphérique réguliére
comme le montre la figure 2. L’objectif de cette étude est de modéliser ce procédé expérimental
de plastification, afin d’obtenir & la fois la nouvelle géométrie et I'état de contraintes résiduelles,
dans le but d’observer leurs influences sur la valeur des fréquences propres de la structure dans



sa configuration finale.

Fig. 2 — Premiére étape du procédé de fabrication des steelpans : embouti au marteau pneu-
matique. (a) Etat initial : disque plan. (b) Etat final : calotte sphérique concave (géométrie
axisymétrique).

1.2 Mesures de contraintes résiduelles

La premiére étape de fabrication des figures 2(a) et 2(b) a été réalisée au laboratoire. Dans
un premier temps, le profil de déformation obtenu a été mesuré le long d’un diamétre, & la fin de
la transformation. On verra (notamment sur les figures 5(d) et 6(d)) que l'allure de ce profil nous
pemettra d’ajuster le modeéle proposé par la suite. La surface du bidon, initialement plane et cir-
culaire, est déformée plastiquement par martelage jusqu’a l'obtention d’une géométrie courbe de
type calotte sphérique, dont la fleche maximale est de 1'ordre de 100 fois I’épaisseur (wyq, = 12
centimétres pour h = 1,3 millimeétres). On remarque alors sur la figure 2(b) que la géométrie est
axisymétrique .

D’autre part, I’état de contraintes résiduelles a aussi été mesuré. Cela a été réalisé par dif-
fractométrie au rayons X (voir figure 3). Les contraintes résiduelles radiales et circonférentielles
(respectivement o, et ogg) ont été mesurées en 6 points selon un rayon de la surface concave, 2
points sur un autre rayon (& 90 degrés du premier) et en un seul point (au centre) & Uintérieur
du bidon, soit sur 'extrado de la courbure. On peut noter que les valeurs sont de signes opposés
selon si 'on se trouve a lintrado (contrainte positive) ou a V'extrado (contrainte négative) et
qu’en valeur absolue, les valeurs des contraintes sont sensiblement les mémes. Aussi si I'on inté-
resse uniquement aux valeurs mesurées le long du rayon, on peut, en premiére approximation,
considérer que cette contrainte est constante, & la fois selon r et selon 6. L’état de contrainte est
localement isotrope dans le plan (les contraintes résiduelles radiales et orthoradiales sont égales :

Oryr = 009)-

contrainte residuelle [Pa]

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
b) rayon [m]

Fig. 3 — Mesures de ’état de contraintes rédisuelles, radiales et circonférentielles, par diffracto-
métrie au rayon X, a l'issu de I’étape de fabrication. (a) Position des points de mesure. (b) Tracé
des contraintes mesurées. Intrado : points de 1 & 6 sur un rayon (rouge) et points 9 et 10 sur un
autre rayon (vert). Extrado (bleu) point 1. Barres d’erreurs a +20 MPa.



1.3 Objectif de 1’étude

Le principal probléme est de caractériser ’état de la structure aprés sa mise en forme. Un
calcul élastoplastique complet prenant en compte de maniére fine le procédé de mise en forme
est complexe & mettre en place. En revanche, il est possible de contourner cette difficulté en ne
considérant que l'état du systéme aprés mise en forme est en équilibre statique, avec un état
contrainte/déformation qui vérifie :

or=L(e—el) =L -&. (1)

ou L est I'opérateur d’élasticité, or est la contrainte résiduelle et € correspond a I’état déformé
de la structure. Le champ de déformation plastique (€P), issu du procédé de fabrication, peut étre
vu de maniére équivalente, comme un champ de déformation initiale (€%), qu’il s’agit d’imposer
a la stucture élastique. En calculant 1’équilibre de la structure sous l’action de o9 = Le?, on
obtient I’état de la structure aprés mise en forme. Toute la question est donc de choisir la bonne
forme du champ du contraintes initiales pour obtenir une déformée réaliste, qui correspond au
profil géométrique de la coque, pour ensuite en déduire I’état de contrainte résiduel. C’est ensuite
autour de cette configuration que 1’on calcule les vibrations de la structure.

2 Modéle analytique d’une plaque circulaire précontrainte

On considére une plaque circulaire mince de rayon a, d’épaisseur h, constituée d’un maté-
riau homogeéne et isotrope de module d’Young E et de coefficient de poisson v. On utilise une
cinématique de Kirchhoff-Love et les non-linéarités géomeétriques prises en compte a partir d’un
modele de von Karmén. La plaque circulaire est encastrée sur toute sa périphérie, pour modéliser
sa fixation sur les cotés du fat métallique.

2.1 Modéle non linéaire de plaque avec contraintes initiales
Le champ de déplacement de la plaque s’écrit :

U(x,2) =u(x) — 2Vw(x) + w(x)e,, (2)

ol x est la postion dans le plan de la plaque, z est la coordonnée suivant I’épaisseur de la plaque,
u est le déplacement dans le plan de la plaque, w est le déplacement transverse, et V le gradient.
Le champ de déformation dans le plan moyen de la plaque s’écrit alors [9] :

1
€= i(Vu—i-VTu—&—Vw@Vw), (3)

ou la partie quadratique provient des hypothéses de von Karman.
En utilisant la loi de comportement élastique linéaire de Iéquation (1), Ueffort normal et le
moment fléchissant s’écrivent :

h/2

N = / odz = A[(1 — v)e + vtrel] — Ny, (4a)
—h/2
h/2

M = / zodz = —D[(1 —v)VVw + vAwl] — My, (4b)
—h/2

ou Ng et Mg sont les efforts généralisés initiaux, qui s’écrivent Ng = / / oodS et Mg =
S

// zoodS, en fonction de la contrainte initiale o9. A = Eh/(1 —v?) et D = Eh3/12(1 — v?)
S

sont respectivement la raideur de membrane et la raideur en flexion de la plaque.

Les équations d’équilibre de la plaque montrent que lorsque l'inertie de membrane est négligée,
N = N — Ny doit étre & divergence nulle, ce qui permet d’introduire une fonction d’Airy F =



F — Fy (on impose alors & N et Ng d’étre séparément & divergence nulle). Dans ce cas, les
équations du mouvement s’écrivent [9] :

DAAw + phto = L(w, F') + L(w, Fy) + divdivMp, (5a)

AAF = —E—hL(w w) — AAFy, (5b)

ou L(w, F') est 'opérateur bilinéaire classique des équations de von Karmaén [9].

2.2 Vibrations autour d’un état résiduel statique

z

/ g w
MO<W>MO
< N TP

Fig. 4 — Plaque soumise aux contraintes initiales, vibrations autour de ’état d’équilibre déformé.

On commence par adimensionner I’équation (5) avec les variables suivantes :

wg

r = ar, t = a? —f, w = wow, F = Ehwgﬁ" c = 12(1 _ VQ)?’

No = N,No, Mo =M,My, Fy=F,F,

ou N, =

FE hw% Dwyg

M= —5= et F,=FEhuj.

a2

Ensuite, les variables sont décomposées en une partie statique (*) et une partie dynamique
(7), qui représentent respectivement I’état de repos de la plaque et les vibrations autour de cet
état de repos (comme montré sur la figure 4). On écrit alors w = w4+ w et F' = F + F, et on
obtient le probléme statique :

AAD = eL(w, F) — eL(w, Fy) — divdivMp, (6a)
AAF = —%L(w, )+ AAF, (6b)

et le probléme dynamique :

~ A ~

AAw+w—sL( JF)+eLl(w, F)+el(w, F) — eL(w, Fy), (7a)
AAF = = [2L(1D, ) + L(w, )] . (7b)

NB : Dans un soucis de clarté de lecture des équations, les barres au-dessus des variables
adimensionnées ne sont pas précisées (Eqs. 6 et 7 et dans la suite du document).

2.3 Discrétisation par projection modale

Les inconnues du probléme sont développées sur les bases des modes propres linéaires associées
a chacune des variables (w et F'), de sorte que :

Ny
H)ZZ(I)'L(T’Q)QM Tet Z(I) reqz

= ®
> ’
9) = ‘l’i(?",e)ﬁi, \I/
2 F(r,0,t) Z (r, )7 (t),



ou les déformées modales ®; et W; et les coordonnées modales ¢; et 7; sont respectivement
associées aux N, modes transverses et Ng modes de membrane retenus dans la projection. Les
®, et U, vérifient les problémes aux valeurs propres associés aux parties linéaires des équations (5)
adimensionnées, qui s’écrivent :

AAD; — wWi®; =0, AAT; — R, =0, (10)

associés aux conditions aux limites vérifiées par w et F. Les w; sont les pulsations propres de la
plaque et les (; sont les valeurs propres du probléme de membrane.

En tenant compte de la propriété d’orthogonalité des modes propres, la projection du pro-
bléme statique Eq. (6) donne la forme suivante :

walda =€ > Higpij+e> Gody+ Ko =0, (11a)
p=1 j=1 p=1
Nw Ny

i+ 5 Z > Hldplg — 15 =0, (11b)
p 1¢=1

et la projection du probléme dynamique Eq. (7) linéarisé entraine :

Ny Np Nw Np
QOc +UJQQO¢ — EZZ annj EZZ aT]]qz + cfZG qz = 0 (12&)
=1 j5=1 =1 j=1 =1
Ny Ny
= oct ZZHMQPQQ’ (12b)
] p=1qg=1

oll wy et ¢ sont définis dans Eq. (10), et o les coefficients de couplage sont :

Hj —//qf chp,@ )dS, G = //@ L(®,, Fo) dSKa_//CD dwdeOds fi= //\If AAFOdS

16)
On note que les modes sont normalisés de sorte que // @i (x)dS =1 et // \Ili x)dS = 1.
S S

Le probléme dynamique des Eq. (12a) et (12b) peut étre réécrit en condensant les inconnues
de membrane 7; dans le probléme de flexion, soit Eq. (12b) dans Eq. (12a), pour obtenir :

Ny Ny Ny Ny Np Ny
= 2~ . i A~ ~
Go+wida+e ) D Y Tpuilpleli—e Y > Hiiidi —e Y GG =0, (17)
p=1q=1 i=1 i=1 j=1 i=1
géométrie contrainte résiduelle
ou N S
FH) HI.
qottpg
i =D —er (18)
j=1 2Cj

Il s’agit du classique coefficient des termes non linéaires cubiques qui apparait dans les modéles
non linéaires de plaques et coques [10]. L’équation (17) permet de comprendre comment les fré-
quences propres de la plaque sont affectées par le chargement. Cette équation est linéaire en
fonction de G, et peut étre écrite sous la forme matricielle q + A = 0 avec § = {1 ... 4w, }7,
avec la matrice carrée A qui dépend d’une part du changement géomeétrique (via les ¢;) et d’autre
part des contraintes résiduelles, via les 7); et les G). Le calcul des fréquences propres et des défor-
mées modales associées se fait par diagonalisation de la matrice A. La suite de I’étude s’attache
a quantifier I'influence sur les frequences propres de ces deux effets : le changement de géométrie
de la structure et les contraintes résiduelles.



3 Résultats numériques

Le probléme statique Eq. (11) est un probléme algébrique dont les inconnues sont les coor-
données modales des modes transverses ¢, et celles des modes de membrane 7; qui dépendent de
deux parametres Ng et M. Ce probléme est résolu par une méthode de continuation, la méthode
asymptotique numérique, implémentée dans le code MANLAB [3]. On choisit les contraintes ini-
tiales sous la forme Ng = ngl et Mg = mor?1, ou 1 est l'opérateur identité. Ainsi les deux
paramétres de chargement deviennent de simples coefficients constants ng et mg. La méthode
de continuation consiste & faire varier proportionnellement ng et mg & travers un paramétre de
continuation A, tel que ng et mg sont remplacés par Ang et Amg dans le calcul.

3.1 Cas d’un flambage "pur"

Pour & la fois vérifier les calculs et observer le comportement de la plaque sous différents
chargements initiaux, on commence par réaliser un calcul de flambage, avec mg = 0 et ng # 0
quli est le seul parameétre de chargement. On obtient les résultats de la figure 5.
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Fig. 5 — Résolution statique : ng = 1, mop = 0. (a) et (c) Diagrammes de bifurcation. (b) et (d)
Evolution du profil géométrique. (a) et (b) pour un faible chargement (faible valeur de \). (c)
et (d) Chargement plus important (grande valeur de \). (d) Comparaison au profil expérimental
(noir).

La charge critique de flambage (obtenue pour une valeur dimensionnée de Ny = 14.68D/a?,
soit ici pour ng = 1 et A = 14.68/12/(1 — v?) ~ 1.34) d’une plaque circulaire encastrée sous
chargement uniforme de membrane est retrouvée [4]. On observe de plus que pour des grandes
valeurs de A, le profil de la plaque tend & devenir de plus en plus plat.

3.2 Correspondance avec le profil expérimental

On utilise les paramétres suivants : une plaque circulaire de diamétre D = 0,567 m et
d’¢paisseur h = 0,0013 m. Cette plaque est en acier, alors E = 210e? Pa, v = 1/3 et p = 7800
Kg/m3. La figure 6 montre qu’il faut imposer un chargement initial & la fois en moment et en
efforts de membrane pour retrouver un profil proche de celui mesuré expérimentalement (valeurs
adimensionnées : my = —150n).

Les figures 7(a) et (¢) montrent 1’évolution des cing premiéres fréquences propres en fonction
du chargement initial. La présente formulation permet de dissocier I’effet de la géométrie de celui
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(c) Diagrammes de bifurcation. (b) et (d) Evolution du profil géométrique. (a) et (b) pour un
faible chargement (faible valeur de A). (c) et (d) Chargement plus important (grande valeur de
A). (d) Comparaison au profil expérimental (noir).

des contraintes résiduelles (via les deux termes de la matrice A). Les figures 7(a) et (c¢) montrent
aussi que la principale cause de variation des fréquences propres est le changement de géomeétrie,
I'influence des contraintes résiduelles étant assez faible en comparaison.

4 Conclusion

Cet article a montré les premiers résultats d’'une étude sur la prise en compte des procédés de
fabrication d’un steelpan sur ses vibrations. Moyennant des répartitions de contraintes initiales
simples, on a retrouvé une géométrie finale trés proche de celle mesurée sur un steelpan. Par
la suite, le méme travail sera effectué sur les modes asymétriques et le calcul des contraintes
résiduelles sera effectué en post-traitement, pour le valider avec les résultats expérimentaux.
D’autres répartitions de contraintes initiales seront aussi testées.
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