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Résumé — Nous présentons une extension en dynamique des modèles d’endommagement à gradient
qui peuvent être vus comme une régularisation de l’approche variationnelle de la rupture capable de pré-
dire dans un cadre unifié l’initiation et le trajet spatio-temporel (propagation, bifurcation, branchement,
arrêt) de fissures complexes dans des matériaux quasi-fragiles sous chargement dynamique. La formula-
tion variationnelle précise ainsi que son implémentation numérique par éléments finis sont détaillées et
illustrées par des simulations représentatives en accord avec les résultats théoriques et expérimentaux.
Mots clés — rupture dynamique, modèle d’endommagement à gradient, principes variationnels

1 Cadre variationnel des modèles d’endommagement à gradient

Les modèles d’endommagement à gradient [1] permettent de rendre compte toute l’évolution quasi-
statique de la fissuration fragile via une localisation de l’endommagement [2]. Ce lien endommagement-
rupture peut être établi [3] via la théorie de Γ-convergence lorsque la longueur interne du matériau
est petite devant la taille de la structure, grâce au caractère variationnel du modèle basé sur les trois
principes physiques d’irréversibilité, de stabilité directionnelle et de bilan d’énergie. Pour des problèmes
transitoires accompagnés d’une propagation rapide de fissures sous chargement dynamique, l’interaction
entre les ondes élastiques et le front de fissure devra être modélisée dans un cadre où l’effet d’inertie est
non-négligeable, ce qui fera l’objet de cette étude. Similaire au modèle quasi-statique, son extension en
dynamique sera également formulée et résolue à l’aide des principes variationnels faisant intervenir les
énergies élastique E, cinétique K et de surface au sens de Griffith S, fonctions du déplacement u et de
l’endommagement α définis sur un domaine Ω

E (u,α) =
1
2

∫

Ω

a(α)Aε(u) · ε(u), K (u̇) =
1
2

∫

Ω

ρu̇ · u̇ et S(α) =

∫

Ω

w(α) + w1`
2∇α · ∇α

avec A le tenseur d’élasticité, w1 un paramètre de normalisation permettant de retrouver la ténacité du
matériau Gc et a(α) = (1 − α)2 ainsi que w(α) = w1α deux fonctions caractérisant la loi constitu-
tive d’endommagement choisies en raison de leurs bonnes propriétés comme la présence d’une zone en
contraintes purement élastique. Le champ d’endommagement scalaire 0 ≤ α ≤ 1 décrit une transition
continue entre les parties saine α = 0 et fissurée α = 1 et le largeur du bande est contrôlé par une
longueur interne ` liée directement à la contrainte critique σc du matériau. La présence du gradient d’en-
dommagement ∇α souligne le caractère non-local du modèle et peut être vu comme une régularisation
des modèles d’endommagement classiques associés à une dépendance pathologique du maillage.
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Figure 1 – La fissure discrète Γ ⊂ Ω est approchée par le champ d’endommagement continu 0 ≤ α ≤ 1.
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A l’aide de l’action définie comme intégrale sur le temps du lagrangien généralisé, homologue en
dynamique de l’énergie potentielle totale P (u,α)

L(u,α) =

∫

I

(K (u̇t ) − (E (ut ,αt ) + S(αt ) −W (ut )
))

dt

où I ⊂ R est un intervalle en temps physique etW une fonctionnelle regroupant tous les efforts externes,
nous pouvons maintenant formuler les lois d’évolution en temps du problème d’endommagement en
dynamique couplé en deux-champs (u,α), qui seront toujours régies par les trois principes physiques.

1. Irréversibilité : l’endommagement α(·,x) sera non-décroissant pour chaque x ∈ Ω
2. Equilibre dynamique et stabilité de fissures : l’extension dynamique de la condition de stabilité

d’ordre un écrite par une inégalité variationnelle

L ′(u,α)(v − u, β − α) ≤ 0 pour tout v ∈ C(u) et β ∈ D(α) (1)

avec C(u) et D (α) deux espaces admissibles prenant en compte les conditions aux limites en
espace et en temps ainsi que la condition d’irréversibilité.

3. Bilan d’énergie : la dérivée en temps de l’énergie totale sera égale à la puissance externe

Ėt + K̇t + Ṡt =W (u̇t ) +

∫

∂ΩD

Aε(ut )n · U̇t

On peut montrer moyennant les régularités en espace et en temps des champs, que l’inégalité varia-
tionnelle (1) est équivalente à l’équation des ondes élastodynamiques

ρüt = div
(
a(αt )Aε(ut )

)
+ f (2)

et le critère d’endommagement formellement identique avec celui en quasi-statique

E (ut ,αt ) + S(αt ) ≤ E (ut , β) + S(β) pour tout 1 ≥ β ≥ αt ≥ 0 (3)

qui postule qu’à chaque instant t les fissures doivent minimiser la somme de l’énergie élastique et l’éner-
gie de surface via une localisation de l’endommagement.

2 Implémentation numérique

Les champs u et α sont discrétisés en espace par les éléments finis isoparamétriques avec les mêmes
fonctions d’interpolation basées sur un maillage Ωh ⊂ Ω non-structuré et isotrope dont la taille caracté-
ristique doit être suffisamment petite (même ordre que la longueur interne `) pour estimer correctement
l’énergie de surface S(αt ). En dynamique rapide les éléments finis linéaires sont largement préférés en
raison de son faible coût de calcul et d’une matrice de masse condensée qui peut être facilement obtenue.

Le schéma de Newmark aux différences centrées avec β = 0 est utilisé pour la discrétisation tempo-
relle de l’équation des ondes (2), vu sa précision, sa nature symplectique n’introduisant peu de dissipation
numérique et son caractère explicite n’exigeant aucune résolution de système linéaire durant chaque pas
de temps. La stabilité conditionnelle, imposant un pas de temps critique de stabilité ∆t < ∆tCFL ≈ h/c,
n’est pas très contraignante dans notre application étant donnée la propagation rapide de fissures dont la
vitesse pouvant atteindre la vitesse du son c du matériau.

En absence de la dérivée en temps du champ d’endommagement α̇, le problème de minimisation
d’énergie (3) n’est pas un vrai problème d’évolution temporelle proprement dit, à part sa condition d’ir-
réversibilité à discrétiser conformément aux pas de temps. Nous obtenons ainsi mathématiquement un
problème de minimisation convexe (due aux choix des fonctions a(α) et w(α)) sous contraintes de borne,
qui sera résolu à l’échelle de la structure par la méthode des gradients projetés (identification des bornes
actives) combinée avec la méthode des gradients conjugués (recherche d’une solution pour des variables
libres), cf. [4].

Dans le modèle continu en temps l’équilibre dynamique (2) et le critère de stabilité d’endommage-
ment (3) sont couplés dans l’inégalité variationnelle (1). L’incrément en déplacement u ou en endomma-
gement α étant contrôlé par un incrément en temps petit, le problème d’évolution en deux champs (u,α)
sera donc découplé [5] via une résolution indépendante à chaque pas de temps de deux sous-problèmes
respectivement à u fixé et à α fixé. En combinant les discrétisations en temps et en espace, nous arrivons
au modèle numérique discrétisé suivant.
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Algorithm 1 Modèle numérique discrétisé en temps et en espace du problème (1).

1: Étant données les conditions initiales u0, u̇0 et α−1

2: pour chaque pas de temps n faire
3: Résoudre αn = argmin

(E (un , ·) + S(·)) soumis aux contraintes 1 ≥ αn ≥ αn−1 ≥ 0
4: Résoudre l’équilibre dynamique Mün = Fn

ext − Fint(un ,αn )
5: Mettre à jour les quantités cinématiques selon le schéma de Newmark explicite
6: fin pour

3 Exemples numériques

3.1 Propagation dynamique en mode III

Nous présupposons le trajet rectiligne de fissure en propagation antiplane et nous étudions l’influence
de la vitesse du chargement k sur la vitesse de fissuration l̇. Pour chaque vitesse k donnée, on obtient
notamment l’évolution en temps de l’énergie de surface S(αt ) ≈ Gcl (t) permettant de déduire la vitesse
de fissuration, l’approximation valable pour une longueur interne ` petite devant le largeur de la plaque
en question. La solution analytique du décollement dynamique de film [6] y est aussi indiquée et un très
bon accord est observé entre les solutions numériques et théoriques. Dans cette situation, notre modèle
d’endommagement en dynamique se comporte comme la loi de Griffith [7] faisant intervenir le taux de
restitution d’énergie dynamique G(l̇) = Gc, comme montre le calcul de ce dernier via la méthode G− θ.

U = kt ~z

U = −kt ~z
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Figure 2 – Propagation en mode III avec un trajet spatial de fissure présupposé.

3.2 Bifurcation et branchement en régime dynamique

Un critère de bifurcation (changement d’orientation de fissure ou kinking en anglais) et de branche-
ment (traduction littérale du mot anglais branching) est implicitement inclus dans le critère de stabilité
d’endommagement (3), grâce à son caractère variationnel. Dans le premier exemple une plaque pré-
fissurée en contraintes planes est soumise à un impact de projectile, modélisée par une vitesse imposée,
qui provoque l’amorçage et la propagation fragile en mode I de fissure. L’angle de propagation est en
bon accord avec les résultats expérimentaux et d’autres modèles [8].
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Figure 3 – Plaque sous impact d’un projectile provoquant une propagation fragile en mode I. La figure
de droite présentant un branchement de fissure est obtenue en passant à une vitesse d’impact supérieure.

Dans un autre exemple nous appliquons dès l’instant initial une pression constante sur les bords
supérieur et inférieur d’une plaque pré-fissurée en déformation plane. Nous observons un branchement
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de fissure à t ≈ 5 × 10−5 s avec un demi-angle de branchement d’environ 30°. Les oscillations de l’énergie
élastique sont dues aux aller-retour d’ondes aux bords de la plaque et la croissance de l’énergie dissipée
nous indique une propagation monotone de fissure sans arrêt. La fissure s’amorce dès que la contrainte
critique σc est atteinte par la pression hydrostatique 1

2 trσ devant le front de fissure, qui reste ensuite
presque constante durant toute la durée de propagation et en ce point n’est pas un bon indicateur pour
expliquer le mécanisme de branchement.
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Figure 4 – Plaque sous traction constante sur ses bords supérieur et inférieur.

4 Conclusion

Nous avons étendu la formulation variationnelle des modèles d’endommagement à gradient en dyna-
mique toujours à l’aide des trois principes d’irréversibilité, de stabilité (d’ordre un) et de bilan d’énergie.
Le problème couplé en deux champs (u,α) est discrétisé en espace par des éléments finis linéaires et
en temps par le schéma de Newmark explicite. Au déplacement ut fixé, la minimisation d’énergie sous
contraintes d’irréversibilité (3) est résolue à l’échelle de la structure par des méthodes d’optimisation
dédiées. Ce modèle dynamique se comporte comme la théorie de Griffith G(l̇) = Gc lorsque la longueur
interne est petite devant la taille de la structure et que le trajet est présupposé interdisant notamment
le (micro-)branchement, mais toute sa puissance réside dans la prédiction du trajet spatio-temporel de
fissures illustrée à travers des exemples numériques.
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