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Préeambule

Les équations aux dérivées partielles sont aux fonctions de plusieurs variables ce que
les équations différentielles sont aux fonctions d’une variable réelle. Elles expriment, sous forme
d’égalités, des relations que doivent satisfaire les dérivées partielles d’une certaine fonction in-
connue u de plusieurs variables afin de décrire un phénomeéne physique, satisfaire une propriété
prescrite, ...etc ... Quand on s’intéresse & une application donnée, on est trés vite amené & faire
la dictinction entre les EDPs stationnaires (ou toutes les variables jouent un role équivalent)
et les EDPs d’évolution (ot une des variables joue un role privilégié : le temps). On rencontre
de telles équations dés qu’on s’intéresse a des questions de modélisation : en physique, en électro-
magnétisme, en mécanique du solide et des fluides bien siir, mais aussi en biologie, en chimie, en
économie, en finance... On y est naturellement confronté quand on s’intéresse & des problémes de
calcul des variations ou plus généralement d’optimisation. Savoir manipuler des équations aux
dérivées partielles fait de nos jours partie du quotidien de l'ingénieur.

L’objectif de ce cours est d’introduire & 1’étude et a la résolution approchée sur ordinateur des
équations aux dérivées partielles les plus simples qu’on rencontre dans les applications. Ce cours
est un cours de mathématiques appliquées qui prétend a un certain niveau de rigueur et de gé-
néralité. Toutefois, compte tenu de la complexité technique du sujet, nous serons parfois amenés
& sacrifier quelque peu cette rigueur et cette généralité : la théorie des équations aux dérivées
partielles et de leur approximation numérique est une science difficile, au coeur de la recherche
moderne en mathématiques, dont seuls les rudiments sont accessibles en premiére année d’Ecole
d’ingénieurs. C’est pourquoi nous avons fait le choix pédagogique d’aborder le sujet par le « petit
bout de la lorgnette » en choisissant de présenter, plutdét qu’'une grande théorie, des exemples
et des problémes modéles simples pour lesquels on peut aller assez loin dans la description des
propriétés des solutions, souvent par le biais de calculs explicites. Qu’on ne s’y trompe pas pour
autant : les propriétés que nous mettrons en évidence sont le plus souvent représentatives de ce
qui se passe dans le cas général (cela sera d’ailleurs mis en lumiére de temps a autre). De plus,
la compréhension de ces exemples simples est trés utile pour aborder des théories plus élaborées.

vii
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Nous avons I’habitude de classer les équations aux dérivées partielles en trois grandes classes
fondamentales d’équations : les équations elliptiques (qui servent typiquement & décrire des
phénomeénes d’équilibre en physique) pour les problémes stationnaires, les équations parabo-
liques (qui permettent de décrire des phénomenes de diffusion) et les équations hyperboliques
(qui permettent de décrire les phénomeénes de propagation) pour les problémes d’évolution. C’est
cette derniére classe d’équations qui fera 'objet de ce cours. Les deux autres catégories seront
abordés dans deux cours de deuxiéme année sur la méthode des éléments finis : les équations
elliptiques dans le cours ANN201 et les équations paraboliques dans le cours ANN202.

Dans ce cours, nous abordons les problémes linéaires et non linéaires que nous traiterons par
le biais d’une équation modéle. Pour les équations hyperboliques linéaires, ce sera I’équation
de transport (voir le Chapitre 1) et nous verrons également les systémes hyperboliques dont
I’étude peut se ramener & un systéme d’équations de transport indépendantes. Pour les équations
hyperboliques non linéaires, enfin, ce seront les lois de conservation scalaires dont le prototype
est ’équation de Burgers (voir le Chapitre 2). Par souci de simplicité, nous nous limiterons a
la dimension 1 d’espace.

Rares sont les situations réalistes pour lesquelles on sait calculer une solution analytique & la
main. Pour aller plus loin dans la connaissance fine et « quantitative » des solutions d’une EDPs
(dont 'analyse mathématique ne fournira en général que 'existence d’une solution, voire 'uni-
cité et quelques propriétes qualitatives), I'ingénieur sera amené & se tourner vers l'utilisation
de méthodes numériques pour calculer une solution approchée. Le second objectif du cours est
d’introduire le lecteur & la méthode de discrétisation la plus classique (et la plus simple) : la
méthode des différences finies qui est la « mére » des méthodes de discrétisation plus éla-
borées telles que les méthodes d’éléments finis, de volumes finis ou de Galerkin discontinu (qui
seront abordées plus tard dans le cursus). La mise en oeuvre de ces méthodes est en général
simple. Leur théorie ne 'est pas forcément et un des buts du cours est d’aborder - dans le cas des
différences finies - les aspects théoriques des méthodes numériques, ce que 1'on appelle ’analyse
numérique. Nous introduirons en particulier les concepts de consistance, de stabilité et de
convergence et les liens étroits entre ces trois notions. Le lecteur exigeant pourra s’offusquer de
voir que nous avons choisi la plupart du temps de présenter et analyser les méthodes numériques
sur les cas simples pour lesquels on saurait par exemple calculer la solution & la main. A nouveau,
le but est pédagogique : il est bien clair qu'une méthode numérique doit bien marcher dans ces
cas simples si on veut avoir une chance qu’elle marche dans les cas compliqués. Par ailleurs, sur
ces cas simples, on arrive assez facilement a obtenir des résultats d’analyse numérique précis.

Signalons qu’il y a des connections fortes entre ce cours et d’autres cours de Mathématiques
de lére année, en particulier le cours MA102 sur les outils fondamentaux d’analyse et le cours
AO102 sur la théorie des équations différentielles ordinaires, dans lesquels le lecteur trouvera les

prérequis nécessaires pour appréhender aisément le contenu de ce cours.






CHAPITRE

Introduction a la théorie des
problémes hyperboliques linéaires

1.1 Exemples de modéles hyperboliques

Commencons par donner quelques exemples d’équations intervenant dans des applications clas-
siques issues de la physique, de la biologie ou des sciences de l'ingénieur. Elles sont toutes de
nature hyperbolique, notion qui sera définie plus loin, ce qui signifie concrétement que la vitesse
de propagation des « données » est finie, contrairement & 1’équation de la chaleur.

1.1.1 Equation de transport linéaire

L’équation hyperbolique la plus simple est I’équation de transport linéaire. Elle est de la forme
suivante :

ou ou
- P > . 1.1
{8t+c(aﬁ,t)ax 0, t>0, xR (1.1)

Il est naturel de rajouter une condition initiale
u(z,t =0) =u(z), xcR.

Ici le scalaire ¢(z, t) est donné : c’est par définition la vitesse de propagation associée a 1’équation,
au point z & l'instant ¢. On comprendra plus loin cette dénomination.

Cette équation qui peut sembler trés simple pose des difficultés numériques (surtout en dimen-
sions supérieures) elle est toujours 1'objet de recherches actuellement (il s’agit notamment de
savoir calculer la solution sur des temps trés grands). Par ailleurs, couplée a d’autres équations,
elle pose des difficultés théoriques également. On rencontre cette équation dans un grand nombre
d’applications. Citons en quelques unes.
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Exemple 1 : La circulation automobile

On étudie la circulation automobile sur une route. La quantité u(zx, t) représente la quantité
de voitures présentes entre les bornes x et z + Az a 'instant ¢ et on appelle F(z,t) le
flux de voitures par minute qui passent & 'instant ¢ devant la borne x. On suppose que
chaque conducteur ajuste la vitesse de sa voiture en fonction uniquement de la vitesse de
la voiture qui le précéde. Alors la conservation de la quantité de voitures (il n’y a ni
station-service, ni itinéraires de délestage) se traduit par :

ou oF

E(m,t) + %(m,t) =0.

Si toutes les voitures roulent & vitesse constante donnée ¢, on a
F(x,t) = cu(x,t)

et donc I’équation de transport linéaire (1.1).

Exemple 2 : Les équations cinétiques

La physique cinétique décrit les plasmas ou gaz dilués et fournit un ensemble important
d’équations de transport dont les variables sont : le temps ¢, la position z € €2 des particules
dans 2 le domaine d’étude et leur vitesse v € V avec V I’ensemble des vitesses admissibles.
L’exemple le plus classique est ’équation de scattering décrivant 1’évolution d’une densité
f(z,t,v) de particules (neutrons, amibes ou bactéries en ce qui concerne les applications
a la biologie)

%f(xatﬂ]) + U%f(m,t,’l)) = K['ﬂ’

flx,t =0,v) = fo(x,v) donnée,

ou K est donnée par :
Klf) = [ Mo f(eto) do = [ K of@ ) ),
1% 1%

ou k(v,v") représente une probabilité de « tourner » d’une vitesse v’ & une vitesse v.

Cette équation découle encore d’une relation de conservation de la quantité de particules.

Exemple 3 : Modéle de démographie/renouvellement cellulaire

Ici u(zx,t) représente la densité d’individus d’age x > 0 a l'instant ¢. Le taux de mortalité
est noté d(x) et les individus peuvent donner naissance a des nouveaux nés d’age =z = 0
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avec un taux de fécondité b(z) :

0
(@) + =—u(z, 1) + d@)u(z,t) =0,
u(0,) = / b u, o
( ) 0 ’

Dans le cas de la mitose cellulaire, il est naturel de choisir d(z) = 1(;~,,1(z) (disparition
des cellules qui se divisent) et b(x) = 2.1;543(2) (la mitose donne naissance a deux
cellules identiques) ou 1 4 désigne la fonction caractéristique de A.

1.1.2 L’équation des ondes et ses variantes

L’équation des ondes fournit un des exemples les plus simples de systéme hyperbolique. Voyons
cet aspect en détail. Les ondes scalaires se propagent dans un milieu monodimensionnel selon

I’équation :

‘?;t;‘—c?gj;‘_o, teR,zeR (1.2)
Il est naturel de rajouter pour cette équation deux conditions initiales

u(z,t = 0) = u’(x), reR

% (z,t =0) = ul(z), z eR. )

Ici la constante ¢ désigne la vitesse de 'onde. Cette équation du deuxiéme ordre peut aussi étre
écrite comme un systéme d’équations hyperboliques du premier ordre. En effet, posons :

V= a—u w = c@
ot’ oz’
On a alors :
ou_ ov_,
ot Oz ’
ov ow
a —C% 0

Si on introduit le vecteur U et la matrice C' définis par :

U— w 0 —c]
—c 0

v

]etC—

I’équation (1.2) se met sous la forme :

oU U

o T =0
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qu’on peut voir comme une équation de transport linéaire vectorielle ot la solution est & valeurs
dans R?. C’est en fait un premier exemple de systéme hyperbolique linéaire tel que nous les
définirons plus loin.

Nous donnons dans la suite des exemples de modéles de propagation d’ondes en physique. La
liste est évidemment non exhaustive, nous aurions pu citer par exemple également la propagation
des ondes élastiques issue des équations de I'élastodynamique.

f(.%(),t) !

- —-— = ----i------“‘----;lg-;--- ——-ﬂ>
1
u(x,t) o

FI1GURE 1.1 — Déplacement d’une corde vibrante

Exemple 1 : Corde vibrante

Le probléme est de calculer le mouvement d’une corde, de longueur L, fixée en ses extré-

mités et qui est, soit écartée de sa position d’équilibre et lachée (corde de guitare), soit
frappée (corde de piano) de fagon & lui imprimer, en ses différents points, des vitesses de
déplacement vertical.

Ainsi au repos, la corde occupe un intervalle [a, b]. Sous 'action d’une force normale d’in-
tensité f (dans le cas de la corde de piano) ou d’un écart de sa position d’équilibre u°
(écart de position) et u' (écart de vitesse), la corde se déforme. Si on appelle u(z,t) le
déplacement latéral de la corde au point x a I'instant ¢, les variations de u sont décrites
par les équations (voir aussi la figure 1.1) :

(Pu_ P _

52 a2 fs pourt € RT, z € [a,b],
u=20 enx=aetx=>b
u(z,0) = ud(z), pour z € [a, b],

8—u(:c, 0) = ul(x), pour z € [a, b].

\ Ot

On montre que dans le cas d’une peau de tambour par exemple, le déplacement normal
de la peau vérifie également une équation des ondes, la seule différence est que la position
x est dans un domaine de R2.

Exemple 2 : Acoustique linéaire

Le son est en fait une conséquence d’un mouvement matériel d’oscillations : une corde
qui vibre ou la membrane d’un haut-parleur par exemple. Cette vibration provoque un
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mouvement des atomes 'avoisinant qui va se déplacer de proche en proche sous forme
d’onde de pression. La vélocité du son varie suivant le milieu dans lequel il se propage. Le
principal facteur est la densité de ce milieu : dans un gaz, sa vitesse est plus faible que
dans un liquide. Par exemple, le son se propage approximativement a 340 m/s dans I’air
a 15°C, et a 1500 m/s (5400 km/h) dans l'eau.

On appelle p(zx,t) la pression du fluide au point z a U'instant ¢ et ¢ la vitesse du son dans
le milieu qu’on suppose constante ici (on dit que le milieu est homogene). La fonction p
est alors solution de ’équation des ondes dans R? :

P  L9*  I*p  &p
W‘C(Ww—yz*@)—ﬂww

ou f est la source & l'origine du son.

Exemple 3 : les équations de Maxwell

Dans cet exemple, la solution recherchée n’est plus un scalaire mais un vecteur. Les in-

connues de ce probléme sont le champ électrique E € R?, le champ magnétique H € R3,

I'induction électrique D € R? et I'induction magnétique B € R3.

Ces champs obéissent, en I’absence de charges et de courants, aux équations de Maxwell :
0B

oD
W = —rotE et W =rot H,

et sont par ailleurs reliés par les lois de comportement :
B(z,t) = p H(z,t) et D(x,t) =e E(x,t),

ou p est la perméabilité magnétique et € la permittivité diélectrique du milieu (constantes

strictement positives dans le cas ou le milieu est homogeéne). Ils caractérisent le comporte-

ment électromagnétique du matériau dans lequel ’onde se propage. On montre facilement

qu’on peut éliminer B, D et E des équations pour aboutir a une équation ou seul le champ
électrique E apparait :

O’E

oz

ce qui correspond & une équation des ondes vectorielle dans R3.

1
+ —rot (rot E) =0
1

Si on suppose que E est de direction constante, on montre facilement qu’on retombe sur
une équation d’onde scalaire.
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1.2 L’équation de transport linéaire

1.2.1 Le probléme de Cauchy pour I’équation de transport linéaire

On appelle équation de transport avec vitesse ¢, ’équation aux dérivées partielles

ou ou
E(m,t)—l—c(x,t)%(x,t)—o, zeR, t>0

ou x est une variable d’espace, t le temps, la vitesse ¢ est donnée et ou la fonction inconnue u
est une fonction & valeurs réelles de deux variables réelles.

On considére ici le probléeme de Cauchy suivant : trouver u(z,t) : R x Rt — R tel que
ou .

—(x,t) + c(z, 1) %(z,t) =0, zeR, t>0, (i)

u(z,0) = u’(z), z € R, (1)

ot u” est la donnée initiale.

Les hypothéses que nous ferons, dans ce chapitre, sur les données ¢ et u® sont les suivantes.
Signalons que I'hypothése sur la régularité du coefficient c(x,t) est fondamentale alors que celle
sur u¥ pourrait étre relaxée, comme cela est d’ailleurs précisé.
— La donnée initiale u° est une fonction de classe C', cela permettra de définir les solutions
classiques (voir la remarque 1.4). On la suppose également dans L>(R) et de dérivée dans
L>*(R). Pour résumer,

u’ € CL(R) :={ucCR), v e€C)(R)} ou C)R):=CR)NL®(R). (1.5)

— la fonction c(-, ) est supposée continue de x,t € Rx R i. e. ¢ € C°(R x R) (nous autorisons
le temps a étre négatif) lipchitzienne en z, uniformément par rapport a ¢ :

AL >0, VteR, V(r1,22) ERxR, |c(x1,t)—c(xe,t)| < Llry—x2. (1.6)

Pour simplifier un peu les aspects techniques des démonstrations, nous travaillerons avec
I’hypothése légérement plus forte suivante :

¢(+,-) est continiment dérivable en x
(1.7)
et AL>0, VteR, VzeR,

Remarque 1.1

Contrairement a ce qui se passe pour le coefficient de diffusion dans I'équation de la
chaleur, le signe du coefficient ¢ n’a aucune importance, en tous cas aucune incidence sur
lexistence ou non d’une solution. La vitesse peut donc prendre des valeurs positives et/ou
négatives. Il en est de méme pour le sens du temps. L’équation de transport peut s’intégrer
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[ indifféremment pour ¢ < 0 ou t > 0. C’est une équation réversible. ]

Remarque 1.2

Rappelons que, le fait que  — ¢(x,t) soit lipschitzienne entraine (c’est un résultat non

trivial de théorie de la mesure) que la dérivée au sens des distributions
Oc
z— —(x,t) € L7(R).
) (R)

En ce sens, les hypothéses (1.6) et (1.7) sont trés proches.

1.2.2 Solutions classiques du probléme de Cauchy

Définition 1.3: Solutions classiques du probléme de Cauchy

On dit que u est une solution classique de I'équation (1.4) si c’est une fonction C! de x et
de t et si elle satisfait (1.4) point par point, les dérivées étant prises au sens usuel.

Dans ce qui suit, nous allons montrer que le probléme (1.4) admet une unique solution classique.
On va montrer plus précisément que le probléme est bien posé, ce qui signifie qu’en plus de
I'existence et 'unicité d’une solution, on sait que la solution est contrélée, sous une certaine
norme, par les données. Cette propriété est essentielle quand on s’intéresse a ’analyse des EDPs
issus de la modélisation de phénoménes physiques et a leur discrétisation : une petite erreur sur
les données ( erreur liée par exemple & une mesure inexacte ou a une discrétisation) implique une
petite erreur sur la solution. On s’interdit donc les effets papillons ou les effets boule de neige!

Remarque 1.4: Sur la régularité des données

Le lecteur notera que, pour espérer l’existence d’une solution classique, il est nécessaire
que la donnée initiale u° soit C! et que la fonction c(-, -) soit continue en ses deux variables.
L’utilité de la condition de Lipschitz (1.6) (et méme de (1.7)) (qui est toutefois essentielle)
n’apparaitra qu’au moment oll nous exposerons la méthode des caractéristiques. Lorsque
u® est moins réguliére (u® € LP par exemple) on peut toujours donner un sens & I’équation
grace & la notion de solution faible. Ceci sera abordé plus en détail dans 1’étude des
équations hyperboliques non linéaires.

Commengcons donc par la définition du caractére bien posé d’un probléme.

Définition 1.5: Caractére bien posé au sens de Hadamard

On dit quun probléme est bien posé dans V', un espace vectoriel normé, au sens de
Hadamard si et seulement si il y a
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Existence il existe au moins une solution dans V' ;

Unicité il existe au plus une solution dans V' ;

Stabilité la solution dépend de facon continue des données dans le cadre de la topo-
logie de V, ou dit autrement sa norme dans V est controlée par les données.

Si nous cherchons une solution classique, I’espace naturel pour notre probléme est C!'(R x RT).
Il n’est pas évident d’introduire une norme pour I'espace C!(R x RT). Nous allons contourner
cette question en utilisant le fait que u? € C;(R) (ce qui est souvent le cas en pratique) et nous
allons chercher une solution dans

ov  Ov 0 "
Eet% ECb(RXR )}

ot CPR xRT):=C°%R xRT)N LR x RT).

Ci(R xRT) := {v € CP(R x RT),

On munit C} (R x R") de la norme

v = ||v|| oo + || =— o 4 || =— 0.
C L ot L ox L

Nous allons voir que la méthode pour montrer que le probléme est bien posé est constructive et
repose sur la technique des caractéristiques. Nous commencons par traiter le cas de la vitesse
constante puis nous étudierons le cas général qui est un peu moins explicite.

1.3 Reésolution de I’équation de transport a coefficients constants

1.3.1 Meéthode des caractéristiques et caractére bien posé

Dans le cas ou ¢(, -) est une fonction constante, c¢(x,t) = ¢, le probléme devient :
trouver u(x,t) : R x R™ — R tel que

ou ou

gu M 1) = R ‘

ey (xz,t)+c &B(m,t) 0, =xze€R, t>0, (i) 18)
u(z,0) = u’(z), xr € R, (11)

ott u” est la donnée initiale qui vérifie 'hypothése (1.5).

0 0 .
Dans ce cas, I'opérateur de transport e +c 7 peut s’interpréter comme un opérateur de
o

dérivation dans une direction oblique du plan (x,t) :

0 0 c 0 0\t
oo T Ve <1) Ver= (5 1)
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Par conséquent, les solutions classiques de (1.8) sont constantes le long de la famille de droites
du demi-plan (z,t) € R x RT paralléles au vecteur (¢, 1)?, c’est a dire 'ensemble des droites Dy,
dont ’équation s’écrit x — ¢t = xg avec zg € R :

Dy, ::{(a:,t)ERxR+/x—ct:xo}. (1.9)
Par définition, ’ensemble des droites {Dy,, o € R} est la famille des droites caractéristiques de
(1.8).

Une autre fagcon d’obtenir le méme résultat est d’utiliser la notion plus générale des courbes ca-
ractéristiques, dont la définition s’étendra facilement au cas de la vitesse variable, & des équations
de transport avec amortissement et aux équations hyperboliques non linéaires.

Définition 1.6: Courbes caractéristiques

On appelle courbe caractéristique, les fonctions X () telles que

On note qu’il y a un abus de langage dans cette définition : on dit que la fonction X (¢) est une
courbe alors que c’est t — (X(t),t) qui décrit une courbe dans le demi-plan (z,t) € R x R™.
Notons également que la dérivée dans le menbre de droite est droite car ¢ — u(X(t),t) est une
fonction (certes composée) qui ne dépend que de t. On rappelle que

d ou dX , . Ou
g WX (@), )] = - (X(),1) + —-(t) 5 (X(t), ).

Dans le cas de I’équation de transport a vitesse constante, par définition et en utilisant la relation
précédente, on trouve que les courbes caractéristiques vérifient
dX
dt

Les courbes caractéristiques sont donc des droites caractéristiques dans ce cas. Si on paramétrise

(t)=r¢c, t >0.

la famille des droites caractéristiques par la valeur notée xy qu’elles prennent en 0, chaque droite
caractéristique de la famille {X,,, o € R} est l'unique solution de I’équation différentielle
ordinaire (on notera EDO dans la suite)

dXy,
o0y =¢, t >0

a D=e (1.10)
XmO(O) = X0

ce qui implique que les droites caractéristiques sont d’équation
Vg € R, Xy (t) = ct + g
On retrouve les droites caractéristiques Dy, dont la définition (1.9) peut se réécrire

Dy = {(2,t) ERX R [ 2 = X, (1)} .
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t ol (D)

Zo pied de la caractéristique

FIGURE 1.2 — Droites caractéristiques {D,,, zo € R} représentées dans le
plan (z,t) :z =ct+xz9 = t = (x —x0)/c.

Les droites caractéristiques forment un fibrage du plan du demi plan (z,t) : elles remplissent
tout le demi-plan et elles ne se croisent pas (voir Figure 1.2) :

Dyy N Dy =0 pour xg # U Dy =R x RT. (1.11)
roER

En d’autres termes, par tout point (x,t), passe une droite caractéristique X,, et une seule :

V(z,t) R xRT, Jlzg € R telle que x = X, (t) etona x¢=x—ct.

Voyons maintenant comment construire u une solution classique de ’équation de transport (1.8)
a laide des droites caractéristiques. On suppose donc pour instant qu’il existe au moins une
solution classique. Nous allons bien évidemment utiliser la condition initiale. Le long des droites
caractéristiques { X5, (¢), o € R}, la solution vérifie

ou ou

+c

+ o
Vg € R, Vt € RT, [875 o

| (a0 =0,

car u est solution classique donc elle est solution de I’équation de transport pour tout (x,t) et
donc en particulier pour (z = Xg,(¢),t). De plus, on a

ou ou
+ -7 - _
Vzg € R, Vt € RT, [Bt +c &J (X (2),t) = g [u( Xz, (1), )]

par définition des courbes caractéristiques (voir Définition 1.6). On déduit de ces deux inégalités
que

d
Vro € R, Vt € RT, pm [u(Xzo (t),t)] =0
Si on fixe zp € R, on a donc que la fonction v(t) = u(Xz,(t),t) est une fonction constante :
v(t) = v(0) soit
VEERT,  u(Xy(t),t) = u(Xz(0),0) = u’(x0)
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ot on a utilisé pour établir la deuxiéme égalité la condition initiale pour u (voir (1.8)-(i1)) et la
condition initiale pour X, (voir (1.10)). Ceci étant vrai pour tout z¢ € R, nous concluons :

Vog € R, Vt € RT,  u(Xy(t), 1) = u®(z0)

La solution de I’équation de transport est donc constante le long des caractéristiques.

Plutét que de suivre les caractéristiques, nous allons chercher maintenant a établir une expression
pour la solution u(x,t) pour tout x € R et tout ¢+ € RT. Fixons donc (z,t) € RxR™. Pour calculer
la valeur de la solution au point (x,t) nous utilisons qu’il existe une et une seule caractéristique
qui passe par le point (z,t) (établie un peu plus haut) :

Alzg € R telle que v = X, (t) etona x9=xz—ct.
La solution u de (1.8) étant, si elle existe, constante le long de cette caractéristique, on a
u(z,t) =u(Xg(t),t) = uo(xg) = uo(a: —ct). (1.12)

Nous avons maintenant tous les éléments pour démontrer le caractére bien posé de 1’équation de
transport.

Théoreme 1.7

Pour toute donnée initiale u® € C}(R), le probléme (1.8) est bien posé dans C} (R x RT).

L’unique solution u € CL(R x R") est donnée par

V(z,t) e R x RT,  wu(z,t)

PREUVE: Soit u® € C}(R), nous allons montrer le caractére bien posé¢ dans C} (R x RT) en établissant
Pexistence, 'unicité et la stabilité de la solution classique.

Existence et stabilité : on pose pour tout (z,t) € R x RY, U(z,t) = up(z — ct). On a de manieére
évidente U € C1(R x R*) avec (en utilisant la formule de dérivation des fonctions composées) :

oUu du® ou du®
%(m,t) = %(x —ct) et —(x,t) = —c—x(fv —ct)

ot
ou on a utilisé que u° ne dépend que d’une variable donc sa dérivée est droite. Ceci nous permet de
déduire facilement que

ou ou
+ —_— —_— =
V(z,t) € R xR™, 5 (x,t)—i—cax (z,t) =0.

Nous avons également par définition de U que pour tout x € R, U(x,0) = u®(x). U est donc bien solution
classique de (1.8). De plus, on a bien U € C} (R x RT) car

du®
dx

at -
dzx o

L>(RxR*)

et Hf)‘_U

Ceci démontre également la stabilité par rapport aux données :

oU
10 e s = ]l o a0, H— =‘
(RXRH) AN 7

L>=(R)

Uy rxzry < (1+¢) [u’lcym)-
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Unicité : on a vu dans les pages précédentes que si il existe une solution classique, elle est nécessairement

donnée par 'expression du théoréme. |

Le graphe de la solution x — u(z,t) a U'instant ¢ fixé se déduit du graphe de la donnée initiale

ud

t=20

=

8

=} LT

o= —ct

(a) Condition initiale (b) Construction de la solution a U'instant ¢

FIGURE 1.3 — Solution de 1’équation du transport pour c > 0.

u’ par une translation de longueur ct selon I'axe des abscisses : la formule (1.12) représente
une fonction qui se propage (ou se transporte) sans déformation a la vitesse constante ¢ (voir la
figure (1.3)). Ceci justifie le fait que ’on appelle le coefficient ¢ vitesse de I’équation de transport.

Il est immédiat & partir du théoréme 1.7 de vérifier les propriétés suivantes.
— Propagation a vitesse finie. De facon évidente

supp v’ C [a,b] == supp u(-,t) C [a+ ct,b+ ct].

— Préservation de la régularité. De facon tout a fait évidente, la régularité en la variable
x de la solution u(-,t) est pour tout ¢ la méme que celle de u°.
— Conservation de la norme LP. Du fait de 'invariance de 'intégrale par translation, on
a évidemment
Vpel,4oc], VEeR", |u(t)|rr = ||u’|Lr -

ce qui signifie que 'application linéaire S(¢) : u® +— u(-, ) est une isométrie dans tous les

espaces LP. On a donc aucun effet de dissipation.

Quand on évoque la conservation de la norme L2, on parle souvent de conservation de 1’énergie.
Ce résultat est trés général et peut s’obtenir directement a partir de I’équation de transport (1.8)
(sans utiliser 'expression que nous venons d’obtenir). En effet, on suppose que u’ et sa dérivée
sont dans L?, comme la régularité est préservée il en est de méme de u(-,t) et Qu(-,t) pour tout
t. Quand on multiplie (1.8)-(%) par u et qu’on intégre x dans R, on obtient

+o0 +o0
vt € RT, / r;:u} (x,t)dm—i—c/ {guu} (x,t) dx = 0.
oo oo LOT

+00 9y +oo g 42 . o . )
Or e de = 9 |2 dr =0 ou on a utilisé qu'une fonction dans L*(R) dont la
0o Oz oo Oz
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¢ r=a+ct Supplu(-;t) r=>b+ct
u=20
[
u=~0 /’ //
J/ 3
a L b X
Supp u°

FIGURE 1.4 — Vitesse de propagation finie, cas constant.

dérivée est dans L? tend vers 0 aux infinis. Par conséquent

+oo

d +oo +o0o
vt € RT, p wr(z,t)de =0 = VteRT, / u?(z,t) dw:/ (u®)?(x) da

—00 —0o0
Nous pouvons également montrer ce résultat en utilisant la transformation de Fourier en espace,
dont nous rappelons les principales propriétés dans la section suivante.

1.3.2 Rappels sur la transformée de Fourier

Définition 1.8: Transformée de Fourier

La transformée de Fourier est définie par :
Fel'® L fe COR) N L®(R),

ou f est donnée par
. 1 00
k)= — z) e dg.
fo === [ t@
La transforméeF est injective et si f € L(R), on a la formule d’ inversion :

~ 1 oo
F1i)(x) = a::—/ k) e dk.
Fp@ =@ == [ W)
On rappelle également que F agit sur les opérateurs de dérivation :

of of
LYR), == e L'(R) = F (== ) =k Ff.
Par ailleurs, il est bien connu que F est un isomorphisme de L?(R) dans lui méme et qu’on a le

théoréme de Plancherel :
—+oco

v fe L(R), / )P di = / (@) de,

—0o0 —0o0

\

—+00
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On rappelle enfin que , si on définit le produit de convolution de deux fonctions dans L?(R) par

o0 oo
(Fr9)@i= [ Sy awdy= [ f) gl dy < L¥®),
oo oo
alors
F(fxg)=1r3
Enfin, nous rappelons les propriétés de la transformée de Fourier vis & vis des gaussiennes et d’un
changement d’échelle

7ﬁ ‘F71 7& ~ ‘Ffl ]_ €T
ez — e 2 et ulak) —> Eu(;) (a € R),
et finalement des translations (a € R)
VfeL*R), taf(x)=flzt+a) = F(raf)(k) = ™ Ff(k). (1.13)

1.3.3 Résolution de I’équation de transport a coefficients constants par Fou-
rier

Il est instructif de chercher a résoudre I’équation de transport (1.8) en utilisant la transformation
de Fourier en espace.
u(z,t)  —  alk,t).

On suppose que u” et sa dérivée sont dans L?, (comme précédemment la régularité est préservée)
il en est de méme de u(-,t) et dyu(-,t) pour tout ¢t. En appliquant la transformation de Fourier
spatiale & (1.8) on obtient pour tout k I’équation différentielle ordinaire

du
dt
ce qui donne, compte tenu de la condition initiale

vt e R, a(k,t) = e "M aO(k).

vt € RT, (k,t) +wcka(k,t) =0,

Le lecteur notera alors que
— L’expression de la solution classique donnée dans le théoréme 1.7 se retrouve en utilisant
les propriétés de la transformation de Fourier vis & vis des translations (voir (1.13)).
— On a en particulier
[ak, )] = [a° (k).
Grace au théoréme de Plancherel, on retrouve la conservation de la norme L2.
— On a également

U(k,t + At) = S(k, At) U(k,t), S(k,At) = e "FAL (1.14)
Le coefficient complexe S (k, At) € C qu'on appelle coefficient d’amplification
— est de module 1 : c’est la manifestation du caractére non dissipatif de 1’équation de
transport a coefficients constants,
— a une phase proportionnelle & k : c’est la manifestation du caractére non dispersif de
I’équation de transport & coefficients constants.
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1.4 Reésolution de I’équation de transport a coefficients variables

On cherche maintenant a résoudre (1.4) avec la vitesse ¢ qui dépend éventuellement de la variable
d’espace z et la variable du temps t et qui vérifie I'hypothése (1.6).

1.4.1 Meéthode des caractéristiques

Cette fois, 'opérateur de transport & coefficients variables

A
ot T g,

n’est plus vraiment un opérateur de dérivation oblique. Par contre, il peut s’interpréter, comme
nous allons le détailler, comme un opérateur de dérivation tangente le long d’une famille de
courbes, appelées courbes caractéristiques, qui vont jouer le role des droites {D,, z¢o € R} dans
le cas ou ¢ était constant. Géométriquement, ces courbes sont les courbes enveloppes du champ

de vecteur 2D
(1) — [ @D
b 1 N

Pour les introduire de facon plus analytique, on utilise la définition donnée dans la section

précédente :

Définition 1.9: Courbes caractéristiques

On appelle courbe caractéristique, les fonctions X (¢) telles que

[% Ny Z_Z] (X(@),1) = 7 [w(X(2),?)]

On rappelle que 4 5 X 8
(X0, 0] = S0, + S (0) LX), ),

Ainsi si u est une solution de (1.4) alors nécessairement les courbes caractéristiques vérifient

dX

%(t) =c(X(t),t), teR" (1.15)
Les courbes caractéristiques ne sont donc en général pas des droites. On peut s’intéresser main-
tenant & la famille des courbes caractéristiques {X,,, o € R} par la valeur notée zy qu’elles
prennent en 0. Chaque courbe caractéristique satisfait donc 'EDO

AdXpo
1) = e(Xa(0),1), ¢ ERT (1.16)
Xz (0) = o

L’hypothése (1.6) est précisément I'hypothése qui nous permet d’appliquer le célébre théoréme
de Cauchy-Lipschitz relatif & la résolution des équations différentielles ordinaires. Nous renvoyons
le lecteur a [Jean, 2017| pour une démonstration.
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Théoreme 1.10

Supposons que ¢ vérifie ’hypothése (1.6). Pour tout zg € R, le probléme (1.16) admet une
unique solution

t X (t) € CYR).

On utilise maintenant la méme démarche que dans le cas de la vitesse constante. On suppose qu’il
existe une solution classique et on cherche une expression de cette solution a I’aide de la méthode
des caractéristiques. Ainsi, comme le long des courbes caractéristiques {X,,(t), zo € R}, la
solution classique vérifie I’équation de transport (1.4)-(i) on a

ou ou
+ - - _
Vg € R, Vi € R™, [(‘% +C5’x] (X (t),t) =0,

et par définition des courbes caractéristiques (voir Définition 1.9), on déduit que

4 [u( Xy (), 1)] = 0.

V. R, Vt € Rt
X0 € K, < Cd

Comme dans le cas constant, nous avons
Vit € RY,  u(Xy(t),t) = u(Xy,(0),0) = u®(z0)

ou on a utilisé pour établir la deuxiéme inégalité la condition initiale pour u (voir (1.4)-(i1)) et
la condition initiale pour X, (voir (1.16)). Ceci étant vrai pour tout zp € R, nous concluons :

Vag €R, Vt € RT,  u(Xy(t),t) = u®(z0)
La solution de I’équation de transport est donc constante le long des courbes caractéristiques.

Cherchons maintenant a établir une expression de la solution classique u(x,t) pour tout z € R
et pour tout t € RT. Fixons donc (z,t) € R x R*. Existe-t-il une courbe caractéristique qui
passe par le point (z,t) 7 Si oui, est ce qu'il en existe une seule ? La réponse est beaucoup moins
évidente que pour le cas de la vitesse constante, oil les courbes sont des droites paralléles! Ré-
pondre & ces questions revient naturellement & chercher si il existe une unique solution de 'EDO

%(s) — o(X(s),9)), s € RF

X(t) =x.

(1.17)

Notons que comme le temps t fixé est maintenant utilisé, nous allons noter s la variable tempo-
relle dans ’EDO.

L’existence et I'unicité de la solution de cette EDO est également donnée par le théoréme de
Cauchy-Lipschitz.
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Théoreme 1.11

Supposons que ¢ vérifie 'hypothése (1.6). Pour tout (z,t) € R x RT, le probléme (1.17)
admet une unique solution

s X(s;2,t) € C'R).

L’application X (-; -, -) ainsi définie est appelée flot de ’équation différentielle (1.15).

\ J

Nous pouvons facilement relier les notations des théorémes 1.10 et 1.11 :
Vg €R, Vs € RT, X, (s) = X(s;0,0). (1.18)

Nous savons donc maintenant que pour tout (z,t) € R x RT, il existe une unique solution
s — X (s; x,t) du probléme de Cauchy :

0X ‘
E(s; :L‘,t) = C(X(S; l’,t)a 8)7 s € R, (l) (1.19)

X(t;x,t) =z (i)

Notons qu’il faut déterminer la solution de (1.19) aussi bien pour s < ¢t que s > t.

Remarque 1.12

Dans le cas ol ¢ est constant, il est facile de montrer que
V(z,t) ER xR, Vs € RT, X(s;z,t) =2+ c(s—1).

On a en particulier X (0; z,t) = x—ct. On retrouve 'expression du pied de la caractéristique
qui passe par le point (x,t).

\ J

Nous pouvons maintenant mettre en place la méthode des caractéristiques. Supposons que (1.4)
ait une solution classique. Pour calculer sa valeur en (x,t), nous savons maintenant qu’il existe
une unique courbe caractéristique C(z,t) qui passe par le point (z,¢). On montre comme précé-
demment que u est constante le long de la caractéristique C(x,t) :

Vs € RT, % [u(X(s;z,t),s)] =0.

Autrement dit :
VseRT, wu(xt)=u(X(s;z,t),5).

En particulier, en prenant s = 0, on introduit naturellement le pied de la caractéristique C(z,t),
a savoir (X (0; z,t),0) et on obtient en utilisant la condition initiale :

u(z,t) = u’ (X(0; 2,t)) . (1.20)

Pour montrer que la fonction ainsi définie est bien solution classique de (1.4), il faut établir
quelques propriétés des courbes caractéristiques.
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1.4.2 Propriétés des courbes caractéristiques

Nous appellerons courbe caractéristique de (1.4) toute courbe intégrale de (1.19) pour (x,t) fixé,
c’est a dire la courbe du plan (y, s) (paramétrée par s) définie par :

Clz,t) = {(y,s) ERxR tel que y=X(s;x,t) }

La courbe C(xz,t) est la caractéristique de (1.4) qui passe par le point (x,t). C’est I’équivalent
des droites caractéristiques du cas précédent.

Nous allons maintenant établir quelques propriétés des courbes caractéristiques qui se traduisent
en travers de celle de la fonction X et leur démonstration est simplement un exercice d’appli-
cation (répétée) du théoréeme de Cauchy-Lipschitz et principalement du résultat d’unicité associé.

La premiére propriété précise ce qui est presque une tautologie, & savoir que deux courbes ca-
ractéristiques C(x,t) et C(2/,t’) coincident si et seulement si (z,t) et (2/,¢') appartiennent a une
méme trajectoire de 1"équation différentielle (1.15).

Proposition 1.13

Clx,t) =C(2,t) <= 2'=X{t;2t) = z=X(t21). (1.21)

En termes du flot X, cela traduit la relation fondamentale.

V(t,t)eRY VseR, X(s;x,t)=X(s; X(t;xz,t),t). (1.22)

Cette propriété exprime une propriété (assez intuitive d’ailleurs) dite de semi-groupe de ’équa-
tion différentielle (1.15) qui exprime le fait qu’intégrer (1.15) de s & t en partant de la position x
équivaut a intégrer (1.15) d’abord entre ¢ et ¢’ pour calculer X ('; x,t), puis repartir de ¢’ pour
aller jusqu’au temps s & partir de la nouvelle position « initiale » X (#'; x,t) au temps t'.

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.13 : Démontrer (1.22) est essentiellement un jeu d’écriture. Fixons
t,t" et x et introduisons les deux fonctions de la variable réelle s

Yi(s) = X(s; z,t), Ya(s) = X(s; X(t'; z,t),t).
Par définition de X (-; -,-) (voir (1.19)), Y7 et Y5 satisfont la méme équation différentielle du premier
ordre :

dYh dYp
Ehs) = cMils)s), T2 = eVals), ).

De plus si on regarde en s = t/, il vient grace a (1.19-(ii))
Yo(t') = X(t'; X(t'; x,t),t') = X(t'; z,t) = Y1(¥').

Grace au théoréme de Cauchy-Lipschitz (et plus précisément le résultat d’unicité), nous savons que Y7 et
Y5 coincident pour tout s, ce que nous voulions démontrer.
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C(x070)

[/

FIGURE 1.5 — Courbes caractéristiques C(z,t).

a

Démontrons la premicre équivalence de (1.21). La seconde se déduisant de la méme fagon. L’égalité
C(z,t) = C(a',t') entraine en particulier que (z’,t') appartient & C(z,t) ce qui veut dire que 2/ =
X (t'; z,t). La réciproque repose sur (1.22). En effet, si 2’ = X (t';2,t), on a

c@',t) = { s, X(s; 2/,t)), s ER}, par définition)

i
R

par hypothése)

par (1.22))

par définition)

s, X (85 xt SER},

( (
(5, X (s; X (5 xt)t)),sE]R}, (
( (pa
( (

~~
—

x?
|
Par ailleurs, & un instant ¢ donné, ’ensemble des courbes caractéristiques C(z,t) forme, quand

x décrit R un ensemble de courbes disjointes qui remplissent le plan : on dit qu’elles forment un
fibrage du plan (voir le schéma de la figure 1.5).

Proposition 1.14

C(z,t)NC(x',t) =0 pour z # 2’ et U C(x,t) = R2 (1.23)

zeR

Cela se traduit en termes de I’application X par la propriété suivante.

Pour tout (s,t), 'application x +— X (s;x,t) est une bijection de R dans R.  (1.24)
et I'inverse est donnée par

V(s,t) eERxR, V(zr,y) eR, y=X(s;z,t) <& x=X(t;y,s), (1.25)

\ J

Ceci exprime que pour revenir de x & x, on peut tout d’abord aller au point X (s; x,t) en inté-
grant de ¢t & s en partant du point z a l'instant ¢, puis revenir en x en intégrant en marche arriére
de s a t, en partant du point X (s; x,t) a 'instant s.



22 CHAPITRE 1 : Introduction aux problémes hyperboliques linéaires

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.14 : L’injectivité de X(s; -,t) est une conséquence de Cauchy-
Lipschitz : si X(s; x,t) = X(s; 2/,t), les fonctions 7 — X (7; z,t) et 7 — X(7; 2/,t) seraient deux
solutions de (1.15) qui coincideraient en 7 = s. D’aprés le théoréme d’unicité, on en déduit qu’elles sont
égales pour tout 7 et donc pour 7 =t ce qui donne z = z’ compte tenu de (1.19-(%)).

Si nous choisissons t = s et t' = ¢ dans (1.22) nous obtenons, compte tenu de (1.19-(%i)),
= X(s; X (t; x,8),1),

ce qui démontre a la fois la surjectivité de X (s; -, t) et la formule (1.25).
Finalement, la propriété (1.23) ne fait que traduire géométriquement la bijectivité des applications
X(s; -, 1). |

Enfin, sous I’hypothése (1.7), on peut démontrer (mais ce n’est pas si évident que cela) que X
est également une fonction de classe C! par rapport aux variables z et t et que les fonctions

s Xl 1) = o (s5,0),

. X
s — Xy(s;x,t) = %—t(s;x,t),

sont respectivement les solutions des équations différentielles linéaires

0X, Jdc .
. — —(X(s; Xa(s;2,t) =0, R,
‘88 (vavt) 31'( (37x7t)73) (S x t) 0, s¢€ (1.26)
Xz(t§x7t) =1
et .
8Xt 60 Y
‘8_8(87.%'715)_%()((571'715)78) Xt(S,l‘,t) =0, seR, (127)
Xt(t;l‘,t) = _C($7t)'
Ces équations s’intégrent « & la main » et on obtient :
X S
a_(s’x7t) = exp / @(X(T,.f,t),'r) dr ) (Z)
Ox ¢ Ox
(1.28)

Sty = —ctot) e ([ S X rimnn) ar). @)

En particulier on voit que s étant fixé la fonction (z,t) — X (s; x,t) vérifie une équation aux
dérivées partielles qui n’est autre que I’équation de transport.

Proposition 1.15

Supposons que c vérifie 'hypothése (1.7). Alors, x — X (s;,t) et t — X (s;x,t) sont des
fonctions C! et on a

Vs € RT, aa—)t((s; x,t) + c(z,t) %—f(s; z,t)=0, z€R,tecR". (1.29)
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AUTRE PREUVE DE (1.29): On peut démontrer (1.29) & partir de (1.22). En effet, dérivons (1.22) par
rapport a ¢/, (x, s,t) étant fixés. En utilisant le théoréme de dérivée composée, il vient :

0X

_ X 0X
ot

X
6 X(0 0, 0) + DX (s X (s ), ) S (8 1),

0 Ox ot

c’est dire , compte tenu de (1.19-(%))

aa—)t((s; X(t's z,t),t") + c(X(t; x,t), 1) 88—;((5, X(t'; z,t),t") =0.

En choisissant ¢’ = ¢ et en utilisant (1.19- (7)), nous aboutissons a (1.29). [ |

Remarque 1.16

L’expression (1.28) montre que

0X
%(s,%t) > 0,

et par conséquent que, pour tout (s,t) € R x R, la fonction x — X(s; x,t) est stricte-
ment croissante. On peut ainsi retrouver le résultat d’injectivité de cette fonction (voir la
proposition 1.14).

Remarque 1.17

Si ¢ ne vérifie que 'hypothése (1.6), on peut montrer que X admet presque partout des
dérivées partielles par rapport aux variables x et ¢ qui sont toujours caractérisées par les
équations (1.26) et (1.27), la dérivée en x de ¢ étant prise au sens des distributions.

1.4.3 Caractére bien posé

Nous avons maintenant tous les éléments pour montrer qu’il existe une unique solution classique

de (1.4).

Théoreme 1.18

Supposons que la fonction ¢ vérifie (1.6). Pour toute donnée initiale u® € C'(R), il existe
une unique solution u € C{(R x R") du probléme (1.4) qui est donnée par

V(z,t) € Rx RT, wu(z,t) = u(X(0;z,1)).

PREUVE: Nous allons démontrer le résultat pour ¢ vérifiant ’hypothése plus restrictive (1.7). En effet,
dans ce cas, nous allons pouvoir utiliser la proposition 1.15. Le cas plus général se traite de maniére
similaire en remplagant les dérivées du flot prises au sens classique par des dérivées prises au sens des
distributions (voir la remarque (1.17)).

Existence : on pose pour tout (z,t) € R x RT, U(z,t) = uo(X(0;z,t)). Comme u® est C! et d’aprés
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la proposition 1.15, on a que U € C'(R x RT) avec (en utilisant la formule de dérivation des fonctions
composées) :
ou du® 0X ou du® 0X
t)eRxRT, —(z,t) = —(X(0;z,t)) — (0;2,t) et ——(x,t) = —(X(0;2,t)) —(0; 2,1
(0.0) €RX R, T0(a,0) = To(X(00,0) T (0,0) et S(et) = SH(XO0,1) S (05,0)
ot on a utilisé que u° ne dépend que d’une variable donc sa dérivée est droite. Ceci nous permet de
déduire que
ou ou du® 0X 0X
(z,t) € R x RT, E(m,t) + c(x,t)a—x(x,t) = %(X(O;x,t)) E(O;m,t) + c(x,t)%(o;x,t) =0
ol on a utilisé la Proposition 1.15. Ceci prouve que U vérifie (1.4)-(3). Par définition X (0;z,0) = x donc
pour tout z € R, U(z,0) = u°(z), soit (1.4)-(4i).
Unicité : nous avons vu précédemment que s’il existe une solution classique, elle vérifie nécessairement
(1.20) et ce pour tout z € R et pour tout t € RT. [ |

Remarque 1.19

En utilisant la remarque 1.12, on retrouve avec ce théoréme, le cas particulier de la vitesse
constante (voir le théoréme 1.7).

On peut démontrer aisément & partir de la formule que certaines propriétés de I’équation de
transport & coefficients constants sont préservées.

Proposition 1.20

La solution u se propage a vitesse finie (voir la figure 1.6)
supp v’ C [a,b] = supp u(-,t) C [X (¢ a,0), X(t; b,0)] (1.30)
Elle vérifie la propriété de stabilité suivante

Vi>0, sup ’U,(l‘,t) = sup uo(m)v inf ’U,(l‘,t) = inf uO(m), ||u('at)||L°°(RXR+) = ||u0||L°°(R)
xER TER zeR z€R
(1.31)

\ J

En revanche certaines propriétés sont perdues. Ainsi, comme les caractéristiques peuvent s’écar-
ter ou se rapprocher au cours du temps, la solution ne se propage pas a vitesse constante (elle
peut « ralentir » ou « accélérer ») et le profil (ou graphe) de la solution u(-,t) va se déformer au
cours du temps. De ce fait, on n’a plus en général conservation de la norme LP de la solution
pour p < +o00.

De plus, d’aprés la proposition, il y a stabilité dans L* mais en général, celle-ci n’est pas vraie
dans C{ (R x RT). En effet, cela va dépendre du caractére borné ou non des quantités données
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4

Supp u°
FIGURE 1.6 — Vitesse de propagation finie, cas variable.

dans (1.28) (voir la preuve du théoréme 1.18). Comme c vérifie '’hypothése (1.7), on montre que

<CO(T) =€t

X
V>0, Ha—m;-) <
Ox L (Rx(0,T))

ou L est la constante qui apparait dans (1.7). Ceci implique que

dud

ou du”
ox dz

< C(T) ‘

L (Rx(0,T)) Lo®)

La constante peut donc dépendre de I'instant final 7', et cette constante pourrait étre non bornée
quand T' — +oo. De plus, comme la dérivée partielle de v par rapport a t est reliée a sa dérivée
par rapport & x au facteur —c(x,t) prés, si ¢ n’est pas bornée par rapport a x, cette dérivée
partielle n’est en général méme pas dans L>(R x (0,7)).

En conclusion, le résultat de stabilité dans C} (R x RT) (et donc le caractére bien posé) ne peut
pas étre établi en toute généralité. Il faut étudier cet aspect au cas par cas.

1.5 Systémes hyperboliques linéaires

1.5.1 Systémes hyperboliques linéaires

Pour simplifier, nous nous limiterons dans ce qui suit aux systémes hyperboliques linéaires &
coeflicients constants.

Considérons un systéme du premier ordre composé de n equations du premier ordre avec n
inconnues {u;j, j =1,...,n}, qui s’écrit sous la forme suivante :

Ou; - ou; ,
8—;(a:,t)+j;aija—xj(w,t) =0, i€{1,2,...,n}, z€R, t>0,

ui(x,0) = ud(z), i€{l1,2,...,n}, z € R,

i

(1.32)
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0 0

ott (u,uY, ..., ud) sont des données initiales. On cherche ici la solution (uy(x,t), uz(z,t), . .., un(z,t)),

avec € R et t € RT. La matrice de taille n par n

A= (aij)ieqn],jepin] € Mnxn(R),

est donnée et le systéme (1.32) s’écrit sous forme matricielle

Jdu ou

— A— = R

5 (x,t) + o (,t) =0, z€R, t>0, (1.33)
u(z,0) = u®(z), z €R.

ou pour tout (z,t), u(x,t) € R™ est un vecteur colonne ot u;(z,t) = u;(z,t) pour tout i € [1,n]
0
i
Un exemple pour n = 2 est ’équation des ondes 1D (1.2), voir la Section 1.1.2, ou

et pour tout z, u®(x) € R™ est un vecteur colonne tel que u?(z) = u?(x) pour tout i € [1,n].

Définition 1.21: Systéme hyperbolique

Considérons le systéme linéaire (1.32) (ou (1.33)),

1. ce systéme est dit hyperbolique si et seulement si la matrice A est diagonalisable
dans R. On note A;, 1 <[ < n ses valeurs propres ordonnées,

2. ce systéme est dit strictement hyperbolique si les n valeurs propres sont distinctes,
on a alors A\ < ... < A\yp.

Si le systéme (1.33) est hyperbolique, il existe une matrice A diagonale et une matrice de passage
P telle que A =PAP™!, avec :

A1
A2

An

Posons pour tout (z,t), v(z,t) = P~ u(z,t) et pour tout z, v®(z) = P~! u’(x). En multipliant la
premiére équation de (1.33) par P~!, on trouve un nouveau systéme hyperbolique oil I'inconnue
est v et la matrice qui apparait est A. La matrice A étant diagonale, ce systéme s’écrit comme
n équations de transport découplées dont les inconnues v;(x,t) sont les composantes de v(x,t) :

Ov; ov; .
a—tj(az,t)+)\j6—;(x,t):0, j=12---.n, xR, t>0,
Uj($,0)=’0?($), j:172v"'anv z e R

On en déduit le résultat suivant.



1.5 Systémes hyperboliques linéaires 27

Théoreme 1.22

Supposons que le sytéme (1.33) soit hyperbolique. La matrice A s’écrit donc A = PA P!
ou A est la matrice diagonale de valeurs propres A\; < ... < A,.
Alors pour tout u® € (C}(R))™, ce probléme de Cauchy est bien posé et 1'unique solution
classique est donnée par :

u(z,t) =Pv(z,t),

vj(z,t) = v?(x — \jit),

vO(z) =P~ 1ul(2).

Ainsi, I’étude des systémes hyperboliques linéaires en dimension un se raméne faci-
lement a I’étude de plusieurs équations de transport découplées.

1.5.2 L’équation des ondes en dimension 1

Nous allons donner ici des résultats spécifiques & I’équation des ondes 1D :

Pu 0%

W—szo, fL’eR,t>0
u(z,0) = ul(z), reR (1.34)
ou

J— — 1
o (x,0) =u(x), ze€R

Nous avons vu a la section 1.1.2 que l'équation des ondes (1.34) se met sous la forme d’ un
systéme d’équations d’ordre 1 (les dérivées ne sont que d’ordre 1) :

ou A8u

ot Ao =Y
ou
du
u=| o o0 A=| 0 T¢I (1.35)
ou —c 0
Cax

Il est facile de voir que le systéme obtenu est hyperbolique. Nous pouvons donc appliquer le
résultat de la section précédente et nous obtenons la trés célébre formule de d’Alembert.

Théoreme 1.23: La formule de d’Alembert

Toute solution de I’équation des ondes homogeéne (1.34) se décompose sous la forme
Vr €R, Vt e RY, wu(z,t) =ut(x,t) +u (z,1).

— ut(z,t) = f(x — ct) est une onde progressive se propageant a la vitesse ¢ dans la
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direction =z > 0 :
Vz eR, Vt e RY, ut(z,t+T)=u"(xz—cT,t), T>0

(le graphe de © — u™t(z,t + T') se déduit de celui de x — u™ (x,t) par une simple
translation de ¢TI vers la droite). Une telle solution est constante sur les droites
{z = zy + ct, xop € R}. Cette famille de droites constitue ce que 'on appelle
la premiére famille de droites caractéristiques associée a I’équation des ondes (1.34).

— u (x,t) = g(x + ct) est une onde progressive se propageant a la vitesse ¢ dans la
direction z < 0 :

VzeR, VteRY, u (z,t+7T)=u (z+cT,t)

(le graphe de x — u™ (z,t + T') se déduit de celui de  — u™ (x,t) par une simple
translation de L = ¢T vers la gauche). Une telle solution est constante sur les droites
{z = xy — ct, zy € R} qui constitue la seconde famille de droites caractéristiques
associée a ’équation des ondes (1.34).

Plus précisement, nous avons

(uo(x +ct) +ul(z — ct)) + % /93+Ct ul(s)ds. (1.36)

=@

N =

u(z,t) =

\ J

PREUVE: On diagonalise aisément la matrice A donnée dans (1.35) sous la forme A = PAP~! ot :

S ARSI S

Avec v(z,t) = P~ u(z,t) et vo(z) = P lug(z), on a de maniére évidente :

00
) ul(x) — caa—x(x)

Vo(l‘) = 5 (9’(1,0
ul(z) + c%(x)

d’ott 'on déduit immédiatemment que :
ou? Ou?

o ) ul(m—ct)—l—ul(x—l—ct)—ca%(m—ct)—i—ca%(m—&—ct)
u(z,t) = =
2 —ul(x—ct)+u1(x+ct)+ca—uo(x—ct)+ca—uo(m+ct)
Ox Ox
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Alors, en intégrant par rapport au temps la premiére composante du vecteur u ci-dessus, on obtient :

1 t 1 t tao tao
ety =) =5 [weredst g [we—enas+§ [ G- [

(x — cs)ds,

soit, aprés deux changements de variable évidents :

@ty =2 [ wds— 2 [T i e)ds + L0+ ct) + 20w — et
UI’7 —20 : U \Ss S 2C ; u (s S 2U T C QU X C ,

et donc la décomposition demandée avec :

1 1 xT 1 x+ct
ut(z,t) = §u0(a: —ct) + % /m_ct ut(s)ds et u”(z,t) = §uo(x +et)+ %/I ut(s)ds,

ce qui donne la célébre formule de d’Alembert donnée dans le théoréme. |

La formule (1.36) montre que la valeur de la solution u au point x a l'instant ¢ ne dépend que des
valeurs des données initiales dans l'intervalle [z — ct; x + ct]. Cet intervalle est aussi la base du
cone caractéristique (ou cone de dépendance) D(x,t) issu du point (x,t) qui est le cone délimité
par les deux droites caractéristiques de 1’équation des ondes qui passent par le point (x,t) (voir
la figure 1.7) :

D(z,t) = {(y,s) ,0<s<t, ly—z| <eclt— s)}

8

xr —ct x + ct

FIGURE 1.7 — Le cone de dépendance D(z,t) associé au point (z,t).

On en déduit que la solution se propage a vitesse finie au sens o1, si on part des données a
support compact, la solution reste & support compact a tout instant. Plus précisément (voir la
figure 1.8) :

Supp u® U Supp u' C [a,b] = Supp u(-,t) C [a — ct;b + ct]

1(’8u

Enfin, il est naturel d’associer a toute solution u de (1.34) la densité d’énergie :
2 2
ou
) == (|5 —| (a,t )
e(@,t) 2\ |0t 8:17‘ (%)

(z,t) + ¢
On dit que la solution u est d’énergie finie (les solutions qui ont un sens physique sont générale-

ment d’énergie finie) dés que :

E(t) = /Re(x,t)dx < +o00,
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t Supp u(-;t)

Supp v’ | J Supp u'

FI1GURE 1.8 — Propagation a vitesse finie pour 1’équation des ondes

ou E(t) est par définition ’énergie totale de la solution.

Théoreme 1.24: Conservation d’energie

Il y a conservation d’énergie au cours du temps :

vteRY, —(t)=0

ou
PREUVE: En multipliant ’équation des ondes par —, on obtient :

ot
Pudu 0% du

ot “ 2ot

Nous observons ensuite aprés avoir intégré en espace que :

Pudu _11(/
Loz ot T 2at\ Jy

alors que, moyennant une intégration par parties :
2

0%u Ou 2 d
— 2 - _
<)oz ar®® th(/R d"’/’)’

Ainsi en ajoutant ces deux derniéres égalités, on obtient le résultat espéré. |

2

d:c) ,

ou
ot

B_u
or
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1.6 Exercices

Exercice 1 (Equation d’advection avec un terme d’absorption) On considére l’équation
d’advection avec un terme d’absorption :

ou ou
o ca—:—au pourx € R, t>0,

t x (1.37)
u(z,0) = u’(z) pour x € R,

ot >0 et u® € CL(R) = {v € CH{R) N L®(R), v' € L=(R)}.

Question Résoudre ce probléme en adaptant la méthode des caractéristiques.

Exercice 2 (Equation des ondes) On considére le probleme de Cauchy pour [’équation des
ondes en une dimension d’espace.

w—c?:(), pouTl‘ER, t>0,
u(z,t =0)=u’(x)  pourx €R, (1.38)
ou

—(z,t=0) =ul(x) pourzeR.

On supposera que ¢ > 0.

Question 1. Mettre le probléme sous forme d’un systéme du premier ordre

ou ou
LA = 1.
En + 97 0, (1.39)

assorti de la condition initiale,

ow l’on précisera la matrice A, le vecteur u et la condition initiale u®. Est ce que ce systéme est

hyperbolique ?

Question 2. En diagonalisant A, mettre le systéme précédent sous la forme de deux équations
de transport indépendantes.
En déduire lexpression de la solution u(x,t).
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Question 3. On suppose que le support des fonctions u® et u' est inclus dans un intervalle
[a,b] et on pose

Dt ={(z,t) eRxR", x>0b+ct}

D™ ={(z,t) eRxRT, x<a-—ct}

DV={(z,t) ERxRT, b—ct<az<atct}
Montrer que la solution est constante dans chacun de ses domaines et préciser la valeur de ces
constantes. Commenter le résultat quand la moyenne de u' est nulle. Question 3

Question 3. On s’intéresse maintenant a la résolution de l’équation (1.38) sur le demi-espace
R4. Pourquoi le probléme est-il mal posé ¢

On impose donc une condition sur le bord x =0 :
w(0,t) = Av(0,t), Vt>0, (1.40)

ot A € R est un paramétre, v(x,t) désigne la composante de U(x,t) dans la base propre de C' qui
se propage G la vitesse —c et w(x,t) celle se propageant a la vitesse c.

(a) Donner lexpression de la solution en fonction de u®, u' et \.

(b) Formuler le principe des images. En particulier, on montrera que
— le probléme avec condition au bord de Dirichlet u(0,t) = 0 est la restriction au demi-
espace x > 0 du probléeme de Cauchy sur R obtenu en prolongeant les conditions
initiales u®(x) et ul(x) par imparité ;
— le probléeme avec condition au bord de Neumann 0,u(0,t) = 0 est la restriction au
demi-espace x > 0 du probléme de Cauchy sur R obtenu en prolongeant les conditions
initiales u®(x) et u'(z) par parité.

Exercice 3 (Equation d’advection avec condition au bord) On s’intéresse a la résolution
de l’équation d’advection sur un intervalle semi-infing :

?+C?:O pour z € Rt, ¢t >0,
t T (1.41)

uw(x,0) = u’(z) pour x € RY,

ot u® € CHRT) = {v e CHRT) NL>®(RT), v/ € L®(RT)}.

Question 1.  On suppose que ¢ < 0. Tracer les caractéristiques. Montrer que le probleme (1./1)
admet une unique solution.

Question 2. On suppose que ¢ > 0. Montrer qu’il n’y a pas unicité de la solution du probléme
(1.41).
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Question 3. Pour pallier le défaut d’unicité, on ajoute la condition
u(0,t) = g(t), pourt >0, (1.42)

o g € C(}(Rﬂ. Montrer que le probleme (1./1) admet une unique solution de classe C* que l’on
déterminera si et seulement si on a :

g(0) = u°(0), et ¢(0)+cu(0)=0. (1.43)

Question 4. (Estimation d’énergie). On se propose ici de retrouver la nécessité d’imposer une

condition sur le bord t = 0 lorsque ¢ > 0 par une méthode d’énergie pour que le probléme admette

0

une unique solution. On suppose que u” est a support compact pour simplifier.

Montrer que toute solution de (1./1) d’énergie finie vérifie ’identité d’énergie :

d (1 9 _c 9
7 (2 /R+ lu(z, t)] dm) =3 lu(0,t)|, Vt>0, (1.44)

Etudier donc l'unicité de la solution en distinguant ¢ <0 et ¢ > 0.

Exercice 4 (Equation d’advection avec coefficients variables) On considére [’équation de
transport lincaire en dimension 1 :

(?;L%—c(a:,t)guzo pourx € R, ¢ >0,
t x (1.45)
u(x,0) = u%(z) pour z € R,

ot ¢(x,t) = sinz sint.

Question 1. FEcrire ’équation différentielle ordinaire pour les courbes caractéristiques s +—»
X (s;20,0) passant par (x¢,0).

Question 2. Montrer sans faire de calculs que
(a) X(s;20+2m,0) = X(s;20,0) + 27 ;
(b) X(s;—wo,0) = —X(s;0,0);

(c) xo =km, k€ Z = X(s;x0,0) = zq, Vs.
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Déduire, a partir de (a) et (b) qu’il suffit de déterminer les courbes caractéristiques s — X (s;xo,0)
pour zg € [0, 7] pour les connaitre pour tout xg.

Déduire a partir de (c) que

xo €10, 7] = X(s;20,0) €]0,7[ pour tout s> 0.

Question 3. Résoudre l’équation différentielle ordinaire que vous avez trouvée a la question 1
pour zg € [0, ).
x
Indication : différencier Intan 5
Question 4. Tracer les 5 courbes caractéristiques X (s; xg,0) pour

, T, s€0,4n]

Pour xy = £m/2, aprés avoir montré que la fonction s — X (s;x0,0) est strictement monotone
pour s €]0, [, on se contentera de donner l'allure des courbes et éviter une trop longue étude de

fonction.

Question 5. Si Supp u° = [—g, g], trouver Supp u(-,t) en fonction de t.

Exercice 5 (Equation de transport a vitesse variable) On considére I’équation de trans-
port a vitesse variable

ou ou

2 o R

T +c(:1:,7§)8aC 0, zeR, t>0,
u(z,0) = u’ ()

ot u® € CH(R) et c(z,t) sera définie dans chaque question.

Question 1.  On suppose que c(x,t) = x. Est ce que le probléeme est bien posé dans Cl} (RxRT) ?
Tracer les caractéristiques dans le plan (z,t). Calculer la solution classique en tout point x et

tout temps t.

Question 2. On suppose que c(x,t) = 1 pour x < 1 et c(x,t) = = pour x > 1. Est ce que
le probleme est bien posé ¢ Tracer les caractéristiques dans le plan (x,t). Calculer la solution

classique en tout point x et tout temps t.

Question 3. On va considérer maintenant un cas ot la fonction c(x) est discontinue en x = 0.
On sort alors du cadre du cours. Plus précisément, on suppose maintenant que c(xz,t) = 1 pour
x <0 et c(x,t) =x pour x > 0.
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Question 3a. On cherche une solution u(x,t) qui soit une solution classique dans chacun des
demi-espaces x < 0 et x > 0. Montrer, a l’aide de la méthode des caractéristiques que la fonction
u est alors entierement déterminée. Montrer que cette fonction est discontinue en général.

Question 3b. A quelle condition sur la donnée initiale u®, la fonction est-elle continue a travers
x =02 Montrer que dans ce cas, il s’agit d’une solution "classique” au sens ot u € C'(R x RT)
et ou l’égalité

ou ou
— 4+ c¢(x,t =0
est satisfaite en tout point de R x RT.
Question 4. On reprend la question précédente avec c(x,t) = —1 pour x < 0 et c(z,t) = x

pour x > 0.

Question 4a. Montrer que la recherche d’une solution classique par morceaux ne la détermine
entierement que dans une zone du demi-plan R x Rt que l’on précisera. Donner la forme générale
d’une telle fonction.

Question 4b. Montrer que la fonction u est entiérement définie si on lui impose d’étre glo-
balement continue. Montrer que cette fonction est de classe C si la dérivée de u® est nulle
Porigine et qu’il s’agit alors bien d’une solution classique au sens défini a la question 3.b.






CHAPITRE

Problemes hyperboliques non
linéaires : étude des lois de
conservation scalaires

2.1 Lois de conservation

2.1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux équations scalaires de la forme :

ou 0
o L (w) =0, (2.1)

ou f est une fonction réguliére de u. Comme nous I’expliquons au paragraphe 2.1.2, cette équation
traduit la conservation de la quantité u. On dit qu’il s’agit d’une loi de conservation.

Remarque 2.1: [’équation de Biirgers

L’exemple typique souvent rencontré dans la littérature est 1’équation aux dérivées par-

ou 0 [u?
Ejt%(?) =0, (2.2)

tielles de Biirgers :

c’est a dire f(u) = u?/2.

Notre objectif est de résoudre le probléme de Cauchy, qui consiste a trouver une fonction u(z,t)
telle que 'on ait :

ou 0
ot Oz
u(z,0) = u’(z), Vx € R,

(f(u) =0, VzeR, Vt>0,

ot la condition initiale uY est une fonction donnée.

Notre but dans ce chapitre est d’ébaucher la théorie de ce probléme. Nous montrerons tout
d’abord comment, quand la condition initiale est assez réguliére, déterminer la solution classique,
quand elle existe, par la méthode des caractéristiques (voir la section 2.2.1). Cependant, de

37
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par le caractére non-linéaire de 1’équation, de telles solutions classiques n’existent pas toujours
globalement en temps : il peut exister un temps fini, appelé temps d’explosion ou la solution
classique tend a devenir discontinue. Ces discontinuités sont appelées des chocs. Aprés ce temps
d’explosion, la solution physique u ne peut étre qu’une solution faible du probléme, c’est a dire
une solution au sens des distributions (voir la section 2.3.1). Nous montrons notamment que la
vitesse de propagation des chocs doit vérifier une condition, appelée condition de Rankine-
Hugoniot (voir la section 2.3.2).

Mais on vérifie aisément qu’il n’y a pas unicité de la solution faible du probléme de Cauchy.
L’unique solution physique est celle qui vérifie une condition supplémentaire dite condition
d’entropie (section 2.3.3). Pour conclure (section 2.4), nous calculons explicitement la solution
dans le cas du probléme dit de Riemann a 2 états o la condition initiale u° est de la forme :

ug si x <0,
0/, —
u(z) =

ug si x> 0.

Nous étudierons ensuite le probléme de Riemann a 3 états. Cette étude théorique du probléme
continu est un préalable indispensable a ’étude des schémas d’approximation par différences fi-
nies que nous présenterons dans le chapitre 4. En effet, une méthode numérique de discrétisation

devra tenir compte au mieux des propriétés de la solution du probléme continu.

Nous considérerons la plupart du temps une fonction f réguliére mais quelconque. Toutefois, on
verra que, lorsque la fonction f est strictement convexe (dont le prototype f(u) = u?/2 donne
I'équation de Biirgers) ou strictement concave, un certain nombre de résultats prennent
une forme plus simple. En particulier, nous nous limiterons & ces cas pour I’étude du probléme
de Riemann.

2.1.2 Construction d’une équation de conservation

L’équation (2.1) résulte en fait de I'écriture d’une simple loi de conservation.

En effet, considérons par exemple une répartition linéique de matiére. Notons u(x,t) la den-
sité de matiére en x (z € R) a l'instant ¢ (¢t > 0) et soit F(z,t) le flux de matiére passant par le
point z a l'instant ¢. Alors, la variation de la quantité de matiére dans l'intervalle [z1, 23] entre
les temps t; et to est égale a la différence entre le flux de matiére entrant en z; et le flux sortant
en xy pendant cette période. Autrement dit :

[ e - we e = [ (G0 - Flan o as (23
t1
Ceci s’écrit également :

1 /12 u(é,t2) —u(,tr) . —1 /t2 F(xy,s) — F(J/‘Q,S)d&

d
T2 — 11 ¢ Ty — T2

ty —t oty
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Lorsque (z2 — 1) et (t2 — t1) tendent vers 0, si les fonctions u et F' sont assez réguliéres, cette
identité intégrale devient ’équation aux dérivées partielles suivante :

ou oF

— —_— =0. 2.4
@)+ S (1) =0 (2.4
Supposons de plus que le flux ' soit lui-méme une fonction de la densité w :
F(z,t) = f(u(z,1)). (2.5)
Alors I’équation (2.4) prend la forme suivante :
ou 0
5 (@1 + 5 flulz, 1)) =0. (2.6)

On dit que I’équation (2.6) est sous forme conservative, par opposition a sa forme non conser-

vative :
ou ou
E(ﬂl‘,t) + a(u(mat))$(xat) =0 (2.7)

ou a(u) = f'(u). C’est donc une équation de transport non linéaire de vitesse a(u).

Remarque 2.2: L’équation de Burgers sous sa forme non conservative

L’équation de Biirgers donnée dans (2.2) s’écrit sous sa forme non conservative

ou ou
5 tug =0. (2.8)

En réalité, la loi de conservation scalaire (2.6) a surtout été étudiée parce qu’elle constitue un
modeéle simple pour I'étude des systémes de lois de conservation qui modélisent de nombreux
phénomeénes physiques. En voici quelques exemples.

Exemple 1 : La circulation automobile

L’équation (2.6) fournit un modéle simple pour la circulation automobile sur une route
A une seule voie : u représente la quantité de voitures par centaine de métres et F' le
flux de voitures par minute qui passent a ’heure ¢ devant la borne z. On suppose que
chaque conducteur ajuste la vitesse de sa voiture en fonction uniquement de la vitesse
de la voiture qui le précéde. Alors la conservation de la quantité de voitures (il n’y a ni
station-service, ni itinéraire de délestage) se traduit par 1’équation (2.6).

Si toutes les voitures roulaient & une vitesse constante donnée ¢, on aurait :

f(u) =cu
G G o
9t " or

et on retrouve I’équation de transport qui est linéaire.
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En réalité, le flux de voitures F est une fonction f non-linéaire de la densité de
voitures u. Essayons d’imaginer & quoi peut ressembler cette fonction...

Bien sir, le flux de voitures est nul si la densité est elle-méme nulle, mais il est
également nul si la densité est trop importante (u voisin de la densité de saturation
Umax) : on a alors un embouteillage. Enfin, on observe un flux maximum au voisinage
d’une densité intermédiaire idéale .

A

f

Umax

i

Exemple 2 : La dynamique des gaz

Considérons un fluide parfait compressible. Alors un écoulement unidimensionnel est mo-
délisé, en coordonnées eulériennes, par :
— I’équation de conservation de la masse
dp 0

Erie s CORLE

— 1’équation de conservation de la quantité de mouvement

0 0 9 o
a(ﬂu)ﬂL%(Pu +p) =0;

— l’équation de conservation de 1’énergie

%(pe) + 8% ((pe + p)u) = 0;

ou p représente la densité du fluide, u la vitesse et e I’énergie totale spécifique. La pression
p est donnée par une équation d’état en fonction des quantités p, u et e.

L’étude de ce systéme de trois équations et trois inconnues présente de nombreuses
difficultés théoriques dont certaines n’ont pas encore été résolues a ce jour. C’est pourquoi
on s’intéresse a 1’équation scalaire (2.6) qui, bien que beaucoup plus simple a étudier,
présente les mémes caractéres fondamentaux que le systéme précédent.
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2.1.3 Ajout d’un terme de viscosité

Jusque 14, nous avons fait ’hypothése que le flux F(z,t) avait la forme (2.5). Pour beaucoup de

problémes issus de la physique, il est plus réaliste de supposer que 1’on a :

0
Fla,1) = f(u(e,t) - e (x,) (2.9)
ox
oll € est un petit paramétre strictement positif. L’équation (2.6) devient alors :
ou 0 0%u
Le terme
_ P
e

permet de tenir compte des effets de dissipation de 1’énergie et de dispersion. Par analogie
avec la dynamique des gaz, on dit qu’il s’agit d’'un terme de viscosité.

Pour l'exemple de la circulation automobile, I'expression du flux (2.9) traduit le fait que le
conducteur ne tient pas seulement compte de la densité de voitures u 1a ot il se trouve mais qu’il
anticipe en fonction de ce qu’il apercoit devant lui.

L’équation (2.6) est en fait la limite de I’équation visqueuse (2.10) lorsque le paramétre de vis-
cosité ¢ tend vers 0. Or, contrairement & ’équation (2.6), ’équation (2.10) admet une solution
unique et trés réguliére. Cette remarque, trés importante, nous permettra, plus tard, de sélec-
tionner la solution physique parmi toutes les solutions faibles de I’équation (2.6).

2.1.4 Des équations de Hamilton-Jacobi Bellman aux lois de conservations

Il existe un autre type d’équation hyperbolique non-linéaire appelé équations de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB) et qui ont la forme

ow ow
o (G

Ces équations sont souvent associées a des problémes de contréle optimal. Ils correspondent aussi

g;,t) —0. (2.11)

a une formulation en mécanique classique proche de la mécanique quantique (le mouvement d’une
particule peut étre représenté par une onde). Considérons maintenant une fonction H, appelée
Hamiltoniens, de la forme (p, x,t) — H(p). Formellement soit w une solution réguliére de (2.11),
en dérivant (2.11) par rapport a la variable spatiale x, on obtient

ou 0

ow
ol on a noté u = Er On retrouve alors (2.1) dont w est donc une primitive et le flux f est le
x

hamiltonien H.
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Exemple d’équation HJB : Propagation de feux de férets

Dans un feu de foret sur R%, on définit la zone brulée par

I(t) = {x e RY| p(x,t) = o},

la fonction ¢ étant alors appelée fonction d’ensemble de niveau associée au front. La vitesse
de propagation du front suit la normale n € R% au front et donnée par

Vo(z,t)
IV (z, )|

Si on suit alors une ligne de propagation {z(t) € I'(¢)} orthogonale au front, on obtient &

v(z,t) = F(z,t)n(x,t) ot n =

partir de I’équation caractéristique

99

Bla(t) = 3((0) = =

ce qui donne finalement 1’équation HJB de la propagation du front :

9¢

22+ Ve, 0l = 0.

Notons ici que le hamiltonien n’est pas C2. Ce cas ne rentre donc pas dans le cadre du
cours ot le flux est supposé régulier.

2.2 Solutions classiques : méthode des caractéristiques

On considére le probléme suivant :

ou 0 )
5 T o) =0, weR, >0, (i) (2.12)
u(z, 0) = u0(x), r €R, (i1)

ott la condition initiale u® est une fonction C! de 2. Rappelons que la fonction f est supposée
étre trés réguliere (disons au moins de classe C?) et posons :

alu) = (), (2.13)

de sorte que a est une fonction croissante dés que f est convexe.

Remarque 2.3

Dans le cas linéaire, f(u) = cu, a(u) = f'(u) = ¢ n’est autre que la vitesse de propagation
(constante) des solutions de I’équation de transport. En quelque sorte, dans le cas non
linéaire, on peut dire que la vitesse de propagation a(u) dépend de la solution !
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2.2.1 Solutions classiques au probléme de Cauchy

Définition 2.4: Solution classique

On dit que u est une solution classique de (2.12) dans un domaine ouvert Q de R x RT si
c’est une fonction C! de x et de t dans Q et si elle satisfait (2.12)-(i) point par point dans
Q et la condition initiale (2.12)-(i1) .

Nous allons montrer que le probléme (2.12) admet, au moins pour t < T" < +00, une solution
classique (on parle de solution classique locale si T < 400) et que celle-ci, comme pour le
probléme linéaire, peut étre construite par la méthode des droites caractéristiques.

Remarque 2.5: Cas d’une donnée initiale continue et C! par morceaux

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que la donnée initiale u? est C' et nous nous
intéresserons aux solutions classiques du probléme (2.12). Cependant, tous les résultats
que nous allons établir peuvent se généraliser & une donnée initiale u® continue qui est
seulement C' par morceaux. La méthode des caractéristiques permet alors de construire
une fonction u continue et C! par morceaux qui vérifie I'équation (2.12)- (i) point par point
dans tout ouvert ot elle est C!, et telle que la condition initiale (2.12)-(ii) soit satisfaite.
Nous verrons au paragraphe suivant qu’une telle fonction est la solution physique du
probléme (on parlera de solution faible entropique).

2.2.1.1 Droites caractéristiques

Soit u une solution classique de I'équation (2.12). Alors w satisfait ’équation sous forme non
conservative : P 9

U U
— — =0 2.14
5 T aw) g (2.14)
ou a(u) est donné par (2.13).

Nous allons maintenant utiliser la définition des courbes caractéristiques, donnée dans la Défini-
tion 1.9 : les courbes caractéristiques (X (¢),t) du plan (x,t) vérifient

[% +afw) %] (X(®),t) = % [u (X(2),1)] (par définition)
= % (X(t),t) + X'(t) % (X (t),t) (en dérivant t — u (X (t),t)).

Par identification, on obtient donc X'(¢) = a (u(X(t),t)). En ajoutant la donnée d’une position
initiale, nous notons X, la courbe caractéristique de pied x, définie par :

X 4y a(u +
S0 (1) = au (X (0).0). 1R -
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Comme dans le cas linéaire, la solution est constante le long des caractéristiques. En effet, comme
le long des courbes caractéristiques {X5,(t), xo € R}, la solution classique vérifie 1’équation
(2.12)-(i)

ou ou
Vo € R, [E + a(u) p

et par définition des courbes caractéristiques, on déduit de ces deux égalités que

] (X (t),t) =0, teRT

d
Vzo € R, pr [u(Xy(t),1)] =0, teRT,.
Comme dans le cas linéaire, nous déduisons que
YVt ERT,  u(Xa(t),t) = u(X4(0),0) = u®(x)

ou on a utilisé pour établir la deuxiéme égalité la condition initiale pour u (voir (2.12)-(ii)) et
la condition initiale pour X, (voir (2.15)). Ceci étant vrai pour tout oy € R, nous concluons :

Vrg €R, Vt € RT,  u(Xy(t),t) = u®(x0)

L’équation des courbes caractéristiques se simplifie donc en

Xy =a(u(z
s (1) = a () . 150 -

Xxo (0) = Zo,

équation qui s’intégre facilement
Vrg € R, Vt eRY, X, (t)=a (uo(xo)) t + xg. (2.17)

Les courbes caractéristiques sont donc des droites comme dans le cas linéaire avec une vitesse ¢
constante. Mais contrairement a ce dernier cas, ces droites ne sont pas nécessairement paralléles :
leur pente a(u®(2°)) dépendent de leur pied zq et de la condition initiale.

Nous venons de démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.6

Soit une solution classique u de I’équation (2.12). Alors les droites de la forme (2.17) sont
appelées droites caractéristiques pour u de I’équation (2.12). De plus, u est constante le
long de chacune de ces droites.

2.2.1.2 Construction d’une solution classique du probléme de Cauchy

Supposons que u est, au moins pour ¢ < 7', une solution classique du probléme (2.12). Considérons
alors un point zg € R, la droite caractéristique passant par (x¢,0) a pour équation :

VteRY, X, (t) =z0+ a(uo(:cg))t,
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et le long de cette droite, on a :
Vi e RY,  w(X,,(t,t) = u(xo).

On cherche maintenant & déterminer u(z,t) pour tout (x,¢) € R x R*. Il s’agit maintenant de
savoir si il existe au moins une caractéristique qui passe par le point (x,t) (pour récupérer la
valeur u’(zo) de la condition initiale au pied xg de cette caractéristique) et si il en existe qu’une
seule (sinon deux valeurs pourraient étre affectées & u(x,t)). En d’autres termes, cela revient a
chercher si les caractéristiques { X, (¢), 7o € R} remplissent tout le demi plan {(z,¢) € R x Rt}
(dans ce cas une caractéristique au moins passera par tout point (x,t)) et si les caractéristiques
ne se rencontrent pas (dans ce cas il n’y en aura qu’'une seule pour tout point (x,t)).

Dans le cas linéaire, nous rappelons (voir la section 1.2.2) que les droites caractéristiques sont
toutes paralléles, les réponses aux interrogations précédentes sont donc évidentes. En revanche,
dans le cas non linéaire, les droites caractéristiques ne sont pas paralléles : elles pourraient ne pas
remplir le demi-plan {(x,t) € R x R} et surtout elles pourraient se rencontrer. Nous allons voir
qu’en régle générale, elles remplissent tout le demi plan. Par contre, elles peuvent se rencontrer :
cela dépend de a et de la condition initiale! Ceci nous améne & introduire la fonction

a(x) = a(uo(x)). (2.18)

Notons que a’(x) peut s’interpréter comme la vitesse de propagation initiale de la solution au
point x : nous 'appellerons vitesse initiale.

Pour répondre aux interrogations ci-dessus, nous introduisons I'application continue
VteRY, Fy:ap€ R X0 (t) =20+ a(z0)t €R. (2.19)

Il est facile de voir que
— si a t fixé, F} est surjective alors pour tout € R, il existe au moins un zy € R telle que
Fy(z9) = x, ou encore X,,(t) = = : la droite caractéristique de pied xo passe bien par le
point (z,t);
— si a t fixé, F; est injective alors pour tout x € R, il existe au plus un xy € R telle que
Fy(zp) = x, ou encore X,,(t) = z : il existe au plus une droite caractéristique qui passe
par le point (z,t).

2.2.1.3 Le cas d’une vitesse initiale croissante : existence d’une unique solution
globale

Nous traitons le cas tout d’abord oti la fonction a°, définie par (2.18), est croissante comme
représenté sur la figure 2.1. On voit que dans ce cas les droites remplissent tout le demi-plan
{(z,t) € R x R} et ne se croisent jamais. On en déduit le résultat suivant.
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Nl Z

Zopied de la caractéristique

FIGURE 2.1 — Droites caractéristiques {D,,, zo € R} représentées dans le
plan (z,t) : x = a(u®(x))t + 29 = t = (z — x0)/a(u’(x0)).

Remarque 2.7

On rappelle que les droites caractéristiques sont toujours représentées dans le plan (z,t)
et non dans le plan (f,z). La pente de la droite d’équation (2.17) est donc 1/a(u"(xo)).
En particulier, si a(u®(zg)) = 0, la droite caractéristique issue de zq est verticale.

Théoreme 2.8: Existence d’une solution classique globale

Supposons u? € C}(R). Si a’, définie par (2.18), est croissante sur R, le probléme de Cauchy
(2.12) admet une unique solution classique globale dans C'(R x RT) qui est donnée par

V(z,t) e Rx RY, wu(z,t) = u®(F ' (z))

ou F; donnée par (2.19) est bijective pour tout ¢ € RT.

DEMONSTRATION: Montrons que la fonction définie par (2.19) définit une bijection de R dans R. En

effet :

dF, d
@) =1+ i(mo)t > 0. (2.20)
X0

dxg -
Donc F; est strictement croissante, elle est donc injective. De plus, comme u® est bornée, a® est également
bornée et
lim  Fi(xg) = oo.

rog—rFoo
Comme F} est continue, elle est nécessairement surjective.
Pour tout couple (z,t) € R x Rt il existe donc un unique zq(x,t) := F; '(x) tel que :
z = zo(z,t) + a®(20(2, 1)) t. (2.21)
Si la solution classique existe, elle est donc donnée par :

Y(z,t) e RxRY, w(z,t) = u’(F ().
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Vérifions que u est effectivement solution de I’équation (2.12)-(%). On a :

Ju du® , OF
%(mvt) = %(Ft (x)) ox (.'IZ,t)
ou du® OF!
@t = %(Ft '(2)) 5 (@)
et donc
0 -1 -1
O 1)+ a(ula, 1) T, 1) = B (R (@) [ag; (a1) + (B (@) 22 (:r,t)] (2.22)

Or, en dérivant respectivement par rapport a = et t la relation

w=F ' (z) +a’ (F7(2)) t.

il vient : )
oF, da®
1= o) |14 o @)
o 1 8Ft_1 da® 1 (2:23)
() = T 14 S @)
Mais par hypothése :
da®,
%(Ft (z)) >0

donc la quantité entre crochets dans (2.23) reste strictement positive pour tout ¢ > 0 et on déduit de

(2.22) que I'équation (2.12)-(i) est donc vérifiée pour tout temps positif.

Comme Fj *(z) = x, u vérifie la condition initiale (2.12)- (4i). |

Remarque 2.9: Cas convexe

Lorsque f est convexe, a est croissante et la condition « a’ est croissante » devient sim-
plement « u® est croissante »

2.2.1.4 Exemple

Considérons par exemple la condition initiale suivante :

0 si <0
Xz .
u0($)= — s 0<r<a«a
a
1 si x>«

oll @ est un réel strictement positif. Nous nous permettons de considérer une donnée initiale
qui n’est que C' par morceaux en vertu de la remarque 2.5. On veut résoudre le probléme de
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1.5 T

0.5

FIGURE 2.2 — Droites caractéristiques de ’exemple pour o« = 1/2.

Cauchy (2.12) pour l'équation de Biirgers (f(u) =u?/2 et a(u) = u.) D’aprés (2.17), la droite
caractéristique de pied xy a pour équation :

X (t) =20 +ul(20)t, tER
soit avec la condition initiale considérée (voir la figure 2.2)
Xz () = x0 si 29 <0 (zone (A))
Xao(t) = z0 + % t si 0<zp<a (zone(B))
Xapy(t) =0+t si xp >« (zone (C))

La solution u est alors donnée par (voir la figure 2.3) :

0 si <0
0 x .
u(z,t) = u’(xo) = i si 0<z<a+t
o
1 si x>a+t

On remarque que pour tout ¢ fixé, la fonction u reste croissante en x.

2.2.2 Solutions classiques locales et naissance d’un choc

Nous abandonnons maintenant ’hypothése que la vitesse initiale a® définie par (2.18) est une
fonction croissante. Dans ce cas, les solutions classiques peuvent ne pas exister pour tout temps
mais seulement localement.
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o
o

- +
-+
=

u(x, t)

1
l
0 o o+t
X

FIGURE 2.3 — Allure de la solution 4 deux instants.

Dans cette section, pour des raisons purement techniques, nous ferons I’hypothése supplémen-
taire, peu restrictive en pratique :

La fonction z +— u®(z) est bornée sur R. (2.24)

On en déduit bien sur que la vitesse initiale a” est elle méme bornée.

2.2.2.1 Existence d’une solution classique locale

Théoreme 2.10: Temps d’apparition d’un choc

Si la dérivée de a® prend des valeurs strictement négatives, alors il n’existe pas de solution
classique pour tout temps ¢t > 0. Il n’existe qu’ une solution classique pour 0 <t < T™ ou
T*, appelé le temps maximal, est donné par :

r = (e {“e)) o5

La solution classique u € C1(R x [0, T*[) est quant & elle donnée par
Y(z,t) e R x RT, w(z,t)=u (E_l(x)) (2.26)

ou F; donnée par (2.19) est bijective pour tout ¢ < T™*.

\ J

Remarque 2.11

L’hypothése assure que 0 < T* < +o0.
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DEMONSTRATION: Nous commengons par montrer ’existence d’une unique solution classique locale
pour 0 < t < T™*. On reprend en fait la démonstration du théoréme 2.8. Pour tout ¢t < T*, la fonction
xg — Fy(xo) est strictement croissante (sa dérivée - cf. (2.20) - est supérieure & 1—¢/T*) et tend vers +oo
quand xy — £oo (le lecteur notera que c’est 'hypothése technique (2.24) qui permet de le garantir). Elle
définit donc & nouveau une bijection de R dans R (a condition que t < T*). Pour tout (z,t) € R x [0, 7%,
il existe donc un unique xo(z,t) := F, '(x) qui vérifie (2.21). Comme dans la preuve du théoréme 2.8,
cela permet d’établir I'existence d’un solution classique u pour ¢ € [0, T*].

On verra dans la Proposition 2.12 que, d’aprés les formules (2.23), les dérivées de la solution classique
tendent vers l'infini lorsque ¢ tend vers T . Démontrons directement que la solution classique ne peut
exister au deld du temps T*.

Soit ez, le temps maximum t,,,, d’existence d’une solution classique, défini par

tmaz = sup{ t > 0 / il existe une solution classique sur R* x [0,¢[ }

Nous savons déja que tqez > T*. Comme a® n’est pas une fonction croissante, on sait qu’il existe xg > x1

tels que a®(z1) > a®(x3). Alors, les droites caractéristiques issues des points @1 et o se croisent a I'instant

t et au point T donnés par :
T2 — T1

a®(z1) — a®(22)

T=mx1+a(z1)t = 29 + a®(x2) T

o+
I

>0,

S’il existait une solution classique u jusqu’a I'instant ¢, elle devrait donc vérifier simultanément u(z, ) =
u(x1) et u(z,t) = u®(xs), ce qui est impossible donc £ > ¢4z -

Soit xq tel que d,a’(xrg) < 0. Pour h > 0 assez petit on a nécessairement a®(zg + h) < a®(z) et
donc d’aprés ce qui précéde avec 1 = xg et xo =xg+ h

h da® -t
t = t < — | —(= en faisant tendre h vers 0).
Ceci étant vrai pour tout xg, on en déduit que t,q, < T |

Quand t s’approche de T™, par le théoréme 2.10, la solution reste L mais elle tend a devenir
discontinue.

Proposition 2.12: Apparition de discontinuités

Quand t tend vers T™, la solution classique se comporte

ou

ou
E('vt)

a_x("t)

lim =
t—T*

1m
*

L (R)

DEMONSTRATION: Pour simplifier, nous démontrons le résultat dans le cas ou I'infimum apparaissant
dans la définition (2.25) de T™ est atteint

Iz, Tr=-— <%(m*)>_l. (2.27)
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Si ce n’est pas le cas, il faudrait raisonner sur des suites tendant vers o0o. On rappelle que pour ¢t < T,
la solution est donnée par (2.26) et donc sa dérivée par rapport x est donnée par

. Ou du® , OF !
Vr € R, Vt < T*, %(x,t) = %(Ft (z)) W(iﬁ

avec
Fy ' (@) + o (F; M)t = .

En dérivant cette derniére relation par rapport a& x, on trouve

_OFT! da®, |
1= 5 (z) [1 + E(Ft (x))t] .
Ceci donne )
. Ou du® da®, -

On se place sur la caractéristique de pied x* et pour ¢ < T* : soit z = X, (t) qui s’écrit également
z = Fy(z*). Quand t tend vers T*, on a donc F; '(z) qui tend vers z* et donc d,a’(F; '(x)) tend vers
—1/T* d’aprés (2.27). Ceci implique

ou . du® , t 17!
B0 =) L] e

D’aprés I'équation (2.12)- (i), la dérivée par rapport au temps explose aussi. [ |

Remarque 2.13

La naissance d’une discontinuité est un phénoméne purement non-linéaire, qui peut se
produire méme si u° est trés réguliére.

2.2.2.2 Exemple

Considérons cette fois la condition initiale suivante
Ve eR, ul(z)= e =2,
Pour ’équation de Biirgers (a(u) = u), les droites caractéristiques ont pour équation :

Vog R,  Xgo(t) = e /% + 29, t>0.

Le temps critique T (qui correspond au temps pour lequel des droites caractéristiques se ren-
contrent, voir la figure 2.4) peut étre calculé explicitement et est égal & T* = /e. (voir la figure
2.5). Ce temps T* défini par (2.25) correspond & l'infimum de la fonction d,u® qui est atteint en
x§ = 1. La discontinuité va apparaitre au temps ¢t = T™ et au point (appelé point d’explosion)
¥ = ng(T*) = 2.

La solution u, est représentée & différents instants dans la figure 2.6.
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L &S

FIGURE 2.4 — Droites caractéristiques de ’exemple de la section 2.2.2.2.

EEREY e

d?u®
dx?

YN S 5 T = e

FiIGURE 2.5 — Représentation de la dérivée de la condition initiale de

P’exemple de la section 2.2.2.2.

-
o
T
\

Point d’explosion

FIGURE 2.6 — Solution correspondant a ’exemple de la section 2.2.2.2 a
t=0,0<t; <T* et to=T".

(z) = e=2"/2 (5[:2 -1)
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2.3 Solutions faibles - Solutions entropiques

On a vu au paragraphe précédent que, méme si la donnée initiale u° est trés réguliére, il peut ne
pas exister de solution classique au probléme de Cauchy (2.12) pour tout temps ¢ > 0. A partir
d’un temps critique 7%, la solution u devient discontinue. Pour pouvoir définir une solution au
dela de ce temps, il faut introduire une notion plus faible de solution autorisant des discontinuités.
En quel sens, peut-on prolonger la notion de solution au dela du temps T 7 Les solutions faibles
que nous allons construire seront en particulier des solutions au sens des distributions.

2.3.1 Solutions faibles

Rappelons-nous que I'équation (2.12)-(7) a été obtenue comme conséquence de la loi de conser-
vation intégrale (2.3). Or cette derniére a un sens pour les fonctions discontinues. Nous allons
donc repartir de cette idée en reformulant cette notion a I’aide de fonctions tests.

Soit u une solution classique de (2.12 ) et ¢ une fonction C*(R x [0, 4+oc[) & support compact
(c’est notre fonction test). Alors, on a, par intégration par parties :

o= [T (G 2w pdrs
_ / /t (u—— ()‘;‘P)dtd /x:o_ooouo(:z)go(:v,O)das.

Cette égalité ne fait plus appel explicitement aux dérivées de u et a donc un sens méme si v n’est
pas a priori réguliére : il suffit par exemple que u soit localement intégrable! Cette observation
nous conduit & introduire la notion de solution faible qui va seulement imposer & la solution
d’étre localement bornée (donc en particulier localement intégrable) sur R x [0, +ool.

Définition 2.14: Solution faible

Soit u® € L2 (R). Une fonction u € L (R x [0,+0oc[), est appelée solution faible du
probléme de Cauchy (2.12) si elle satisfait

/ . /: (“%—f+ f(u >§‘P) war+ [ ::uo(x)so(x,ﬂ)dxzo (2.28)

pour tout ¢ de classe C! & support compact dans R x [0, +o0.

Le lemme suivant assure la cohérence des définitions 2.4 et 2.14.

Lemme 2.15: Lien solution faible - solution classique

Si w est une solution classique du probléme de Cauchy (2.12), alors c’est une solution
faible. Réciproquement, si u € C*(R x [0, +00[) est une solution faible du probléme de
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Cauchy (2.12), alors c’est une solution classique.

DEMONSTRATION: La premiére partie a été démontrée précédemment. Réciproquement, soit u € C (R x
[0, 4+00[) une solution faible de (2.12). Alors, d’aprés (2.28), on a :

/__oo/t:o ("%fJf flu )Zga) dt dz

pour tout ¢ € D(Rx]0, +00[). Autrement dit, on a :

ou 0 s
yn + %(f(u)) =0 au sens des distributions. (2.29)

Mais comme u est réguliére, ceci est en fait vérifié au sens classique, point par point.

Soit maintenant une fonction ¢ € C*(R x [0, +oo[) & support compact dans R x [0, +o0[. En intégrant
(2.28) par parties, on obtient :

0 = /__Oo/t (8_u ag(f(u))> pdtdr + /IJFOO (u’(z) — u(z,0)) ¢(x,0) dz

=—00

/=_ (u(z) — u(z,0)) @(z,0)dz  d’aprés (2.29).

Ceci étant vrai pour tout ¢, on en déduit (2.12)- (). ]

2.3.2 Solutions C! par morceaux. Condition de choc

Dans cette section, nous allons nous intéresser & une classe particuliére de solutions faibles, les
solutions C' par morceaux et nous allons caractériser ces solutions de maniére plus explicite que
la définition 2.14.

Définition 2.16: Fonction C! par morceaux

Soit O un ouvert borné de R x [0,4oc[. Une fonction (z,t) + v(z,t) est dite C' par
morceaux sur O s’il existe un nombre fini de courbes ¥1,...,%, de la forme :

Y= {x =o04(t), tet;,t7]} o o; est une fonction C! de ¢

107

telles que v soit égale & la restriction d’une fonction de C! (RZ) dans l'adhérence de
chaque composante connexe O; de O\ U Xy - - U X, (voir les schémas représentés dans
les figures 2.7, 2.8, 2.9 et 2.10.)

Les courbes >3; sont appelées les lignes de chocs ou discontinuités de la fonction.

Une fonction v(z,t) est dite C! par morceaux sur R x [0, +o0o] si elle est C! par morceaux
sur tout ouvert borné de R x [0, +o0].
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>
FIGURE 2.7 — Représentation de lignes de chocs Y;, j = 1,2,3,4 dans le
plan (z,t) et des composantes connexes O;, j = 1,2,3,4 sur lesquelles v est
de classe C!. Les lignes de chocs peuvent avoir un temps fini d’existence
(voir ¥, et X3) et peuvent apparaitre au cours du temps (voir X ).
A
0
0'1(0) 02(0) 03 0) xr
At
Yy
s
Y3
@ )
O3
> L

FIGURE 2.8 — Les lignes de chocs ¥;, j = 1,2,3,4 prennent leur valeurs a
t = 0 aux points de discontinuités de la condition initiale.
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A
U(.CC, tl)
T
Oy
------------------------------- tl
> T
FIGURE 2.9 — A un instant noté (ici noté t;), la solution est discontinue
aux points o;(t;) et est C! en dehors..
1/
U(&U, t2)
T
/%
.............................................. ts
Oy
23
> T

FIGURE 2.10 — A un instant noté (ici noté t,), la solution est discontinue
aux points o;(t2) et est C! en dehors.
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Notons que si une fonction v, C' par morceaux, peut admettre, a travers un nombre fini de
courbes Y;, des discontinuités en valeur ou en dérivée; cette fonction, ainsi que ses dérivées en
temps et en espace admettent nécessairement des limites de part et d’autre de ces courbes.

Nous pouvons maintenant considérer des solutions du probléme qui soient seulement C! par
morceaux. Nous allons voir que les discontinuités d’une telle solution ne sont pas arbitraires.

Pour fixer les notations, si u est une fonction C' par morceaux dans le plan (x,t) et ¥ une
courbe de discontinuité de u de la forme (o(t),t), on note (voir la figure 2.11) :
— n la normale unitaire & ¥ en (o(t),t) orientée vers les x positifs, de sorte que :

n= = — olt s = o' (t). (2.30)

¢ v 1 + 82 —S
— u~ et ut les valeurs de u « a gauche » et « a droite » de 2 :

. u (t) = 2_1_1)% u(o(t) —e,t),
Vvt € RY, 2.31
© ut(t) =lim u(o(t) +e,t). 230

e—0

vitesse du choc t A T =0(t)

) u(a(tl)*,tl);s—tl* (1) s(t1) (pente)

() = ulo(t) ) b

o (1) x

FIGURE 2.11 — Au temps t;, la fonction prend de part et d’autre du point
de discontinuité (o(t1),t1) les valeurs notées u~(¢1) (pour la valeur juste
avant) et u"(t;) (pour la valeur juste aprés). La pente a la ligne de choc ¥
au temps t; est notée s(t1) := o’(t1) : c’est la vitesse du choc au temps ¢;.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant.

Théoreme 2.17: Solutions C!' par morceaux - condition de Rankine-Hugoniot

Soit u une fonction C* par morceaux dans R x [0, +oo|. Alors u est une solution faible du
probléme de Cauchy (2.12) si et seulement si :

(i) u est une solution classique de (2.12) dans tout ouvert ot elle est C';

(ii) u satisfait la condition de Rankine Hugoniot & travers chaque ligne de choc ¥ := {z =
a(t), t—<t<tt}:

vt <<t s(t) [ut(t) - u(9)] = St () - () (2:32)
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ot s(t) := o’(t) est la vitesse du choc & l'instant ¢ et u*(¢) définies dans (2.31) sont les
valeurs prises par u avant et aprés le choc.

Par analogie a la dynamique des gaz, la condition sur la vitesse du choc est généralement appelée
condition de Rankine Hugoniot.

DEMONSTRATION: Soit u une fonction C! par morceaux dans le plan (z,t) et ¥ une courbe de dis-
continuité de u. Soit alors K un ouvert borné que la courbe ¥ partage en deux composantes connexes
K~ et KT. Pour simplifier, on supposera que K est contenu dans le demi-plan ¢ > 0 mais ceci n’est pas
restrictif. Enfin, on suppose que u est C! dans I’adhérence de chacun des ouverts K~ et K.

Soit ¢ € D(K). Comme u est réguliére sur K~ et KT :

/K< 8<P+f( ) >d dt = /7 <g:+£c(f(u))>gadxdt +/2(u7nt+f(u’)nx)<pdy,

et de méme :

[ (5 s s Yawae—— [ (Gi+ gmirn)edsar — [ (s st o

D’ou finalement :

+f() dedt = — [ @+£(f(U) pdz dt
o K-ur+ \ Ot Oz

(2.33)
- / [t —wYng + (fu®) = flu)ng} o dy.

Le théoréme s’en déduit. En effet, si u est une solution faible du probléme (2.12), elle satisfait ’équation
(2.12) au sens des distributions dans K et au sens classique dans K~ et K. Autrement dit :

+f() drdt=0 et i 8—?+£(f(u)) dx dt = 0.
” K-uK+ \ 0 0

D’aprés (2.33), on a donc :

/{ Dne+ (f(wh) = f(u™)) ng pody =0.

Comme ceci est vrai pour tout ¢ € D(K), on en déduit en utilisant l'expression exacte de la normale
(2.30) :

(ut —u")(=o'(t) + f(uT) = f(u") =0 lelong de LNK.
Réciproquement, si u satisfait (i) et (i), on a d’aprés (2.33) :

/K<as"+f() )ddt—O

pour tout ¢ € D(K), donc u est solution faible du probléme. [ |

On peut réécrire la relation (2.32) sous la forme synthétique d’un taux d’accroissement

slul =[f(u)] out s=0'(t),

a rapprocher de la dérivée de f(u), a(u) qui permet d’obtenir la vitesse de propagation des
caractéristiques.
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Remarque 2.18: Equation de transport - équation de Biirgers

Considérons deux cas particuliers.

— Dans le cas particulier de I’équation de transport, on a : f(u) = cu. La condition
de choc s’écrit donc : s(t) = ¢ pour tout ¢t. Autrement dit, dans le cas linéaire, les
discontinuités se propagent nécessairement le long des caractéristiques. Ainsi, si u”

est une fonction seulement C* par morceaux, la fonction u donnée par u(z,t) =

u®(x — ct) est une solution faible de I’équation.
— Dans le cas de 1’équation de Biirgers, la condition de Rankine-Hugoniot s’écrit :

ut u-
() = SO,

Autrement dit, la vitesse du choc est la moyenne de la vitesse des caractéristiques
de part et d’autre.

Nous sommes maintenant en mesure de justifier rigoureusement la remarque 2.5.

Corollaire 2.19: Cas des fonctions C! par morceaux et continues

Soit u une fonction C! par morceaux et continue dans R x [0, +o00|. Si u est une solution
classique du probléme (2.12) dans tout domaine ou elle est C!, alors c’est une solution
faible du probléme (2.12).

DEMONSTRATION: En effet, la condition de choc (2.32) est automatiquement toujours satisfaite car on

a toujours ut = u~. [ |

2.3.2.1 Exemple

On considére I'équation (2.12) pour le flux de Biirgers f(u) = u2/2, avec la condition initiale
donnée par

1 six<a,
u'(z) =
0 sixz>a.

qui est discontinue en x = a. Nous allons construire une solution faible qui s’écrit

1 si z<o(t),
V(z,t) e R xR, wu(z,t) =
0 si xz>o(t).
En tant que fonction constante par morceaux, on a bien u qui vérifie (2.12)-(i) 1a ou elle est C?,
c’est a dire {(z,t), x < o(t)} et {(z,t), > o(t)}. Pour que u soit une solution faible, la vitesse
de propagation de la ligne de choc est donnée par

a(t)=1/2.
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Pour que u vérifie la condition initiale (2.12)-(%i), il faut enfin que o(0) = . Ainsi,

1 si z<t/24a,
V(z,t) e R xR, u(z,t) =
0 si z>t/2+«

est une solution faible de ce probléme.

2.3.3 Solutions entropiques
2.3.3.1 Non unicité de la solution faible - un exemple

Grace a la notion de solution faible, nous avons calculé une solution globale au probléme de
Cauchy (2.12) dans des situations ou il n’existait pas de solution classique. La question qui se
pose alors est de savoir si cette solution faible globale est unique.

L’exemple suivant montre que ce n’est malheureusement pas le cas.

Considérons 1’équation de Biirgers pour la donnée initiale suivante :

0 si <0,
u'(z) = (2.34)
1 si z>0.

Nous pouvons alors calculer une solution continue au probléme de Cauchy : pour cela, il suffit
de considérer I'exemple de la section 2.2.1.4 et de faire tendre « vers 0. On obtient :

0 si L0,
T

u(x,t) = 7 o 0<z<Ht,
1 si x>t

On vérifie aisément a postériori que w est une solution faible du probléme, car elle est continue
et c’est une solution classique de I’équation de Biirgers la ot elle est C!.

Mais en suivant la démarche de I'exemple de la section 2.3.2.1, nous pouvons aussi calculer

une solution discontinue. La vitesse de propagation du choc est donnée par la relation o’ (t) = %

D’aprés la condition initiale, on a o(0) = 0. La solution qui en résulte est donc :

t
0 si <=,
u(x,t) =
1 si > —.
st ¢> 3
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Remarque 2.20

Il est intéressant de noter qu’une condition initiale discontinue peut donner naissance a
une solution continue. C’est encore un phénomeéne purement non-linéaire.

Nous avons pu construire une deuxiéme solution au probléme en introduisant une discontinuité.
En fait, on peut méme construire une infinité de solutions en introduisant plusieurs courbes de
discontinuité issues du point (0,0). Ainsi, pour tout v < 1, la fonction suivante est solution du

probléme :
( . Y
0 <=t
iz <t t
¥ si 1t<x<—,
u(z, 1) = 7 S
1-— i —<z<(l—-2o)t
,y S1 2 z ( 2)7
1 si x>(1—%)t.

On pourrait introduire plusieurs courbes de discontinuité issue de n’importe quel point et en tout
temps (dans ce cas il en faut au moins 3). Pour tout a € R, par exemple a > 0

(
t
0 si x<—,
. 2
1 si §<x<01(t)
uw(@,t) =9 uy si oy(t) <z < oat),

Uy Sl O'2(t) <z < Ug(t),
1 si z>o03(t)

\
ot d’apreés la relation de Rankine Hugoniot pour ¢ = 1,2, 3, 0;(t) = A\it + a avec

14w A\ u1 + Uz \ uz + 1

M= 2 T2

La solution a un sens seulement si A\; < A2 < A3 qui est assuré dés que ug > 1 et u; < 1 (soit
A1 < 1 et A3 > 1. Si on ne souhaite pas que les deux lignes de choc, définies respectivement a
partir de ¢ — t/2 et ¢t — o1(t), se rencontrent, il faut que A\; > 1/2. Cela laisse encore beaucoup
de degrés de liberté pour choisir les constantes.

En fait, nous allons voir dans la suite que pour ce probléme (c’est a dire I’équation de Biir-
gers avec la condition initiale (2.34)) la solution physique est la solution continue.

2.3.3.2 Passage a la limite dans I’équation dissipative

Nous allons maintenant présenter un critére qui permettra de trier les solutions faibles pour
extraire I'unique solution physique du probléme.
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Comme nous ’avions signalé, ’équation

ou 0
% 9 () =0 259

est un cas particulier (pour e = 0) de I’équation visqueuse ou dissipative :

du. 0 0%u,
Tt ) e =0 (230

ol € est un petit paramétre strictement positif.

Nous admettrons que le probléme de Cauchy constitué de I’équation (2.36) et de la condition
initiale

u(z,0) = u’(x) pp. x€R (2.37)

ot u® € L>®(R), posséde une solution unique u. qui appartient a L>(R x [0, +-0c[). De plus, u. est
trés réguliére sur Rx]0, +o0o[. Nous pouvons enfin caractériser la solution physique de (2.35-2.37),
comme limite de u. lorsque ¢ tend vers 0. On admettra ce résultat (sauf la derniére partie) qui
nécessite des outils qui dépassent le cadre de ce cours. Voir [Godlewski and Raviart, 2013] pour
plus de détails.

Théoreme 2.21

Soit (ue)e>0 la suite de solutions de (2.36) alors
Ve >0, |luellzo®xo, 400 < C (2.38)

et
ue — u quand e — 0 presque partout dans R x [0, +o0], (2.39)

De plus, u est solution au sens des distributions de I’équation (2.35).

DEMONSTRATION: En utilisant (2.38), (2.39) et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on vé-
rifie aisément que u. — u et que f(u:) — f(u), au sens des distributions, c’est-a-dire dans D' (R x [0, +00[).

Comme la dérivation est une opération continue dans I’espace des distributions, on en déduit que :

Oue ou aZUE u 9 9
"o o am O gl = 5 (Fw)

T

dans D'(R X [0,400]). Le lemme s’en déduit. [ ]

Pour caractériser la limite u des solutions de I’équation visqueuse, on utilise un critére qui repose
sur la notion mathématique d’entropie, définie comme suit.
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Définition 2.22: Entropie

On appelle entropie pour 1’équation (2.35) tout couple (U, F) de fonctions C' de R dans

R telles que :
(i) U est une fonction strictement convexe,

(i) F'(u) =U'(u) f'(u) YueR.

Dés que U(+) et F(-) sont deux fonctions réguliéres relices par la relation (ii) ci-dessus, si u est
une solution classique de I’équation (2.35) on a :

') 90+ U () () 5 =

ot 0

d’our : 5 9

En revanche, si u est une solution faible de (2.35), par exemple C! par morceaux, elle ne satisfait

F(u) = 0. (2.40)

pas en général I’équation (2.40) au sens des distributions. En effet, il faudrait pour cela que la
relation s[U(u)] = [F(u)] soit satisfaite le long de toute courbe de discontinuité de u. Cela est
généralement incompatible avec la relation de Rankine-Hugoniot.

Par contre, lorsque U est convexe, on peut montrer que, si la solution faible u est la limite
des solutions u. de I’équation avec viscosité, 1’égalité (2.40) devient une inégalité au sens des
distributions. Plus précisément, on peut démontrer le théoréme suivant.

Théoreme 2.23

Soit (ug)e>0 une suite de solutions réguliéres de (2.36) vérifiant (2.38) et (2.39), et soit
(U, F) une entropie pour I’équation (2.35). Alors u vérifie

) )
= U+ 5= F(u) <0 (2.41)

au sens des distributions.

DEMONSTRATION: Comme u, est une solution réguliére de (2.36), on a :

ou ou 0%u
U £ ! ! _5 _ !/ £ —
U’ (ue) 5 + U (ue) f'(ue) o eU' (ue) 52 0,
qui s’écrit aussi :
d d o? Y us\>

Par des arguments similaires a ceux de la démonstration du lemme 77, on a :

0 0 0 0 0? 0? ,

aU(us) — aU(u), gF(uE) — %F(u) et WU(US) — wU(u) dans D'(R x [0, 4+o0]).
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Ou,
ox

2
En revanche, le terme eU" (u.) ( ) ne peut étre traité de fagon similaire.

Malgré la présence du facteur €, ce terme ne tend pas nécessairement vers 0 au sens des distributions.
Cela est di au fait que les hypothéses n’empéchent pas 0, u. de tendre vers +o0o. Cependant, comme U

est convexe, on a :
< EL H(u ) : (p > < 0
€ 91; bl —

pour toute fonction ¢ positive de D(R x [0, +00[). A la limite, on obtient donc :

0 0
—_ — <
< U+ —F(u),p > <0
pour toute fonction ¢ positive de D(R x [0, +00[). ]

La condition (2.41) est appelée condition d’entropie.

On peut maintenant définir la notion de solution entropique.

Définition 2.24: Solution entropique

Une solution faible u du probléme de Cauchy (2.35-2.37) est appelée solution entropique
si elle satisfait la condition d’entropie (2.41) pour toute entropie (U, F) de ’équation (2.35).

2.3.3.3 Solutions entropiques C' par morceaux. Chocs entropiques

Pour les solutions C! par morceaux etudiées au paragraphe 2.3.2, la recherche de solutions en-
tropiques va limiter les chocs admissibles : ce sont les chocs entropiques.

Théoreme 2.25: Condition d’entropie pour les fonctions C! par morceaux

Soit u une fonction C' par morceaux dans R x [0, +oo[ solution faible de (2.35-2.37), c’est
a dire qui vérifie :
— u est une solution classique du probléme de Cauchy (2.35-2.37) 1a ot elle est C*.
— wu vérifie le long de toute courbe de discontinuité 3. :

o' () (u™ () —u™(t) = f(u" (1)) — Fu (1))

Alors u est une solution entropique si et seulement si, pour toute entropie (U, F), le long
de toute courbe de discontinuité , ¥ (o(t),u™ (), ut(t)) on a

o'(t) [U('(®) —U(u”®)] = F(u™(t) - F(u(1). (2.42)

\ J

DEMONSTRATION: Soit u une fonction C! par morceaux et (U, F) une entropie pour Péquation (2.35).
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En reprenant les notations et la démarche du théoréme 2.17, on vérifie aisément que, pour tout ¢ € D(K) :

/K (U(u)i—f + F(u)Z—i) de dt = —/K_UK+ (%U(u) + a%p@) o dx dt

- /E {(U@) U@ ) ne+ (F(ut) — Fu™))ng}pdy. (2.43)

Soit u une solution faible du probléme satisfaisant la condition d’entropie (2.41). On a donc

dy dp 1o} 0
— —_— > J— —_ =
/K (U(u) L B0 3:):) dwdt>0 et /K L ( S U)+ axF(u)> odzdt =0

pour toute fonction ¢ positive de D(K). On a également

0 0
/K_UK+ <aU(U) + aF(U)> ng.’I? dt = 0,

car u est solution classique dans K~ et KT et donc elle vérifie (2.40). D’apres (2.43), on a, en utilisant
Pexpression exacte de la normale donnée (2.30),

(U?) =U@)) (=o'(t) + (F(u™) = F(u™)) <0
au sens des distributions le long de ¥. Autrement dit, on a :
o'(t) (U?)—Uu™)) > (Fut) — F(u™)) dans D'

Un corollaire évident est que si u est une solution faible continue alors elle n’a pas de courbes de
discontinuité : elle est donc entropique.

Corollaire 2.26

Si u est une solution faible continue alors elle est entropique.

Le critére (2.42) est relativement peu pratique pour vérifier qu'un choc est entropique ou non.
Heureusement, on peut en donner une forme équivalente plus simple, & commencer par le cas ol
f est convexe ou concave.

Théoreme 2.27: Choc entropique. Cas convexe-concave

La solution faible u est une solution entropique si et seulement si le long de toute courbe
de discontinuité X (o(t),u™ (t),u™(t)) on a

u”(t) > ut(t) sif est strictement convexe. (2.44)

u”(t) <ut(t) sif eststrictement concave. (2.45)

Avant de démontrer ce théoréme, nous allons montrer que la fonction f soit convexe ou concave,
les conditions ci- dessus signifient que lorsqu’il y a choc, les caractéristiques doivent converger
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vers la ligne de choc et non s’en écarter. On rappelle que a désigne la dérivée de f.

Lemme 2.28

Soit u une solution entropique du probléme de Cauchy (2.35-2.37), qui est C' par
morceaux dans R x [0,4oc0[. Alors, u vérifie le long de toute courbe de discontinuité
Y (o(t),u (t),ut(t)) :

a(ut(t)) < o' (t) < alu™(t)).

by a(u™(t)) <d'(t) < alu™(t))

—~

les caractéristiques se croisent o(t)

FIGURE 2.12 — Si f est convexe ou concave, en tout temps, le long des chocs
entropiques, la vitesse de ’information en amont a(u(¢)) est supérieure a
la vitesse du choc ¢/(t) elle méme supérieur a la vitesse aval a(u™(t)).

DEMONSTRATION: Il suffit de faire la preuve pour f convexe, la démonstration étant similaire pour f
concave. Comme f est strictement convexe, la fonction :

fu) = f(u?)

U +—
u—ut

est continue et strictement croissante sur [u*, u~]. Il en résulte que :

fu) = Fut)

+
alu") <
(™) u” —ut

Mais, par la relation de Rankine-Hugoniot, ceci s’écrit : a(u™) < €(t). On démontre de méme la seconde

inégalité. |

Remarque 2.29: Cas particulier de 1’équation de Biirgers

Dans le cas de ’équation de Biirgers, en utilisant la remarque 2.18 la relation du lemme

2.28
u” (t) + ut(¢)

ut(t) < 5

<u ().

La condition d’entropie permet donc d’éliminer les solutions discontinues non physiques de
I’exemple section 2.3.3.1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.27: Démontrons le résultat pour f convexe, le résultat pour
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f concave se démontrant de la méme fagon. Nous partons de la fin de la démonstration du théoréme 2.25.
Considérons I'application G suivante :

u s 6 = 2O ) - po)) - (P - Pa))-

Nous allons montrer que G est une fonction décroissante de u. Admettons-le pour 'instant. Comme on a
G(u™) =0 et que (2.42) s’écrit G(u™) > 0, il résulte de la décroissance de G que les conditions (2.42) et
(2.45) sont équivalentes, ce qui démontre le théoréme.

Prouvons maintenant que G est décroissante. On a :

GI(U) _ fl(u) (u — u_) — (f(u) — f(u_)) (U(u) _ U(U_)) +

(u—u—)2 uU—u"

Mais comme F'(u) = U'(u) f'(u), ceci s’écrit aussi

Gy~ I ()~ )

Or f et U sont convexes, d’ou :
)y (u—u)=(flu)— flu™)) <0 et U'(u)(u—u")—(U)—-U(u™)) <0 YueR,

ce qui achéve la démonstration. |

Remarque 2.30: Entropie et dynamique des gaz

En dynamique des gaz, la condition d’entropie se déduit du second principe de la thermo-
dynamique. En effet, ce principe implique que I’entropie augmente & travers un choc, de
I’amont vers ’aval de I’écoulement. Il en résulte que la vitesse normale relative du fluide
diminue de 'amont vers I'aval. C’est ce qui justifie appellation « condition d’entropie ».

Nous donnons maintenant la version générale du théoréme 2.27. Sa démonstration est toutefois
plus délicate que celle du théoréme 2.27 et sera admise ici.

Théoreme 2.31: Choc entropique. Cas général

La fonction u est une solution entropique si et seulement si le long de toute courbe de
discontinuité X (o(t),u™(t),u"(¢)) on a Va € [0, 1]

fleww +(1—a)ut) >af(u)+ (1 —a)f(u’) si vt >u,
(2.46)
fleww +(1—a)ut) <af(u )+ (1 —a)f(ut) si ut <u .




68 CHAPITRE 2 : Problémes hyperboliques non linéaires

Remarque 2.32: Interprétation géométrique

La condition s’interpréte facilement d'un point de wvue géométrique. Un choc
Y (o(t),u (t),u™(t)) est entropique si et seulement si une des deux conditions suivantes
est réalisée :
(i) u™ > u™ et le graphe de u — f(u) est au dessus de sa corde sur le segment
[u_7 U+],
(i) ™ < u™ et le graphe de u +— f(u) est en dessous de sa corde sur le segment
[u™,ut].
Le graphe d’une fonction convexe étant toujours en dessous de sa corde et on retombe
bien sur la condition u™ < u~.

2.3.4 Existence et unicité de la solution entropique

D’un point de vue mathématique, le gros avantage de la notion de solution entropique est qu’elle
permet d’obtenir un résultat d’unicité. Pour conclure, nous allons énoncer, sans le démontrer,
le résultat fondamental de la théorie des lois de conservation scalaire qui assure l’existence et
I’unicité d’une solution entropique au probléme de Cauchy.

Théoreme 2.33: Existence et unicité de la solution entropique

Soit u® € L*®(R). Alors le probléme de Cauchy (2.12) admet une solution entropique
unique u € L*(R x [0, +00o[) qui vérifie 'estimation

pour presque tout t € R, [u(- )l Loor) < ”U/OHLOO(R) .

Si u et v sont les solutions entropiques associées aux conditions initiales u° et v°, on a
pour tout z; < xo et pour presque tout ¢t € RT

T2 To+At
/ lu(z, 1) — v(z, )| da < / [u0(z) — o()| do (2.47)

1 x1—At

A =max{ |f'(&)| ot [¢] < max (||u’l|zeo ), 10°]| L ®)) }-

Remarque 2.34: Vitesse de propagation

L’inégalité (2.47) signifie que la valeur de u au point (z,t) ne dépend que des valeurs de
u® dans lintervalle [z — At,x + At]. Autrement dit, la solution entropique a une vitesse

de propagation finie.
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Remarque 2.35: A propos de la démonstration du théoréme

La démonstration de ce théoréme est longue et difficile et fait appel a des outils et des
arguments mathématiques qui dépassent largement le cadre de ce cours. Nous renvoyons a
[Godlewski and Raviart, 2013] pour la démonstration détaillée de ce théoréme. Signalons
toutefois que

— La démonstration du résultat d’existence est constructive et fait appel a la technique

J assez

de viscosité. Les principales étapes sont les suivantes (pour une donnée u

réguliére) :

— On démontre tout d’abord, pour tout € > 0, I'existence et 'unicité de la solution
(réguliere) de (2.12).

— A l’aide d’estimation a priori et de techniques de compacité, on montre le théo-
réme 2.21 : cette solution u. satisfait (2.38) et (2.39).

— On utilise le théoréme pour passer a la limite et montrer que la limite u est bien
solution entropique de (2.12).

— Le résultat d’unicité est bien entendu une conséquence immeédiate du résultat de
« stabilite L' » (2.47). Il n’est pas trés difficile de voir que (2.47) découle de 'iné-
galité au sens des distributions (pour tout couple (u,v) de solutions entropiques,

sgn(-) désigne la fonction « signe »)

% lu —v| + %(sgn(u —v) (f(u) — f(v))) < 0, dans D'(Rx]0,+oc[)

dont la démonstration, qui est elle beaucoup plus délicate, fait appel aux entropies
de Kruzkov Uy(z) = |u — k|, k € R.

L J

Théoreme 2.36: Monotonie

Si u et v sont les solutions entropiques de (2.12) associées aux conditions initiales u" et

W9, on a

>0 = pp.teRT u(,t) >v(-t). (2.48)

On en déduit en particulier que

{ r — u®(x) croissante < p.p.t € RT, z — u(z,t) croissante, (2.49)
2.49

A<u’(z)<B p.preER <& pp (2,t) eERxRT, A<u(z,t)<B.

\ J

DEMONSTRATION: Nous allons seulement démontrer (2.49) & partir de (2.48).

Posons pour tout h > 0, u? (z) := u®(x + h) pour tout = € R. Par invariance par translation en espace
de 'EDP | uy, définie par up(z,t) = u(z + h,t) pour tout z € R et tout ¢ € RT, est une solution faible
de PEDP qui est entropique. Par unicité c’est la solution du probléme avec comme condition initiale u.
Par définition, si u® est croissante alors uj > u° pour tout h > 0. Par le principe de comparaison, on a
donc up(+,t) > u(-,t) pour tout ¢ et qui se réeécrit u(x + h,t) > u(z,t) pour tout = € R et tout ¢ > 0 et

ce pour tout h. Cela signifie que x — u(z,t) est croissante pour tout ¢ > 0.
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Supposons maintenant que W =A (resp. W = B) alors la solution entropique est v(x,t) = A pour tout
(x,t) (vesp. v(x,t) = B pour tout (z,t)). Par le principe de comparaison, on déduit que si A < u° < B
alors A <u < B. [ |

2.4 Le probléme de Riemann

Dans cette section, nous nous limitons pour simplifier au cas ol f est strictement convexe.
L’extension au cas ou f est strictement concave est simple. L’extension au cas général est plus
délicate et dépasse le cadre de ce cours. Dans les cinq premiéres parties de cette section, nous
considérons le probléme de Riemann & 2 états. Dans la derniére partie, nous nous intéresserons au
probléme de Riemann a 3 états et on utilisera les résultats établis dans les sections précédentes.

2.4.1 Présentation du probléme

Pour illustrer les résultats obtenus dans ce chapitre, nous allons calculer la solution entropique
du probléme de Cauchy suivant :

ou 0
e 2 - R
8t+8xf(u) 0 zeRt>0
ug siz <A, (2.50)
u(x,0) =
ug six > A,

ol ug, uq et A sont données.

Remarque 2.37: Lien avec la dynamique des gaz

On dit qu’il s’agit d’'un probléme de Riemann par analogie & un probléme étudié par ce
dernier en dynamique des gaz : on considére un gaz dans un tube cylindrique trés fin et
trés long. On suppose que le tube est séparé en deux par une membrane et que le gaz qui
est au repos n’a pas les mémes pressions et densités des deux cotés de la membrane. A
I'instant ¢ = 0, la membrane est déchirée et ’on s’intéresse a 1’écoulement qui s’en suit.

\ J

Pour I’étude du probléme général également, il nous faudra distinguer deux cas suivant que
Ug < Ug OU Ug > Ug.

2.4.2 TUne solution auto-semblable

Avant tout, nous allons établir la proposition suivante.
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Proposition 2.38: Solution auto-semblable

La solution faible entropique u du probléme de Riemann (2.50) est auto-semblable, c’est-
a-dire qu’elle est de la forme

V(z,t) eERx R, w(z,t)=U <m—tA)

DEMONSTRATION: On commence par montrer le résultat pour A = 0. Il suffit de montrer que, pour
tout a > 0 :

u(z,t) = u(ax,at), VY(z,t) € R x RT.

Soit a > 0. Posons ug (x,t) = u(az, at). Si u est solution faible de (2.50), il est facile de voir que u, est
solution faible également, ot on utilise notamment que u°(x) = u®(ax) pour tout z. De plus, il est facile
de voir que si u est entropique alors u, est entropique. Par unicité de la solution faible entropique (voir
le théoréme 2.33), on a donc u = u, pour tout a > 0.

Pour A # 0, il suffit d’appliquer ce qui précéde a v(z,t) = u(z + A, t). |

Proposition 2.39: Solution auto-semblable

Une fonction de la forme

xr —

A
V(z,t) € R x RT, u(a:,t)zl/{( ),Vt>0.

est solution classique de (2.12) dans le domaine o < < B si et seulement si

a"(€) VEE (a,h). (2.51)

\ J
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Notons que si f est strictement convexe alors a est strictement croissante et donc inversible.

DEMONSTRATION: Si u est donnée par I’expression ci-dessus alors

ou (=4, (- A ou 1, (r—A
at(ac,t)— e u ; et 8m(x’t)_tu ;

T —

. . : : A
donc si u est solution classique dans le domaine a < < f alors

w () [ (e (5)

d’oul le résultat. [ |

Nous pouvons maintenant résoudre explicitement le probléme.
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2.4.3 Cas ou u, > u, : la solution est une onde de choc

On commence par tracer les caractéristiques qui sont d’équation pour tout zo € R, X, () =
a(u®(xg))t + xo si bien qu’il y a deux zones & considérer dans lesquelles les caractéristiques sont
paralléles (voir la figure 2.13)

a(ug)lt+xo siz < A

VE>0, Xg(t) = { (2.52)

a(ug)t +xo siz> A

Comme ug > ug, et f est convexe (donc a est croissante), on a a(ug) > a(uq). Les caractéristiques
des 2 zones se croisent pour ¢ > 0. Quand les caractéristiques se croisent, nous allons voir que
la solution faible entropique contient nécessairement un choc (ou une ligne de discontinuité). On
construit donc la fonction

ug siz <o(t)

YVt >0, wu(z,t)= { (2.53)

ug six > o(t).

Cette fonction est solution classique 13 ot elle est C! (puisqu’elle est constante). C’est une solution
faible du probléme a condition que la ligne de choc X := {z = o(t),u” = ug,u™ = uq} vérifie la
relation de Rankine Hugoniot, soit ici

ity — L) = S(a)

Ug — Uqg
Pour que cette fonction vérifie bien u(x,0) = u®(z), il faut en plus que o(0) = A. On a ainsi

fug) — f(ua)

Ug — Uq

o(t) = t+ A
La solution obtenue est 'unique solution entropique puisque le long de la ligne de discontinuité,

on a ug > ug (on rappelle que f est convexe.)
fua) — f(ug)
Ug g

(t,):futJrA

220\

N

9
20 > A, Xgo(t) = alua)t + ¢

77—
W Z

X >

G4 AN

FIGURE 2.13 — Cas u, > u4 : les caractéristiques se croisent pour ¢ > 0 (a
gauche), la solution faible entropique est un choc (a droite).
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— S(a) ~ S()

ud—ug

A U(gtl) €

FIGURE 2.14 — Cas u, > uq : représentation de la solution : un choc se
propage a la vitesse qui est donnée par la relation de Rankine Hugoniot.

2.4.4 Cas ol u,; < u4 : la solution est une onde de détente

On commence par tracer les caractéristiques : il y a deux zones & considérer dans lesquelles les
caractéristiques sont paralléles

alug)t+z9 siz <A

VE >0, Xg(t) = { (2.54)

alug)t+x9 six > A

Comme ug < ug, et f est convexe (donc a est croissante), on a a(uy) < a(ug) : il y a une zone
dans le demi plan R x RT qui n’est pas remplie par les caractéristiques. On va introduire des
caractéristiques fictives d’équation X, (t) = ct + A avec ¢ qui varie [a(ug), a(uq)]. Sur chacune
de ces caractéristiques, la solution est constante : elle ne dépend que de ¢ = (x — A)/t. D’aprés
la Proposition 2.39, la solution dans cette zone s’écrit

u(z,t) = a (2 - Ay a(uy) < - A oy,
Nous proposons donc la fonction
Ug siz < a(ug)t+A
vVt >0, u(z,t)= ail(gv _t A) sia(ug)t + A <z < a(ug)t + A, (2.55)
Uqg siz > al(ug)t + A.

C’est une solution faible car elle est solution classique dans les domaines ot elle est C! et elle est
continue. Elle vérifie également la condition initiale. C’est la solution faible entropique car elle

est continue.

On dit qu’il s’agit d’une onde de détente.
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A \\> gy
R AN

A A

FIGURE 2.15 — Cas uy < uq : il existe une zone non recouverte par les
caractéristiques (a gauche), on introduit des caractéristiques "fictives" sur
lesquelles la solution reste constante. (a droite).

A a(ug u(-,t1)

alughti +A° A alug)t; + A > T

FIGURE 2.16 — Cas u,; < uq4 : représentation de la solution : une onde de
détente apparait.

Remarque 2.40

On aurait pu introduire un choc plutét qu’une onde de détente :

ug siz <o(t)

vVt >0, u(z,t)= { (2.56)

ug six > o(t).
avec la ligne de choc qui vérifie la relation de Rankine Hugoniot

f(ug) — f(ua)

o(t) = t+ A,
Ug — Uq
pour que cette fonction soit une solution faible. Mais ce n’est pas la solution entropique

car elle ne vérifie pas le théoréme 2.27 puisque uy < uq alors que f est convexe.

2.4.5 Solution du probléme de Riemann a 2 états

En résumé, la solution entropique du probléme de Riemann (2.50) peut étre notée :
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-Siu<w:
U S1 fga(u
wr(€u,v) =4 a 1(€) si alu) < €< av)
% sl fZa(v)
-Siu>wv:
wr(§;u,v) = v e o s— WS
v osi €>s, U —v

Cette notation est réutilisée dans la section 4.3.4.

2.4.6 Probléme de Riemann a 3 états pour 1’équation de biirgers

Nous proposons maintenant de résoudre explicitement quelques problémes de Riemann & 3 états.
Nous nous restreignons pour simplifier au cas de ’équation de Burgers :
ou 0 <u2

E‘F% 2>:0, reR, t>0,

u(z,0) = u®(z).

(2.57)

avec comme condition initiale
uy, si x <0,
u(z) =< uy, si 0<z<1,
us, si x> 1.
Nous allons adopter un processus qu’on adoptera de fagon assez systématique pour la construction
de la solution entropique C! par morceaux d’une loi de conservation scalaire :
1. Etape inductive : on propose une solution en s’inspirant de la méthode des caractéristiques.

2. Etape déductive : on démontre que la solution proposée est bien solution entropique du
probléme. D’aprés le cours, comme il y a unicité, la solution construite est LA solution
faible entropique recherchée.

2.4.6.1 Cas d’une condition initiale croissante u; < ug < us

On commence par naivement tracer dans le plan (z,t) les caractéristiques associées a la donnée
initiale ug qui passent par (z,0), lorsque x varie dans R. On obtient trois faisceaux de droites
paralléles respectivement pour zp € | — 00,0] , 2o € |0,1] et x¢ €]1,+00]. Ces droites décrivent
la trajectoire d’un point mobile se déplacant aux vitesses respectives ui, us et us : elles ont
pour équations X, (t) = zo +u;t,j = 1,2,3 '. Elles décrivent trois domaines Dy, Dy et D3 du

1. Attention, ce résultat n’est vrai que parce qu’on considére I’équation de Biirgers. Pour I’équation générale
dru+0, f(u) = 0, on aurait toujours trois faisceaux de droites mais d’équations z = z¢ +a(u; ) t. Ici, pour Biirgers,
f(u) = u?/2, donc a(u) = u.
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demi-espace {(z,t),z € R,t > 0} définies par

Dy :={(z,t), z<uyt, t > 0},
Dy :={(x,t), ust<z<wugt+1 t>0},
D3 :={(z,t), ust+1<x <400, t>0}.

Notons que deux caractéristiques correspondent & g = 0 et g = 1. Il n’y a aucune intersection
car u; < ug < uz. La méthode des caractéristiques suggére alors immédiatement la valeur de la
solution cherchée dans chacun des trois domaines définis plus haut, a savoir

u(z,t) =wuy si(z,t) € Dy, u(x,t) =uy si(z,t) € Do, u(z,t) =wug si(x,t) € D3. (2.58)
Il reste alors a compléter la solution dans les zones suivantes (si non vides)
Do := {(:c,t),ult <z <ugt, t> 0}, Do := {(l’,t),’u,gt-l- l<zr<ust+1,t> 0}

Cela se fait comme dans la section 2.4.4 en introduisant une onde de détente” (z — A)/t dans
chacun de ces domaines, autrement dit (voir l'illustration Fig. 2.17, dessin de gauche)

r—1

x .
u(z,t) = n si (x,t) € D12, et wu(z,t)= si (z,t) € Das. (2.59)
Il est immédiat de vérifier que la fonction u(x,t) définie par (2.58-2.59) est continue dans le
demi-espace R x Rt. C’est par ailleurs une solution classique 1a o elle est de classe C!, c’est
a dire a I'intérieur de chacun des domaines D;,1 < j < 3, Dia et Daz. D’aprés les résultats du
cours, nous pouvons donc affirmer qu’il s’agit de la solution faible entropique du probléme.

FIGURE 2.17 — A gauche : uy < u; < uz. A droite : u; < us < us.

2.4.6.2 Cas d’une condition initiale décroissante u; > ug > ug

Pour les applications numériques de cette section, nous avons utilisé u; = 2, ug = 1, ug = 0,.

2. Attention, ce résultat n’est vrai que parce qu’on considére ’équation de Biirgers. Pour I’équation générale
Ovu+0, f(u) = 0, équation de 'onde de détente est ™ ((z— A)/t). Ici, pour Biirgers, f(u) = u?/2, donc a(u) = u
et a”t(u) = u!
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Cette fois, les trois zones D71, Dy et Ds s’intersectent comme il est visible sur la figure 2.18,
dessin de gauche. Pour gérer les conflits, c’est a dire, pour ¢ assez petit, les intersections D1 N Da
et Do N D3, on va introduire deux lignes de chocs, ¥1 dans D1 N Dy, Y9 dans Dy N D3, prenant
respectivement naissance aux points (0,0) et (1,0). D’aprés la relation de Rankine Hugoniot, ces
chocs ont donc pour équations respectives

Uy +u uz +u
o1 (t) == %t et oot) =1+ %t, t>0,
Ces deux chocs se rencontrent en un temps t* donné par
. U +u
o1 (t*) = oa(t*) soit t'=—"— et z*i=oy(t) = — 2.
Ul — u3 Ul — u3

Pour poursuivre au dela du temps ¢*, on remarque que = — u(z,t*) ne prend plus que deux

z=3t/2

;\=1+t/2

|'u,:1| | u=0 |

0 1 0 1

FIGURE 2.18 — Pour u; = 2, up = 1, u3 = 0, : les domaines D; (& gauche),
avec les lignes de chocs pour ¢t < t* = 2.

valeurs & savoir u; pour z < z* et ug pour x > x*. Autrement dit, en prenant ¢ = ¢* comme
nouveau temps initial, tout se passe comme si on devait résoudre un nouveau probléme de
Riemann. On introduit alors un troisiéme choc droit prenant naissance en (x*,t*) avec une
vitesse donnée par la relation de Rankine Hugoniot. L’équation de ce troisiéme choc est donc

o3(t) = o + (¢ — t*)w
La solution proposée va s’écrire
up siz < oq(t)
sit <t*, wu(z,t)=<Cuy siol(t) <z <ot
us  siz > oa(t) (2.60)
sit >t wu(z,t)= w stz <o(t)
uz siz > o3(t)

Dit autrement, nous introduisons

T =A(x,t), x <o1(t) si t <t*,x<os(t) si t>t"},

D3 =A{(z,t), o1(t) <z < oa2(t) et t <t*},

Dj = {(z,t), x > 02(t) si t <t*,x>03(t) si t >t}
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auquel cas la solution est
u(z,t) =wu; dans Dj, wu(x,t) =wuy dans D3, wu(x,t)=wus dans Dj. (2.61)

Cette solution est illustrée par la figure 2.19.

t=ty
u=2 z = 3t/2 u=0
) z=1+t/2
D3
* t=t
Dl ’U,:]_ D3 ! /
0 1 0 1 3/2

FIiGURE 2.19 — Pour u; = 2, us =1, u3 =0, : La solution. A gauche dans le
plan (z,t). A droite : graphes a ¢ fixé.

Il faut vérifier a posteriori qu’on a construit LA solution faible entropique. C’est bien une solution
faible car c’est une solution classique partout ot elle est de classe C! et la relation de Rankine-
Hugoniot est satisfaite a travers chaque ligne de choc. C’est bien la solution entropique car tous
les chocs sont "descendants" (et qu’on a affaire & une loi de conservation convexe).

2.4.6.3 Cas d’une condition initiale non monotone.

On suppose ici u; < ug et ug > ug. Le dernier cas u; > ug et uo < ug est laissé en exercice au
lecteur. Pour les applications numériques, nous utiliserons les valeurs u; = 0, us = 1 et ug = 0. La
construction de la solution faible est alors sensiblement plus complexe et va se faire par fenétres
de temps successives. Commencons & décrire ce qui va se passer pour ¢t > 0 suffisamment petit.
Nous allons adopter la démarche intuitive suggérée plus haut en proposant une construction pas
a pas de la solution.

Les observations qui suivent sont supportées par le dessin de gauche de la figure 2.20. Comme
uz > ug, les domaines Do := {(x,t), uot < x < ugt + 1} et D3 : {(x,t), © > ust + 1} s'in-
tersectent. Du coup, dans le domaine Dy := {(x,t), © < ujt}, la méthode des caractéristiques
suggére sans ambiguité que la solution soit constante égale a u; et si pour t assez petit, elle
suggére qu’elle va prendre la valeur us dans le sous-domaine de Dy qui n’intersecte pas D3 et
qu’elle va prendre la valeur uz dans le sous-domaine de D3 qui n’intersecte pas Ds, elle ne permet
pas de départager entre la valeur us et la valeur us dans 'intersection Do N D3, laquelle prend
naissance dés t > 0. Par ailleurs, la région Dis qui apparait en blanc dans la figure 2.21, ne
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contient aucune caractéristique.

Mais examinons tout d’abord la problématique soulevée par I'intersection Do N D3. Comme les

ligne de choc 9 ;
|
T=1+t/2
D; Dj
0 0 1 2

FIGURE 2.20 — Pour u; =0, up = 1 et uz = 0. Gauche : domaines D; et ligne
de choc . Droite : domaines Dj*.

caractéristiques se croisent, nous introduisons une ligne de choc, d’équation z = o1(t) qui va
passer par le point de naissance de l'intersection Do N D3, c’est a dire (x = 1,¢ = 0) (autrement
dit on va imposer 01(0) = 1) et qui va partager Dy N D3 en deux parties, I'une a gauche de cette
ligne, & l'intérieur de laquelle on va attribuer & la solution la valeur us - ne serait-ce que pour
assurer la continuité avec le domaine Dy \ (D2 N D3) - I'autre & droite de cette ligne dans laquelle
on proposera, par un raisonnement symétrique, la valeur us. En résumé, au moins pour ¢ assez

petit, nous proposerons
u(z,t) =wug si (z,t) € DaoN D3 etz <oi(t), wu(z,t)=mussi(r,t) € DaNDsetxz>o(t).

On crée ainsi un choc puisque la solution va passer brutalement de ug & us a travers z = o (t).
Maintenant, pour déterminer la forme x = o1 (¢), on utilise la relation de Rankine-Hugoniot qui
va assurer qu’on a bien alors construit (au moins localement) une solution faible :

Uz +us

Ul(t) 9

t+1,

Tout va se passer comme si on avait remplacé, pour ¢ assez petit les domaines intersectants Do
et D3 par les domaines Dj et D3 définis par (voir la figure 2.20, dessin de droite)

Dy ={(z,t) € Dy, x < o1(t)} = {(x,t), ust <z < o1(t)},
Di ={(z,t) € D3, x > 01(t)} = {(z,t), z > o1(t)},
qui sont tels que chaque point de Dj appartient & une caractéristique et une seule issue d’un

point (1’0,0) € D;.

Finalement, dans la région Dig := {(z,t), uit < x < ugt} on va introduire une onde de détente
u(z,t) = x/t et donc finalement proposer : u(x,t) = wu; dans D, u(x,t) = x/t dans Dja,
u(z,t) = ug dans D3, u(x,t) =0 dans Dj.
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u(z, 2)

u=0 /u:l |u 0
]

0 1 2 0 2 x

FIGURE 2.21 — Pour u; = 0, us = 1 et uzg = 0. La solution pour t < t* =2
(gauche). Graphe a t = 2 (droite)

Jusqu’a quel instant cette description va-t-elle rester valable ? La figure 2.21 donne la réponse. Le
domaine Dj est borné en temps : il disparait au moment ¢* ou la ligne x = uat (caractéristique
issue de z¢p = 0), qui borne Dj sur sa gauche, rencontre la ligne de choc = = o1(¢) qui le borne

sur sa droite : 5

ust™ = Ul(t*) soit t'= ———.
Uy — U3

Le point de rencontre est x = uot*,t = t*. Nous allons donc étre en mesure de décrire la solution
jusqu’a l'instant t* (voir aussi la figure 2.21, dessin de gauche ) :

— Pour (z,t) € Dy et t <t*, wu(z,t) =u,
— Pour (x,t) € Dig et t <t*, wu(xz,t) =x/t,
(2.62)
— Pour (z,t) € Dy et t <t*,  wu(x,t) = uo,
— Pour (z,t) € D et t <t*, wu(z,t) = us.

A partir de I'instant ¢ = t*, instant auquel la solution est donnée par le graphe de la figure 2.21
(droite) (cette fonction peut du reste étre vue comme une nouvelle condition initiale & I'instant
t = t*), on est confronté & une situation similaire & celle rencontrée & l'instant ¢ = 0. Dans
le demi espace t > t*, les domaines Dis et D3 s’intersectent. Si on va naturellement proposer
u(x,t) = x/t dans Do \ D12 N D3 et u(x,t) = ug dans D3 \ D12 N D3, il faut arbitrer entre x/t
et uz dans D15 N D3. Cela va se faire en introduisant une nouvelle ligne de choc x = o9(t),t > 2
qui va partir du point (z*,¢*). Pour ¢ > t*, on va donc proposer (voir aussi la figure 2.22)

— Pour (z,t) € Dy et t > t*, u(z,t) = uy,
— Pour 0 < x < oa(t) et t > t*, wu(x,t) =x/t, (2.63)
— Pour x > o9(t) et t > t*, u(x,t) = us.

Pour déterminer la forme du choc, nous allons & nouveau nous appuyer sur la relation de Rankine-

Hugoniot pour assurer qu’on construit bien une solution faible. La différence avec le premier choc
est que, la solution n’étant plus constante de part et d’autre du choc (il s’agit de raccorder x/t
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z=0(t)
% D1y

E%I u=0 |U=%| u:/l I u=0 I

FIGURE 2.22 — Pour u; = 0, up = 1 et ug = 0. Les domaines pour ¢ > 0(a
gauche). La solution (a droite)

a gauche du choc avec 0 a droite du choc), le choc ne va plus étre droit. On a donc

ut (A
oyir) = UL,

u_(t) := lim u(oa(t) —e,t),= oa(t)/t, us(t) := lm wu(oo(t) +e,t),=0,
e—0t e—0t
On doit donc résoudre 1’équation différentielle

oa2(t) + us

oy(t) = 2,

La solution générale de cette équation s’écrit
oo(t) = ot +ust

Comme de plus on sait que

on trouve
a = +/2(ug — ug).

Construisons u(x,t) par recollement de (2.62) et (2.63) : si nous introduisons les domaines (voir
aussi figure 2.22, dessin de gauche,)

{ Diy={(z,t), 0<z <o1(t) sit <t*, 0<x <oot)sit>t},

D% = {(z,t) € D3, x> o1(t) sit <t*, x> oa(t) sit > t*},
la solution est finalement définie par
u(z,t) =wu; dans Dy, wu(x,t) =ug dans D3, wu(z,t) =x/t dans Dy, u(x,t) = us dans Dj3.

Les graphes correspondants sont donnés par la figure 2.23.
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Par la suite, de deux choses 'une. Soit w1 < ug et les formules ci-dessus restent valables pour

tout temps ¢t > t*. Soit u; > us et ces formules restent valables tant que
urt < o2 (t),

c’est-a-dire pour ¢t < t** ou t** est solution de

ut™ = /2 (UQ - U3) - ust™.
On a donc :
2 (ug — ug)
(u — ug)”

Pour t > t**, la trajectoire du choc est donnée par :

t** —

1 Uy — U3
o3(t) = - (w1 +ug)t+ ——
3(t) = 5 (w1 +us) R
et la solution par :
up siox < os(t),
u(z,t) =
ug Ssi x> o3 (t)
Pour garantir qu’on a construit la solution entropique en s’appuyant sur les résultats du cours,
il suffit de noter que

1. On a bien construit une solution faible parce que

(i) La fonction u est bien une solution classique 1a ou elle est C'1.

(ii) Le long des lignes de chocs (qui correspondent géométriquement a 9D7, N 0D et
0D7,N0D}), larelation de Rankine Hugoniot est satisfaite (les chocs ont été construits
pour ¢a).

2. Cette solution faible est bien la solution entropique parce que le long des chocs, u™(t) >
u™ (), autrement dit le choc est descendant. Comme le flux est convexe (f(u) = u?/2 est
convexe), les chocs sont entropiques *.

Sur la figure 2.23, dessin de droite, nous représentons le graphe = — u(x,t) de la solution a deux
instants t = t1 < t* et t =ty > t*.

3. Rappelons que pour une non linéarité f(u) générale, (i. e. non convexe), la condition de choc entropique est
plus compliquée. Si le choc est descendant, le graphe de f entre u™ (t) et u™ (¢t) > u™t(¢) doit étre au dessous de sa
corde. Si le choc est montant, le graphe de f entre u™ (¢) et ut(¢) > u~(t) doit étre au dessus de sa corde.
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u(z, t2) /
t=t, / —
9.

u(z, t1)

FIiGURE 2.23 — Pour u; = 0, us = 1 et ug = 0.Graphes de la solution a
t=t1 <2ett=1ty > 2.

2.5 Exercices

Exercice 1 (Solution classique) On considére I’équation de Biirgers

ou 0

E—F% (u) =0, xzeR, t>0,

1
ot f(u) = —u?, avec la condition initiale suivante : u°(z) = x.
2

Question. Calculer la solution classique. On tracera les caractéristiques dans le plan (x,t) puis
la solution en fonction de x a différents temps.

Exercice 2 (Naissance de ’onde de choc) On considére I’équation de Biirgers avec la condi-
tion initiale suivante : u°(z) = sin .

Question 1. Montrer que les caractéristiques ne se croisent pas avant t = 1.

Question 2. Calculer l'instant t. auquel se croisent les caractéristiques issues des points m — €
et m+e.

Question 3. FEn déduire qu’il n’existe pas de solution classique aprést = 1.

Exercice 3 (Construction de ’onde de détente) On considére I’équation de Biirgers avec

la condition initiale :
0, si <0,

uwW(z) =< z/a, si 0<z<a,

1, si x> a,
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pour o > 0.
Question 1. Construire la solution a l'aide des caractéristiques.
Question 2. FEst-ce une solution classique ?

Question 3. Que se passe-t-il lorsque o« — 0 ¢

Exercice 4 (Non unicité des solutions faibles) On considére le probléeme suivant :

ou 0 [ u?
— 4+ — == R
. <2> 0, zeR, t>0,

u(z,0) = a.

(2.64)

ot a est une constante réelle donnée. Le but de l’exercice est de montrer qu’on peut construire
d’autres solutions faibles de (2.64) que la solution constante u(x,t) = a.

Pour ce faire, on va s’intéresser a une classe de solutions constantes par morceaur définies de la
maniére suwante :

a) On se donne N > 1 réels \y < Ay < -+ < Ay qui définissent N + 1 zones du demi-plan
plan P := R x RS

Zy={(z,t)eP/z<Mt}, Zy={(z,t)eP/Anvt<uz},
Zi={(z,t) eP/Njt<z<Ajpit}, 1<j<N-1, (siN=>2)
b) On cherche u constante dans chacune des zones
u(z,t) =u;, V(x,t)eZ;, 0<j<N. (2.65)

Question 1. On suppose que u donnée par (2.65) est solution faible de (2.64). Calculer u; et
un et montrer que les nombres \; sont entiérement déterminés par les u;.

Question 2. Montrer que si N = 1 ou N = 2, la seule solution possible est la solution
constante.

Question 3. On suppose que N = 3. Montrer qu’il existe une infinité de solutions non constantes
paramétrées par deux réels (par exemple \1 et A3) dont on précisera le domaine de variation.
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Question 4. Montrer que pour N = 4, on ne peut pas trouver de solution non constante de la
forme (2.65).

Exercice 5 (Equation de Biirgers avec terme d’ordre 0) Soit a > 0. On s’intéresse a
[’équation de Birgers avec un terme source linéaire :

ou 0 [u?
o + 9 <2> =—au, x€R,t>0, (2.66)

u(z,0) = u®(z).

Question 1. Résoudre explicitement ce probléme par la méthode des caractéristiques lorsque
u® est croissante.

Question 2. Calculer explicitement la solution en prenant comme condition initiale (v est un
réel strictement positif donné),

Ug, st x <0,
0 _ Uqg — U .
u(z) = Ug + Yo, si 0<uz<a,
«
Ud, st x> a,

avec uq > Ug

Question 3. Trouver une solution faible du probléme de Riemann & deux états,
U st <0
uo (x) _ g 9
ug, St x> 0.

avec uq = Ug -

Exercice 6 (Problémes de Riemann pour une nouvelle équation non linéaire) On consi-
deére le probleme suivant :

ou_ o (ut
ot Oz \ 4
u(z,0) = u°(x).

>:0, zeR, t>0,
(2.67)

Question 1. Ecrire I’ équation de la caractéristique dans le plan (x,t) qui passe par le point
i) at=0.
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Question 2. On choisit comme condition initiale

U st <«
g» )

ud(z) =
Uq, ST T > Q.

Question 2 (a). On se place dans le cas ot ug > uq. Construire, a l'aide de la méthode des

caractéristiques, la solution faible entropique.

Dans le cas particulier ot ug = 0, uqg = —2 et « = 0 donner et tracer les caractéristiques
dans le plan (x,t) et la solution aux tempst =0 ett=1.

Question 2 (b). On se place dans le cas ot ug < uq. Construire, a l'aide de la méthode des
caractéristiques, la solution faible entropique.

Dans le cas particulier ot ug = —2, ug = —1 et o = 1 donner et tracer les caractéristiques
dans le plan (z,t) et la solution aux tempst =0 ett=1.

Question 3. On choisit comme condition initiale

0, si z<0,
up(z) =< —2, si 0<z<1,

~1, si z>1.

Calculer a Uaide de la méthode des caractéristiques, la solution faible entropique, donner l’équa-
tion des caractéristiques dans le plan (x,t) et tracer leur allure.

Exercice 7 (Ligne de choc courbe) On considére encore le probléeme suivant :

0 0 2
L2 (%) —0 zeR t>0,
ot Oz \ 2 (2.68)
u(z,0) = ul(z).
mais on choisit cette fois ci comme condition initiale
—-1/2, si =< -1/2,
w(z) =1 =, sio —1/2<x <1, (2.69)

—-1/2, si z>1.

Question. Calculer la solution exacte du probléme avec cette condition initiale.



CHAPITRE

Approximation par différences finies
- Application aux problémes
hyperboliques linéaires

3.1 Présentation de la méthode de différences finies

3.1.1 Approximation de quelques opérateurs différentiels

La méthode de différences finies permet de calculer une approximation de la solution d’'une EDP
en des points qui sont distribués sur une grille. L’objectif est alors de construire des approxima-
tions des dérivées des fonctions intervenant dans 'EDP a l'aide de valeurs discrétes de celle-ci,
par le biais de formules de Taylor.

Nous nous plagons, sauf mention contraire, dans le cadre d’une discrétisation par différences finies
en une dimension d’espace. Ceci implique que nous discrétisons le continuum spatio-temporel par
une grille réguliére de pas At en temps et h en espace tel que les coordonnées discrétes soient :

(x,t") = (jh,nAt).

La solution discréte sera calculée en ces points (voir la figure 3.1). Le principe des différences
finies est donc de remplacer les dérivées en ces points par des différences finies en utilisant des
formules de Taylor dont on néglige les restes. Pour commencer, reprenons la définition usuelle de

N

tn+1
i tn
tn—l
At
(N
— Till Ti Titl
h J J i+

FIGURE 3.1 — Grille espace temps

87
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la dérivée ( n) ()
+h)—ux
/() := lim 7
vl = T

afin d’introduire ’approximation décentrée a droite

u'(z) ~ D u(z) :== wz + hi)z — u(x)

Evidemment, il est, a priori, tout aussi légitime de définir une approzimation décentrée a gauche

u(x) — u(x — h)
A ;

/ J—
u'(z) ~ D, u(z) :=
ou encore une approxrimation centrée

x—|—h)—u(:v—h).

u'(z) ~ DY u(x) := u 57

Nous allons voir que ce choix n’est en fait pas anodin et que certains choix a priori raisonnables ne
permettent pas une bonne approximation (dans un sens qu’il nous faudra définir) de la solution
de EDP initiale.

Approximation
décentrée a gauche

Approximation
centrée

u(z 4+ h) —u(x — h)

Approximation
décentrée a droite

u(x + h) —u(x)

u(z) —u(x — h)
h

D, u(zx) = Difu(x) ==

h

>

zr—h X z

>

x.-i-h T

z—h x z+h z x

FIGURE 3.2 — Approximation de u/'(x)
d’approximation.

: il n’y a pas unicité des formules

La premiére obligation pour notre approximation est la consistance. Elle exprime le fait que
Iopérateur aux différences finies converge vers I'opérateur différentiel lorsque le pas de maillage
tend vers 0. Ainsi, pour un maillage de pas h, on note Dj un opérateur d’approximation aux
différences finies de % et on appelle erreur de troncature pour cet opérateur la quantité

e(x,h) :== Dpu(z) — u'(z).
L’approximation est consistante pour la norme ||-||, si pour u suffisamment réguliére
lim ||e(z, h)|| = 0.
lim |z, )|
On peut méme aller plus loin en disant que I'approximation est d’ordre k € N si

e(x, h) = O(RP).
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En pratique, ’analyse de consistance s’effectue en considérant les développements de Taylor de
la fonction u. Par exemple pour I’approximation décentrée a droite on sait pour u € C?(I), qu’il
existe 8 €]0, 1] tel que

w(x 4+ h) = u(z) + hi'(z) + h;u”(x + 6h).

On obtient ainsi

d’ot1 'estimation
sup ‘u"|. (3.1)
On aurait obtenu le méme type d’inégalité pour D,  donc les approximation décentrées a gauche

et a droite sont d’ordre 1. En pratique, on voit que l'inégalité (3.1) nous indique méme que le
choix de h doit étre déterminé par la valeur de la dérivée seconde.

Pour I'approximation centrée, les calculs sont un peu plus longs mais pour un bénéfice sur l'ordre
de I'approximation. On considére u € C3(I). 1l existe 7 €]0,1] tel que

h? h3
w(x +h) = u(z) + ho'(z) + ) u’(x + 0h) + o u® (z +6%h)
et 6~ €]0, 1] tel que
h? h3
u(x —h) = u(z) — hd'(x) + = u"(z + 6h) — 5 u® (z+67h)
ce qui donne par soustraction

u(z + h);h“(” =M ) = h; (u<3> (@ +67h) +u® (z + e—h)).

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe § €] — 1, 1] tel que

u(x +h) —u(x —h) o h? 3)
57 u'(x) = e U (x +0h),

et 'approximation centrée est donc d’ordre 2.

Ces trois approximations sont loin d’étre les seules et il existe en fait une infinité de possibilités
d’approximation dont on jugera la pertinence notamment en fonction de I'erreur de consistance.
Il est en particulier possible de faire intervenir plus de points dans D) afin d’obtenir une ap-
proximation plus précise. Par exemple si nous combinons les approximations suivantes (obtenus
comme précédemment mais en choisissant désormais les formules de Taylor-Young au lieu de
celles de Taylor-Lagrange), nous obtenons

u(z 4+ h) —u(z —h) h?

o =u/(x) + = u® (@) + O("),
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et — + 0
B 2
u(a: + 2h) hu($ Qh) u,(x) + 4h— u(3) (SU) (h4)’

ce qui donne pour tout coefficient de pondération « € [0, 1]

u(z + 2h) — u(z — 2h)
4h
2

— /() + (a+4(1 - a))% u® () + O(h).

D}(L4) - au(:c +h) —u(z — h)

57 +(1—-a)

Ainsi pour un choix adéquate o = % de pondération entre les deux approximations initiales, on

obtient une approximation d’ordre 4. Afin de présenter les différents choix d’opérateurs d’approxi-
mation Dy, on adoptera une représentation symbolique beaucoup plus visuelle comme utilisée
Figure 3.3 pour les exemples d’approximation que nous venons de presenter.

h h
_ 1
: 0%0%e
4 h
g o

o0 2 (OO O(()
pW . B
h 12h

FiGURE 3.3 — Représentation symbolique des opérateurs aux différences
finies

De tout évidence la construction d’opérateurs d’approximation ne se limite pas aux dérivées
d’ordre 1. On utilise le méme principe pour les dérivées d’ordre supérieur. Notamment, on a

wo oy W (@ +h/2) = (z—h/2)
V() ~ - ,

avec par exemple
(x4 h) —u'(x—h)
h 9

u(x+h/2) ~

et
u'(x 4+ h) —u’(x—h).

h

On peut ainsi définir un opérateur D}QL d’approximation aux différences finies de la dérivée seconde

' (z— h/2) ~

sous la forme
z+h) —2u(z) +u(x — h)

h?

u'(z) ~ D? u(z) == u(
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La consistance de cette opérateur se détermine toujours a partir de formule de Taylor (ici Taylor-
Lagrange). 1l existe 61 €]0, 1] tel que
2 2 4
h A ® ey 4 1

uw(z + h) = u(z) + hi'(z) + 5 u’(z) + 5 U (x) + 24 u (z +0%h),

et 0 €]0, 1] tel que

h? h? I
uw(x —h) = u(z) — hd'(z) + 5 u'(z) — — u®(2) + — uW (x4 67h).

On a donc l'existence de 6 €] — 1,1] tel que

D2 u(z) = UEHR) = 21;(2“") e =) _ ey £ @y om), (3.2)

et approximation est donc d’ordre 2.

3.1.2 La démarche : Etude de la consistance et la stabilité

Pour une équation aux dérivées partielles donnée, 1’'idée est donc de construire une équation
discréte o les opérateurs différentiels sont remplacés par des opérateurs d’approximation. La
solution continue n’a a priori pas de raison d’étre solution de cette équation discréte.

La question qui se pose donc naturellement est de savoir si, pour une équation discréte par-
ticuliére (on parlera également de schéma) obtenue en utilisant la méthode de différences finies
décrite ci-dessus, la solution de I’équation discréte obtenue approche de la solution du probléme
continu et d’autre part quand il y a convergence, de quantifier la vitesse de convergence.

Cette analyse se fait toujours en deux étapes fondamentales qui seront donc le dénominateur
commun de chaque étude de schéma de cet ouvrage :

— la consistance qui correspond & 'erreur d’approximation liées lorsqu’on remplace ’EDP
par des différences finies. Il est fondamental de comprendre que, bien que trés intuitive
en tant que condition nécessaire, la consistance d’une méthode ne suffit pas a obtenir la
convergence.

— la stabilité qui assure que I'opérateur discret est bien inversible et la norme de son inverse
est bornée indépendamment du pas de discrétisation.

On montrera alors que dés qu’'un schéma est consistant et stable alors il est convergent, c¢’est
a dire que la solution numérique calculée a partir de ce schéma tend, quand les paramétres de
discrétisation tendent vers 0, vers la solution de ’équation aux dérivées partielles initiale.

L’objectif de ce chapitre étant de présenter et d’analyser quelques schémas classiques pour les
équations hyperboliques linéaires, nous étudierons donc par différentes approches la consistance
et la stabilité des schémas avant d’obtenir le résultat final de convergence.
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3.1.3 Application aux équations hyperboliques linéaires

Avant de passer a la construction de schémas de discrétisation particuliers, indiquons dés & pré-
sent une particularité de la résolution des problémes d’évolution : avec la plupart des méthodes
numériques couramment utilisées, la résolution ne s’effectue pas de la méme maniére en temps
et en espace. En effet il existe classiquement deux situations bien distinctes suivant que 'EDP
fait intervenir ou non le temps :

— Si on résout par exemple I’équation de Laplace en dimension 2

u  0%u
—_—— = = dans R?
ox2 Oy / ’
on peut montrer que la méthode des différences finies conduit & inverser un systéme li-
néaire dans lequel les deux variables x et y jouent le méme réle : d’une certaine fagon,
toutes les valeurs de la solution approchée sont calculées simultanément.

— Avec un probléme d’évolution en dimension 1 d’espace, bien que la solution soit & nouveau
une fonction de deux variables, le temps et I'espace sont traités différemment. Cela se
comprend intuitivement puisque le temps est naturellement orienté et que nous disposons
donc de conditions initiales et pas de conditions finales alors que les directions z et —z
jouent le méme roéle. De ce fait, la solution approchée se calculera pas & pas en temps :
la solution & l'instant ¢t est déterminée & partir de la solution aux instants précédents.
Les conditions initiales sont alors utilisées pour déterminer la solution aux premiers pas
de temps. En pratique, pour les problémes du premier ordre en temps, comme c’est le cas
de I'équation d’advection par exemple, on pourra se contenter d’un schéma & un pas de
temps ; la solution & l'instant ¢ est calculée & partir de la solution & l'instant précédent
t"~1. A un instant donné t" :

— soit les valeurs {u;‘, Jj € Z} sont calculées indépendamment les unes des autres : on
parle alors de schéma explicite,
— soit les valeurs {u}l, J € Z} sont calculées en résolvant un systéme d’équations couplées.
On parle alors de schéma implicite.
Afin de présenter les différents schémas numériques possibles pour les équations hyperboliques,
nous allons considérer les deux exemples principaux que sont :

e ’équation d’advection sur R avec une vitesse constante c

ou  Ou
o T s =0, (2,1) €RX]0,T],

3.3
u(0,z) = u(z), z€R. (33
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e ’équation des ondes sur R avec une vitesse constante ¢

*u  ,0%u

w—cw:Q pour t >0, x € R
u(t = 0,2) = u’(x), pour z € R

0

8—1:(t:0,x):u1(w), pour x € R

Dans toute la suite et sauf mention contraire, nous supposons la vitesse de propagation c
positive.

Comme annoncé précédemment, nous approchons la solution u de ces EDPs par une solution dis-

créte u. On cherche alors a calculer pour chaque n (n € N, nAt < T') un vecteur u" = (u})jez
n
J
I'instant ¢".

tel que v’ soit une approximation de la valeur de la solution u du probléme précédent en z; a

Remarque 3.1

Il peut sembler surprenant de recourir & une résolution numérique approchée pour ces
problémes oi1, la vitesse étant constante, on connait analytiquement les solutions exactes.
L’intérét est de calculer dans des cas simples les propriétés des différents schémas qui
gardent les mémes propriétés en dimension supérieure et qui seront ensuite généralisés au
cas non linéaire. Un schéma qui ne permet pas de résoudre le cas linéaire sera automati-
quement & proscrire dans le cas non linéaire.

\ J

Nous commencerons par 1’équation d’advection et présenterons le schéma explicite centré qui
semble le plus naturel. A partir de celui ci nous introduirons les notions fondamentales pour
létude des schémas aux différences finies (schéma explicite/implicite, consistance et erreur de
troncature et stabilité). Nous verrons alors que ce schéma est inconditionnellement instable et
donc qu’a priori la solution discréte ne peut converger vers la solution du probléme continu.
Cet exemple aura pour but de sensibiliser le lecteur sur le fait qu’un schéma consistant n’est
pas nécessairement convergent. Nous étudierons ensuite le schéma de Laz-Friedrichs pour lequel
nous introduirons la notion de convergence. Le schéma saute-mouton sera enfin étudié comme
approximation de I’équation des ondes.

3.2 Le schéma explicite centré pour I’équation d’advection

Nous allons écrire pour tout instant t", n > 0 et tout point x;, une premiere équation discréte
qui va remplacer (et approcher) I’équation (3.3) en (x;, ™). On utilise
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U
— une approximation décentrée a droite (vers le futur), d’ordre 1, pour —

ot

n+1
%(m» ) ~ A
I - At )

o ou : . : .
— une approximation centrée, d’ordre 2, pour 7’ écrite a l'instant t" (voir Section 3.1) :
x

du 0 Uy — Uiy
Le schéma numérique au point (z;,t") s’écrit donc
n+1 n n n
. —u u” wy
VneN,VjeZ, ]+c]+12hj1:0. (3.4)

Il s’agit d’'un schéma & un pas en temps (ou deux points) et & trois points en espace. Ce
schéma est bien explicite puisqu’on calcule explicitement la solution a 'instant n + 1 & partir
de la solution & l'instant n sans recourir & I'inversion d’un systéme linéaire. On a en effet

ntl _

U

(0% .
W S (W ), e,

Evidemment, pour que (3.4) définisse entiérement la solution approchée, il suffit de connaitre les
{ug, j € Z}, ce pour quoi on va utiliser la condition initiale et on choisira typiquement (noter

0

que le choix (i) nécessite que u” soit une fonction continue)

(i) = uz;) ou (i) ug’:% / %j: WO (@) da. (3.5)

Pour I'analyse, il est commode d’associer & une suite (u;);cz & valeurs réelles, une fonction de
la variable z. Nous choisissons dans la suite l'interpolation linéaire par morceaux (P; désigne
ci-aprés 'espace des polyndmes d’une variable de degré inférieur ou égal & 1). Ainsi pour une

suite (u;);ez on associe

up € Vi = { vn € C°(R), V j € Z, vhly;0;41] €P1 }, (3.6)
telle que uy, est définie par

VijezZ, uh(mj) = Uy. (37)
On peut démontrer que, pour tout réel p > 1,
(Uj)jeZ e P = { (u]‘)jez, Z ’u]"p < 400 } <~ up € P = Vh N LP(R).
JEZ

et qu'il existe des constantes Cy(p) et C*(p), indépendantes de h, telles que

1 1

V) e, Cup) (Xl h)” < Jualler < ) (3wl )"

jJEL JEL
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De méme

(uj)jez € 0° ={ (uj), sup |y’ < +o0} <= wup€ Ly’ =V, N LT(R).
JEZL

et on a l'identité

lun || Lo = sup [u;.
JEZ

Nous allons pouvoir réécrire (3.4) de fagon abstraite en introduisant 'opérateur linéaire Ay tel

que

v(z+h) —v(m—h).
2h

Puisque Aj;, commute avec les opérateurs de translation par un multiple de h, il envoie linéaire-

Vo:R =R, Apv(z)=c (3.8)

ment V}, dans lui-méme donc

Ay € ﬁ(Vh).
Mieux, on démontre facilement que

||A1H P
Vpelltocl Ane L) et |[Anlleun = 5 -

On voit alors que, avec des notations évidentes, le schéma (3.4, 3.5-(1)) équivaut a

n+1

()
Trouver wup €V, neN--. tels que %4’14}1“2:0, neN (3.9)

et satisfaisant la condition initiale
uy = Tu°, (3.10)

ot II;, désigne I'opérateur d’interpolation linéaire de C°(R) dans Vj,.
Il est bien évident que, compte tenu des propriétés de Ay,

up) € P = Wl elP, n=12---
La solution de (3.9) s’écrit donc

up = (Sp(At))" u) avec Sp(At) =1 — At Ay, (3.11)

3.2.1 Comnsistance et ordre du schéma

Rappelons que I’étude de la consistance d’un schéma vise a justifier (et quantifier) la fagon dont
les équations discrétes approchent les équations continues. Elle ne dit rien sur la facon dont la
solution discréte approche la solution continue. Pour cela il faut aussi avoir la stabilité du schéma,
concept qui sera abordé dans la prochaine section. Il est néanmoins bien évidemment nécessaire
de vérifier la consistance d’un schéma pour espérer sa convergence.

Pour ce faire, il faut définir I'erreur de troncature du schéma numérique. Le principe consiste &
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partir de la solution exacte u(z,t) de I’équation d’advection (3.3), supposée réguliére, d’introduire
la suite des valeurs discrétes

Uj' = u(xj,t"). (3.12)
Si on remplace uj par Uj* dans le membre de gauche de (3.4), on n’a a priori aucune raison de
trouver 0 comme résultat (sinon le schéma serait « exact »), mais on est en droit d’exiger que

cela soit « petit ». Ce raisonnement justifie la définition de 'erreur de troncature.

Définition 3.2: Erreur de troncature

On appelle erreur de troncature du schéma (3.4) la suite

+1 n n
UJn — UJ’ e J+1 U
At 2h ’

n __
€j

ou U} est définie par (3.12), u étant une solution réguliere de (3.3).
On dira que le schéma est consistant si, pour tout segment borné I et tout temps 7" > 0

lim 5;-‘ = 0.
(h,At)—0

étant donnés deux entiers strictement positifs k£ et p, on dit que le schéma est d’ordre p
en temps et k en espace (ce qui entraine a fortiori la consistance) si

" = O (AP + 1" .

Théoreme 3.3: Consistance du schéma explicite centré

Le schéma explicite centré donné dans (3.4) est d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.

\ J

DEMONSTRATION: C’est une application des développements de Taylor. Il existe 6, €]0, 1] tel que :

ou At? 9%u
n+l _ 7
Urtt = Ur 4 At (875) 5 G @t + AL,
otll nous avons adopté la notation
Ju\" Ou n ou ou n
(E)J N E(xj’t ) (333) ﬁx(%’t b (3:13)

Par conséquent
uptt-ur (8u>” At 92

N o), t o gt ). (3.14)

De méme, en développant par rapport a la variable z et avec la notation (3.13), il existe 67 €]0,1[ et
0~ €]0,1] tels que

o v () () P

Fa=07 (), + g (), 5 gt 0



3.2 Le schéma explicite centré pour I'équation d’advection 97

Aprés soustraction nous obtenons

U U [ Pu O3u

n.o—-yunr ou\™
Jj+1 j—1 _ (9% + n e n
e (ax>j+ o (0", t") + S5 —07h, 1) |.

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc 6 €] — 1, 1] tel que

U, - U= du\n k% BPu
Jj+1 Jj—1 _ n
—H (a—x)j + % g (s + Oh, 1) (3.15)
De (3.14) et (3.15), nous déduisons, par définition de la solution u, que
n Ju\"™ du\m At 9*u h2 &u n
ey = <E) —I—c(%)j 5 e (zj,t+ 0:AL) + 5 I 5 (@ + 0h,t") 10
At 9% 12 P ., '
=5 9 (xj,t + 0. At) + 6 o8 (x; + 6h,t").
Ainsi nous obtenons
er=0 (At + h2)
|

Pour 'analyse de convergence, il sera utile d’introduire une version « continue en espace » de
I’erreur de troncature, & savoir, en reprenant les notations de la section précédente,
n+1 n

ou Uy = IIu(-,t"). Reprenant I'expression (3.16), on déduit une estimation L> de €} (avec une
constante numérique C' convenable)

Ml < C (At su H H + h? H Lt
H h” te[tn}r)url] 8752 Loe 8.%3 )

Loo). (3.17)

Nous pouvons également obtenir une estimation équivalente de €} pour la norme L?, c’est a dire
qu’il existe une constante C telle que

n

leplle < € (At ey H o o, +

). (3.18)

L2 H 6953

Le lecteur se convaincra aisément que les estimations (3.17) et (3.18) se généralisent & toute

»)

3.2.2 Propagation numérique et condition nécessaire de convergence

norme LP (la constante C' ci-dessous dépendant de p)

lenllr < C (At sup

tn tn+1

|0, 4 e

La formule (3.4) (ou (3.11)) démontre que le support de la solution numérique se propage a
vitesse finie au sens ol :

supp uy C [a,b] = supp u} C [a — nh,b+ nh).
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En d’autres termes, en ’espace de 1 pas de temps At, I'information s’est propagée d’une distance
de h. On peut méme dire que la propagation du support de la solution numérique est donc donnée
par

h

Si le support de la solution numérique se propage moins vite que que le support de la solution
exacte, la solution numérique n’aura aucune chance de s’approcher de la solution exacte puisqu’il
va exister une partie du support de la solution exacte sur laquelle elle sera toujours nulle (voir
figure 3.4-(a)).

Une condition nécessaire de convergence du schéma est donc que la vitesse numérique doit étre
supérieure & la vitesse de propagation de la solution exacte (voir figure 3.4-(b)) :

h cAt
— > = — <1. Nl
At_c & o« LS (3.19)

(a) Cas ot Vyum < ¢ (& «

IYI I I N 7077
7227727777777

FIGURE 3.4 — Condition nécessaire de convergence : comparaison du sup-
port de u(-,t) (zone grise) et du support de u} (zone hachurée).

Remarque 3.4: Remarque sur la condition nécessaire de convergence

La condition (3.19) a une interprétation géométrique simple. En effet, pour I’équation
de transport, on sait que la connaissance de u & I'instant " dans l'intervalle [x;_1, ;1]
permet de calculer la solution dans l'intervalle

zj —ct" <z —ct <xjpq—ct’.

La condition (3.19) signifie donc que le point (x;, t,11) doit se trouver dans la bande grisée
de la Figure 3.5.
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tn—l— 1

Tj-1  Tj Tl

FIGURE 3.5 — Condition (3.19) : At <

ol

3.2.3 Analyse de la stabilité d’un schéma : principes généraux

Avant d’aborder la notion de stabilité du schéma numérique, une notion intuitivement simple
mais délicate & définir mathématiquement, il est utile de préciser ce que nous entendrons par
convergence du schéma. Intuitivement, la convergence signifie que, dans une certaine norme,
Perreur entre la solution exacte et la solution approchée tend vers 0 quand At et h tendent vers
0. C’est le sens plus précis du « tend vers 0 » qu’il nous faut définir.

On supposera dans toute la suite que nous nous intéressons a ’approximation de la solution dans
un intervalle de temps fixe [0,7], T > 0. Nous nous limiterons a la convergence L* en temps a
valeur LP en espace.

Définition 3.5: Convergence

On dit qu'un schéma d’approximation de (3.3) produisant une suite ujy € LP converge
dans L>(0,T; LP) si et seulement si, pour toute donnée initiale u dans L?,

li L") — ul| e = 0.
(e tggllu(, ) — up||z»

Selon le principe qu’une condition nécessaire pour qu’une suite converge est qu’elle soit bornée,
nous introduisons le principe de stabilité LP (qui devrait s’appeler plutot stabilité L>°(0,T'; LP)).

Définition 3.6: Stabilité LP

On dit qu’un schéma numérique est LP-stable si et seulement si, pour tout temps 1" > 0,
il existe une constante C'(T') indépendante de h et At, telle que pour toute donnée initiale
u? dans LP,

V"< T, |ullle < C(T) ||u’]v - (3.20)

\ J

Remarque 3.7

Comme on le verra, le résultat de stabilité (3.20) (ou encore le résultat de convergence)
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peut n’étre satisfait que sous une condition de stabilité de la forme
(h,At) € S C Ry x Ry,

ou S définit le domaine de stabilité de la méthode. Evidemment tout ceci n’a de sens que
si ’ensemble S admet (0,0) comme point d’accumulation.

3.2.4 Schéma a un pas de temps

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser aux schémas numeériques a un pas produisant une

suite uj satisfaisant une relation de récurrence du type
uptt = Sy (At) uf,  Sp(At) € L(LP). (3.21)

Le schéma explicite (3.9) entre donc dans cette catégorie.

Remarque 3.8

Un schéma consistant de la forme (3.21) vérifie, au moins formellement

A111‘11_130 Sp(At) =1 .

\

\

Remarque 3.9

Démontrer un résultat de stabilité LP pour un schéma a un pas du type (3.21) correspond

a lobtention d’une estimation uniforme en (h, At) de

n
[1Sh(AL)"|| £(zr) = sup lISk(At) vl L» '
velp llv|| e

En effet, la définition équivaut a

Vi <T, ”Sh(At)nHE(Lp) < C(T). (3.22)

Une condition suffisante de stabilité, trés utile en pratique, est donnée par le théoréme suivant.

Théoreme 3.10: Condition suffisante de stabilité

Une condition suffisante de stabilité LP du schéma (3.21) est qu’il existe une constante

v > 0 telle que
V (At,h) €S, [[Su(At)|lgzry < 1+v AL (3.23)

Auquel cas on a

n

ISh (A" | c(ry < €77,
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ce qui entraine en particulier (3.20) avec C(T) = e ™.

DEMONSTRATION: Par définition de ||Sy,(At)||z(zey, il est clair que
IS1(AD)" | e(ey < (1+vA1".
Pour conclure, il suffit d’utiliser le résultat suivant : pour tout x > 0 et tout entier n
(1+2)" < e

En effet, pour n = 1, I'inégalité 1+ x < e® traduit simplement le fait que le graphe de la fonction z — e*
est au dessus de sa tangente au point d’abscisse £ = 0. Plus généralement, la fonction x — z" étant
croissante, il vient

38

1+ —<e — (1~|—%)n§ez.

38

Notons que si la condition (3.23) est réalisée avec v = 0, c’est a dire si
V(ALh) €S, [[Su(AD)] ey < 1,
alors on a
lupllze < llupllze,

qui est I’équivalent discret de
(-, O)llze < Jlu’ Lo

On parlera alors de stabilité uniforme.
Signalons ainsi que le théoréme 3.10 admet une réciproque, dont la démonstration, qui nécessite
un peu de connaissances sur la théorie spectrale, dépasse le cadre de ce cours.

Théoreme 3.11

Pour qu’un schéma numérique du type (3.21) soit LP stable, il faut qu’il existe une
constante v > 0 telle que

V(Ath) €S, [Sh(A) o < 1+v At (3.24)

3.2.5 Analyse de stabilité L? du schéma explicite centré :la méthode de
Fourier-Von Neumann
Le schéma explicite (3.9) entre dans la classe (3.21) avec
Sp(At) =1 — At Ap,. (3.25)

Pour étudier ||Sp,(At)]|z(z2), nous utilisons la transformation de Fourier et introduisons 'opéra-
teur

Sh(At) = F Sp(At) F 1 e £(L?). (3.26)
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On montre alors qu'il existe Sy (k, At) € L®(R, C) tel que

Vk € R, QZH(k) = (Sh(At)aZ) (k) = Sh(k, At) uy (k), (3.27)
ou on a posé Uy = F uy.
Gréce au théoréme de Plancherel, nous avons

150 (A0 222y = 150 (A0 (2.

Le théoréme 3.26 va nous donner une autre expression pour ||Sy(At)|| (12 qui sera beaucoup uti-
lisée en pratique. Pour cela, il est utile d’introduire quelques définitions et énoncer (sans preuve)
quelques résultats de base (que nous invitons le lecteur & démontrer a titre d’exercice) :

— étant donné B(k) € L>®(R,C), on appelle opérateur de multiplication par 3, lopérateur
B, linéaire et continu de LP(R;C) dans lui-méme défini par :

Ve LP(R,C), (Bv)(k)=0b(k)v(k), p.p.keR.
C’est un exercice trés simple de montrer que :
Vpell,+00l, Bl = bl (3.28)
— Dans le cas p = 2, on appelle opérateur de symbole /b\, l'opérateur
B=FBF' ecr(L?.

ou B est opérateur de multiplication par b. Du théoréme de Plancherel et de (3.28), nous
déduisons aisément que

1Bllz(zz) = lIbll Lo~ (3.29)
D’apreés les relations (3.26-3.27), S, (At) est un opérateur a symbole, on en déduit donc d’aprés
(3.29) le théoréme suivant.

Théoreme 3.12

On a
VAL [[Sh(Af)]| g2 = sup ‘Sh(k, At)‘.
keR

Ainsi la condition nécessaire et suffisante de stabilité L2 est

>0,V (At,h) €S, sup ‘gh(k,At)‘. < 1+v At
keER

J

Il nous reste donc a étudier la norme L™ de k — §h(k, At). Pour ce faire, il nous faut caractériser
la transformée de Fourier de Aj. Celui ci est également un cas particulier d’opérateur a symbole.



3.2 Le schéma explicite centré pour I'équation d’advection 103

Lemme 3.13

On a l'identité

~

VueL? VkeR, Auu(k)=A,k) k), (3.30)
et Popérateur A, a pour symbole A\h(k) donné par

sin kh
h

VkeR, Auk)=1c

DEMONSTRATION: La propriété (1.13) signifie que I'opérateur 7, (défini par 7, u(z) = u(z + a)) n’est
autre que l'opérateur de symbole e’**. Comme

Th — T—h
_A =
h 2 ’
on en déduit que Ay, est Popérateur de symbole
~ etkh _ g—ikh sin kh
Ap(k) = g =1,

ce qui achéve la démonstration.

Remarque 3.14

On peut remarquer que

An(k) = vl (1 +O( |k[2h2) )

On retrouve alors sous une autre forme, le fait que 'opérateur Ay dont le symbole est Eh
approche l'opérateur cd, dont le symbole est uck, et ce au second ordre en h.

\

\

De (3.25), nous déduisons facilement le corollaire suivant.

Corollaire 3.15

L’opérateur Sy, (At) est 'opérateur de symbole

Sp(k,At) =1—1a sinkh, avec o= %At

Nous représentons dans le plan complexe le coefficent d’amplification dans la figure 3.6.Par
conséquent, d’apres le théoréme 3.26

ISn(At) ey = sup |k, An)| = (14072

Finalement, nous avons tous les éléments pour établir le théoréme qui suit.
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Le schéma est instable

Im 2

~

k— Sh(k, At)

Rez

FIGURE 3.6 — Coefficient d’amplification dans le plan complexe du coeffi-
cient d’amplification du schéma explicite centré.

Théoreme 3.16

Le schéma explicite centré (3.4) est instable dans L? pour tout (At, ). On dit qu'il est
inconditionnellement instable.

Au final, le schéma explicite centré qui semblait & premiére vue naturel est donc, malgré sa
consistance, instable. La solution numérique calculée grace a ce schéma ne peut a prior: pas
converger vers la solution du probléme continu (3.3).

Les figures 3.7 et 3.8 illustrent l'instabilité du schéma explicite centré pour o = 1 et pour
deux valeurs du couple (At, h). Pour plusieurs pas de temps, nous représentons en rouge la solu-
tion exacte (de I'équation d’advection (3.3) pour une vitesse ¢ particuliére) et en bleu la solution
numérique calculée en utilisant le schéma explicite centré (3.4).

Remarque 3.17: Remarque sur la méthode de Fourier-Von Neumann

Les calculs précédents apparaissent tout naturellement quand on cherche la solution ex-
plicite de (3.9) en appliquant la transformation de Fourier. Nous procédons donc ici de la
méme fagon que pour 'équation continue (3.3) & la section 1.3.

Appliquons la transformation de Fourier a (3.9). Si u} désigne la transformée de Fourier
de uy, en utilisant (3.30), nous obtenons :

~n+1 ~n .
u, (k) —up (k) sinkh ., ..
Vk € R, Iy +c A uy (k) =0,
c’est a dire
VE e R, upt(k) = Sk(k, At) a"(k) (3.31)

Cette formule est & comparer a la formule (1.14) pour la solution exacte : le symbole
Sh(k, At) apparait donc comme le coefficient d’amplification du schéma.
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t=0.02 1=0.05

t=0.12 t=0.22 t=0.32
: !
i ~
t=0.52 t=0.74 t=1.08

FIGURE 3.7 — Le schéma explicite centré est inconditionnellement instable :
en rouge la solution exacte et en bleu la solution calculée pour h = 0.02 et

a=1.

=0 t=0.19 t=0.20

FIGURE 3.8 — Le schéma explicite centré est inconditionnellement instable :
en rouge la solution exacte et en bleu la solution calculée pour h = 0.005 et

a=1.
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Par suite
VEk e R, ap(k) = Sp(k, At)" @°(k).

Par le théoréme de Plancherel
+oo | n
e =2n [ [Bath 20" @wP ak

et la recherche de lestimation (3.20) (pour p = 2) méne ainsi naturellement au résultat
du théoréme 3.16.

Retenons ici une recette de calcul pour la mise en oeuvre de la méthode de Fourier-Von
Neumann lors de I’analyse de stabilité L? d’un schéma numérique approchant une équation
aux dérivées partielles d’évolution en une dimension d’espace :

(i) On cherche une solution de la forme

u} =up(k) e, je€Z, n>0, (up(k)€C).

(ii) On détermine une relation de récurrence satisfaite par la suite u (k),
(ili) On étudie le comportement de la famille de suites {uj(k), k € R}.
Remarquons alors que :
— cette méthode n’est applicable que si ’on s’intéresse a ’approximation d’une équa-
tion linéaire a coeflicients constants posée sur R, sur un maillage régulier,
— dans le cas des schémas numériques & un pas de temps, la relation de récurrence
est nécessairement de la forme (3.31) et ’analyse de stabilité se réduit a I’étude du

coefficient d’amplification numérique.

3.3 Le schéma de Lax-Friedrichs pour ’équation d’advection

A la différence du schéma explicite centré, le schéma de Lax-Friedrichs cherche & symétriser le
traitement sur la variable temporelle tout en conservant le caractére explicite du schéma. On
utilise donc :
, L. ou .
— l'approximation de En suivante

n n
ntl_ Y T Ui

ou U;
a9 (x]'a tn) = 2 >
ot At
L L wo, . .
— une approximation centrée, d’ordre 2, pour 7’ écrite a U'instant t" (voir Section 3.1)
x
ou (0 Uj_q
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L’équation du schéma de Lax-Friedrichs au point (x;,t") s’écrit donc

+1
2“? — Uiy Ul " C“;‘LH —uy —0 (3.32)
2At 2h ’ ’

Il s’agit d’un schéma & un pas (ou deux points) en temps et & deux points en espace. Ce schéma
est bien explicite. Il permet de calculer explicitement la solution & I'instant n + 1 & partir de la
solution & l'instant n

11—« 14+« .
W=t -8 ez,
ol nous rappelons que
o cAt
=

Evidemment, pour que (3.32) définisse entiérement la solution approchée, il suffit de connaitre
les {u?, Jj € Z}, ce pour quoi on va, comme indiqué dans (3.5), utiliser la condition initiale.

Remarque 3.18: Interprétation géométrique du schéma de Lax Friedrichs

On rappelle que la solution exacte est constante sur les droites caractéristiques qui sont
ici plus précisément les droites de pente c. On a donc

u(a:j,tn+1) = u(x*,tn), avec xFf = T — cAt.

On remarque ainsi aisément que (voir Figure 3.9) :

*:1—|—a l1-a

X 5 Tj—1+ 5 Tj+1-

Le schéma de Lax Friedrichs consiste donc & considérer une interpolation linéaire sur le
maillage de la solution continue.

h — cAt h+ cAt
:1—a.2h :1+04‘2h
2 2

FIiGURE 3.9 — Interprétation géométrique du schéma de Lax Friedrichs



108 CHAPITRE 3 : Approximation par différences finies

3.3.1 Comnsistance et ordre du schéma

Nous commengons par ’étude de l'erreur de troncature qui nous conduit a 'analyse de la consis-
tance. Contrairement au schéma explicite centré, ’analyse est ici un peu plus complexe.

Respectant la définition 3.2, 'erreur de troncature du schéma (3.32) est donnée par

n+l Ui +U7 n
no_ Uj 2 _l_ J+1 U
J At 2h ’

ot U}' est définie par U = u(w;,t"), u étant une solution réguliere de (3.3). On peut alors

e (3.33)

démontrer :

Théoreme 3.19

Le schéma (3.32) est d’ordre 1 en temps et en espace, a « fixé.

DEMONSTRATION: On commence par remarquer que

U + Uy _ o, Ul =207 + UL
2 7 2 ’

en utilisant la définition 3.2 de l'erreur de troncature pour le schéma explicite centré que nous notons

(e})Ec, il vient facilement que l'erreur de troncature pour le schéma de Lax-Friedrichs € est donnée

par :
e = (eMpe — 2 Ut - 200 + U
7T \IEC T oA h?

cAt

Si on fixe o = et en utilisant 'opérateur d’approximation de la dérivée seconde donnée dans (3.2),

on obtient -
c u\"
"=(Npe— — |55 O(h?)). 3.34

& (SJ)EC 20 [<8x2>j +O(h7)] ( )
En utilisant le calcul de lerreur de consistance pour le schéma explicite centré (voir la preuve du Théoréme
3.3)
(EMpc= 0 (At + h2),
on obtient finalement

et = O (At +h).

Pour I'analyse de convergence, nous utilisons la version « continue en espace » de l'erreur de
troncature, a savoir, en reprenant les notations de la section 3.2,
u(w, ") — U(Hh’tn);u(x_h’tn) u(x + h, t") — u(x — h,t")
en(z) = +c : .
(@) At 2h

A partir des expressions (3.16) et (3.34), on déduit une estimation L de £} (avec une constante

numérique C' dépendant de «)

il < ) (a6 o[G0, sn v [FEC0],)
t” tn+1 8t2 L te[t thrl]
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Nous pouvons également obtenir une estimation équivalente de €} pour la norme L?, c’est a dire
qu’il existe une constante C'(«) telle que

el < Cle) (a0 swp [ 22|+ |24 ).
t€[tnstni1] atQ Ly t tn+1 (%:2
ce qui pour le probléme de Cauchy (et donc % = —Cixor g)tal; =c g % se raméne au théoréme qui

suit.

Théoreme 3.20

Pour le schéma de Lax-Friedrichs (3.32), 'erreur de troncature est telle que pour tout p,
il existe une constante C'(«) dépendant de « telle que

lebllr < Cla h”(%2 )‘ (3.35)

r’

3.3.2 Vitesse de propagation numérique

La formule (3.32) démontre que le support de la solution numérique se propage a vitesse finie au
sens ol
supp uy C [a,b] = supp u} C [a — nh,b+ nh]

La vitesse de propagation de la solution numérique est donc donnée par

h
At

Comme pour le schéma explicite centré, une condition nécessaire de convergence du schéma est

Voum (A, h) =

donc que la vitesse numérique doit étre supérieure a la vitesse de propagation de la solution

exacte (voir Figure 3.4) :

h cAt
— > = — < . .
A 2C ¢ «a S 1 (3.36)

3.3.3 Analyse de stabilité

Le schéma de Lax Friedrichs (3.32) produit une suite u} satisfaisant la relation de récurrence
uptt = Sp(At) upt (3.37)

[Su(A0) ) (@) = -5 % ula 4 h) + 5 u(e )

En appliquant la méthode de Fourier-Von Neumann développée a la section 3.2.5 ou l'algorithme

proposé en Remarque 3.2.5 sur la stabilité L?, on montre que la relation précédente méne au
coefficient d’amplification
L e )

—~ Af) —
Sh(kv t) 2 2 )
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soit (voir Figure 3.10 pour la représentation dans le plan complexe de k +— §h(k, At))

~

Sh(k, At) = cos(kh) —wasin(kh). (3.38)

On rappelle qu'un schéma donné par une relation de récurrence d’ordre 1 est L?-stable si et
seulement si il existe une constante v > 0 telle que

V(ALR) €S, [ISh(AD)] o2 = sup ]Eh(k,m)‘ <1+vAL
keER

On en déduit alors le résultat de stabilité L? pour le schéma de Lax-Friedrichs.

Théoreme 3.21

Le schéma de Lax-Friedrichs (3.32) est stable (et méme uniformément stable) pour la
norme L? si et seulement si

o= %‘t <1 (3.39)

Cette condition est appelée condition CFL (Courant-Friedrichs-Lewy).

L J

DEMONSTRATION: Il suffit de remarquer que
sup ‘gh(k,At)‘ = max(1, ).
keR
|

La stabilité L? est donc obtenue par le calcul du coefficient d’amplification en utilisant la méthode

Cas ol @ > 1 : le schéma est instable Cas ot @ < 1 : le schéma est stable

Im z Im z

=
N

~

ks Sp(k, At) ks Sy (k, At)

/

1

/ Réz

1

FIGURE 3.10 — Coefficient d’amplification dans le plan complexe en fonc-

tion de o = %At

de Fourier-Von Neumann. Plus généralement, pour la stabilité LP, il faut utiliser des arguments
différents. Pour le schéma de Lax-Friedrichs,on utilise un argument de convexité.
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Théoreme 3.22

Le schéma de Lax-Friedrichs (3.32) est stable (et méme uniformément stable) pour la

norme LP si et seulement si
cAt <1l
o= —
™

DEMONSTRATION: Supposons que « < 1. On rappelle que pour tout u

« 1+«

1-
[Sh(At) u(x) = 5 u(x + h) + u(z — h),
avee 1 1 1 1
;0420’ +a20, -« -I-Oz:l.
2 2 2 2

Par convexité de z +— |x|” pour p > 1, on obtient pour toute fonction u € LP, d'une part que Sy, (At)u € LP
et d’autre part que

/|ShAt |”d:c<—/|u:z:+h|”d +—/| R)|P da

ce qui entraine
[Sn(At) ullLe < [lullze-

En utilisant, le théoréme 3.10, on en déduit que le schéma est stable pour la norme L”. |

La condition CFL (3.39) correspond exactement & la condition nécessaire de convergence (3.306)
obtenue en comparant la vitesse numérique et la vitesse de propagation de la solution continue.
Elle dit que le pas de temps doit étre inférieur & h/c. Cette condition est quelque peu contrai-
gnante : méme si on se place a la limite de la condition de stabilité, lorsque qu’on divise le pas
d’espace par 2, le pas de temps doit étre divisé par 2. Si on raffine le maillage en espace par 10,
il faut raffiner le maillage en temps par 10!

N

L’intérét du schéma explicite est que les calculs & effectuer & chaque pas de temps sont trés

simples et peu cofiteux. La contre-partie est que la condition de stabilité contraint & choisir un
pas de temps aussi petit que le pas en espace ce qui peut engendrer un gros surcoiit de calcul.

3.3.4 Convergence du schéma

Passons maintenant & la convergence du schéma (3.32) dans L>°(0,T; L?) en montrant d’aprés
la définition 3.6 que pour toute donnée initiale dans LP

lim U —up =0
Jm s 7)o = 0

ol u est la solution continue de (3.3) et uj est la suite produite par le schéma (3.32).

Nous introduisons donc 'erreur commise sur la solution

e = -, ") —uf,
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et obtenons la convergence du schéma comme une conséquence de sa consistance et de sa stabi-
lité.

La premiere étape consiste donc a relier I'erreur e} a I'erreur de troncature €. C’est particulie-
rement simple ici grace a la linéarité des équations. En effet, des égalités (3.37) et (3.33), nous
déduisons que

u(-, ") = S (At) u(-, t") + Atey,

uZ'H = Sp(At) up,

soit par différence
eptt = Sy (At) e + At €. (3.40)

Ainsi, I'erreur e} apparait comme la solution d’un probléme d’évolution discret entretenu par un
terme source qui n’est autre que ’erreur de troncature.

Plus généralement, nous allons en fait montrer que si une suite e}l vérifie la relation (3.40) ot
I'opérateur S (At) satisfait 'estimation de stabilité LP (3.22), alors on peut estimer e} en fonc-
tion de 62 et des 5';:; uniformément en At, tant que t" < T.

En effet, nous observons que
el = Sp(At) ) + At Y,
el = Sp(At) e} + At ej = Sp(At)? ) + At (e}L + Sh(At) 62),

et, de proche en proche,

n—1
el = Sp(At)" &) + At (Z Sp(Ab) gg—l—k).
k=0
En passant aux normes, on obtient alors
n—1
lefllzr = 1Sn(A8" ooy llefllzs + At (3 ISWA ey lep™1ur )
k=0

Si on suppose 'hypothése de stabilité (3.24) satisfaite, on a
HSh(At)HE(Lp) <14+v At

Or on sait que
vt < T, ||Sh(At)qH£(Lp) < eVt < T

Nous avons donc,

Vi< T, el < @ (Il +1" sup ekl ).

<n—1
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ce qui méne a 'estimation d’erreur

sup [leglle < e (Nlefllr +T sup [lefllen ).
tn<T tn<T

Bien entendu, dans le cas d'un schéma uniformément stable (v = 0), I'estimation devient

sup [lehllze < (llefller + T sup [1hlz)- (3.41)
tn<T tn<T

Nous pouvons appliquer ce résultat général pour établir des estimations d’erreur LP pour le
schéma de Lax Friedrichs (3.32).

Théoreme 3.23

At
Soient u la solution de (3.3) et uj la solution de (3.32, 3.10). Si CT < 1 et si, pour
p € [1,4+00], on a l'estimation d’erreur L>°(0,T’; LP) :

d?u0
dx? ‘

sup |lu(-, t") — up|| e ghC(a)TH .
tn<T Lp

DEMONSTRATION: D’apreés le théoréme 3.22, sous la condition CFL (3.39), nous savons que le schéma
est uniformément stable dans LP. Nous pouvons donc appliquer la formule (3.41) dans laquelle nous in-
jectons l'estimation (3.35) de l'erreur de troncature.

Le terme de (3.41) concernant e} est nul si la condition initiale imposée pour la solution numérique
est (choix (i) de (3.10))

V3, u(; = u(z;,t=0) = uo(mj).

Si la condition initiale imposée est autre ( par exemple le choix (ii) de (3.10)), pour estimer le terme en

el nous utilisons le résultat classique suivant (sur l'interpolation linéaire - exercice)

RIS

0 _ 0 0
lenllr = [[Ipu” —uw’|lLr < Ch ‘W

Lr

D’aprés la paragraphe 3.3.2 et le théoréme précédent, la condition CFL (3.39) est donc une
condition nécessaire et suffisante de convergence du schéma de Lax-Friedrichs. Les figures 3.11
et 3.12 illustrent 'importance de cette condition dans la stabilité et donc la convergence du
schéma : pour plusieurs pas de temps, nous représentons en rouge la solution exacte (de 'équa-
tion d’advection (3.3) pour une vitesse ¢ particuliére) et en bleu la solution numérique calculée
en utilisant le schéma de Lax Friedrichs (3.32).

De maniére générale, nous venons d’établir dans cette section, le théoréme de Lax.
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t=0 t=0.9 t=1.45
J \
N
N
—J ! | |\/‘ \A
oz |

| 4 naj
|

.

n : e
1 ] { oz} { oz}
1! ]

|\

t=_2.6 ) _ t=_3.3 ) _ t=4

1

!

FIGURE 3.11 — Le schéma de Lax-Friedrichs est conditionnellement stable :
en rouge la solution exacte et en bleu la solution calculée pour h = 0.1 et

a = 0.99.

t= t=0.9 t=1.45
f
n [ n
I |
—i A 2

IR
Vv g
=26 0 =8 o =4

/ —

!

FIGURE 3.12 — Le schéma de Lax-Friedrichs est conditionnellement stable :

en rouge la solution exacte et en bleu la solution calculée pour h = 0.005 et
a = 1.05.
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Théoreme 3.24: Lax

Soit u une solution suffisamment réguliére d’un systéme différentiel et uy la solution nu-
mérique discréte obtenue par un schéma aux différences finies avec la donnée initiale
u? = uO(:vj). On suppose le schéma linéaire, consistant et, pour un certain domaine de
stabilité S admettant (0,0) comme point d’accumulation, stable pour une norme ||-||, alors
le schéma est convergent au sens ol

h,At) € S T li | =
V(h,At) €S, VT >0, At}goggllehll 0,

avec e} = uj — u(t",-) I'erreur commise sur la solution.

De plus, ordre de convergence est donné par l'erreur de troncature : c’est a dire
plus, p
que si le schéma est d’ordre p en temps et d’ordre ¢ en espace alors

Vn, e} = O(AtP + hF).

3.4 Quelques remarques sur les schémas & deux pas de temps.

Un schéma est dit & 2 pas de temps quand il fait intervenir les pas de tempsn —1, net n+1 :

uptt = S (At)ul + Sq(At)uf L (3.42)

Exemple de schéma a deux pas de temps

Le schéma dit "saute-mouton" pour ’équation de transport s’écrit

n+1 n—1 n n
(x — U (7 — U

+1 1
J J +c J J =0.

2At 2h

Le schéma se met donc bien sous la forme (3.42) aprés interpolation (voir (3.6) et (3.7))
et avec S}(At) = —AtAy, ot Ay, est défini (3.8) et S7(At) = Id.

3.4.1 Schéma de démarrage

Ces schémas a 2 pas de temps pour la discrétisation de 1’équation de transport nécessitent
un schéma de démarrage a deux pas de temps alors que l’équation de transport ne fournit
naturellement qu’une condition initiale :

VjeZ, u? = u%(x;). (3.43)

Pour fixer la donnée {u;7 j € Z} du schéma qui permettrait de le démarrer et calculer par
récurrence pour tout n > 1, {u;’H, j € Z} a partir de {uf, j € Z} et {u;-‘_l, j € Z}, on utilise
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des développements de Taylor de la solution en ¢t = 0. Ainsi,
VieZ, u(At,xzj)=u(0,z;)+ O(At)

suggeére d’imposer

Vi€Z, uj=uj. (3.44)

Cependant une erreur de consistance est introduite dans le calcul de ce terme, cette erreur
doit étre du méme ordre que l'ordre de consistance en temps du schéma, sinon 'ordre global
du schéma sera déterioré. Ainsi si ordre du schéma est 2 en temps (comme c’est le cas pour
Iexemple donné), il faut utiliser le développement de Taylor en ¢ = 0 a 'ordre 2 de la solution
ou 2 ou 2
u(At,z5) = u(0, 25) + At 50 (0,25) + O((A)7) = u(0, 2;) — e At (0, z5) + O((AL)%),
ol on a utilisé que u est solution de (3.3). En utilisant la condition initiale, ceci suggére donc

d’imposer

1 0 du®
Vi€Z, uj=u;— CAt%(l‘j). (3.45)

3.4.2 Analyse de stabilité

Il est assez facile de voir qu’un schéma a deux pas de temps qui s’écrit sous la forme (3.42) peut
s’écrire sous la forme d’un schéma & 1 pas de temps avec une inconnue vectorielle :

n 1 2
U — Su(A) UL ot U = ( U ) et Sp(At) = (Sh(lAt) Sh(OAt)> C(346)
u

Il est maintenant assez facile de voir qu’il est possible d’étendre les théorémes 3.22 et 3.11.

Théoreme 3.25: Condition nécessaire et suffisante de stabilité

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité LP du schéma (3.42) est qu’il existe une
constante v > 0 telle que

V(At,h) €8, [|Sh(Ab)|lgrxiry < 1+v AL

ou Sp,(At) est donné par (3.46).

Pour la stabilité L2, nous pouvons appliquer la méthode de Fourier-Von Neumann développée a
la section 3.2.5 et si 4y désigne la transformée de Fourier de uj}, on trouve

VkeR, (k) = S}k, At) AR (k) + SP(k, At)art
dont la solution générale est donnée par

vk €R, ap(k) = (Fa(k, At)" G5(k) + (Fa(k, At)" G, (k)
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ot pour tout k € R, 79 (k, At) et 7} (k, At) sont solutions de 'équation caractéristique
2 _ a1 a2
re =Sy (k, At)r + Sj,(k, At)

En passant par la réécriture du schéma sous la forme d’un schéma d’ordre 1 avec une inconnue
vectorielle, on montre que pour tout k, 7p (k, At) et 71 (k, At) sont les valeurs propres de S(k, At).
Nous pouvons donc réécrire la condition nécessaire et suffisante de stabilité L2 du schéma (3.42).

Théoreme 3.26

On a
YV At, HSh(At)Hﬁ(szLg) = max (sup !?g(k,At)‘ , Sup ‘?}L(k,At)‘) .
keR k€R

Ainsi la condition nécessaire et suffisante de stabilité L? est

Jv >0,V (At,h) €S, sup ‘??l(k,At)‘ < 14+vAt et sup ‘?}L(k, At)| < 1+v At
kER kER

3.5 Des caractéristiques a la stabilité L

3.5.1 Les schémas amont et Lax Friderichs

Reprenons une derniére fois 1’équation de transport linéaire a coefficient constant (on suppose
toujours ¢ > 0). D’apreés la méthodes des caractéristiques, nous savons que sur les points de la
grille de discrétisation

VieZ, u(xjty)=u(z;—cAtt,_1).

Le point {; = z; —cAt ne tombe pas nécessairement sur un point de la grille, ainsi si nous voulions
transporter la solution en t,, d’aprés la solution au temps précédent t,_1, il nous faut approcher
la valeur u(&;,t,—1) & partir des valeurs (u(z;,t,—1))jez aux points de la grille. Considérons
alors une interpolation (ou une extrapolation) linéaire entre les valeurs aux points x;_1 et z;.
Rappelons qu’on parle d’interpolation si le point §; est dans I'intervalle formé par les points x,
considérés, par exemple dans l'intervalle [x;_1, x;] ici - et d’extrapolation sinon. Puisque

5]' =x; — cAt = T — ah = (1 - Oé).%j + ax;—1,

nous approchons
u(&j,tn) =~ (1 — a)uj + auj_;.
Le schéma obtenu s’écrit

ntl _

j

(1= a)ul + aui_q,

et on reconnait le schéma décentré amont. Or la condition CFL de stabilité L? que nous avons
trouvé pour ce schéma est o < 1. Ceci correspond exactement au cas ot nous avons §; € [z;_1, Z;],
c’est a dire que nous avons construit le schéma par interpolation des valeurs sur la caractéristique.
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Inversement quand o > 1, alors &; ¢ [xj_1, ;] et donc le schéma amont est instable car construit
par extrapolation.

Considérons un deuxiéme exemple ou nous interpolons (ou extrapolons) entre les valeurs aux
points z;_1 et x;41. Nous considérong
Tj+1+ Tj—1 Tjr1 — Tj—1 11—« 1+«

fj :ﬂi‘j—CAt:l’j—ah: 5 -« 5 = 5 27j+1+Tl‘j71,

tel que approximation de u soit cette fois

1—
u(&j,tn) =~ TU?H Ty Y

Le schéma obtenu s’écrit alors

l-«a 1+a
+1 _
? = 9 “?+1+Tu?—1’

et on reconnait le schéma de Lax Friedrichs. La condition de stabilité est toujours o < 1, qui
correspond de nouveau & une interpolation &; € [x;j_1,z;11]. Inversement o > 1 correspondant
a une extrapolation sur &; ¢ [z;_1,2;41] et conduit & un schéma instable.

3.5.2 Stabilité L>

La propriété d’interpolation que nous venons de voir permet de revisiter la condition de stabilité
du schéma en norme L. Supposons qu’il existe Umin €t Umax tels que

\V/j €7Z, Umin < U? < Umax,

alors pour le schéma amont, comme pour tout barycentre avec des poids (a, (1 — a)) € [0, 1],
on déduit
Umin < (1 — a)uf + auf_y < Upax.

Le méme raisonnement s’applique ici pour le schéma de Lax Friedrichs car (I_Ta, HTO‘) € [0,1]2.

On en déduit dans les deux cas

Vj €Z, Unmin < u;'H_l < Umax-

On démontre donc par récurrence le théoréme suivant

Théoreme 3.27: Principe du maximum discret

La solution du schéma amont ou du schéma Lax Friedrichs vérifie pour

VneN,VjeZ minu’ <u”? < maxul.
jez 7 b = ez Y

Ces deux schéma sont donc stables en norme L°°.
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3.5.3 Autres schémas par interpolation

Cette stratégie d’approximation de la solution au pied de la caractéristique par interpolation peut
conduire & d’autres schémas d’intérét. Par exemple, supposons une interpolation quadratique.
Alors le polynome quadratique 7(x) passant par (z;—1,uj—1), (j,u;), (€41, uj41) s'écrit

u = 2u” +u? u o —u
j+1 J j—1 2 j+1 j—1

T — xj) +uy

Appliquer & & = z;_1 + (1 — a)h, on obtient

no— T L
n+l _ a2“j+1 2uj +uj_, _a“g+1 Uj—1

uj 9 2 J

soit le schéma

n+1 n n n n n n
+1 -1 +1 -1
J J c J J Cﬁt J J J

At 2 2h?
Ce schéma est connu sous le nom de schéma de Lax-Wendroff (voir I’exercice proposé sur ce

= 0. (3.47)

schéma a la fin du chapitre).

Si cette fois I'interpolation quadratique a lieu entre x;_2, ;1 et x;, alors le polynéme d’approxi-

mation est
u? —2ul | +ul g o U —uj
m(x) = QJAQCQ (- ajo) %(m —zj1) tuj_,
Appliquer & & = zj_1 + (1 — a)h, on a cette fois
u? — 2" 4 u” wy —uy
1 2 -1 -2 )
u;H' = (1 —a)*-2 ]2 T2+ (1-a) 2] +uj_y

connu sous le nom de schéma de Beam-Warming.

3.6 Dissipation et dispersion numérique

3.6.1 Notion de dissipation et dispersion
On rappelle que la solution u de 1’équation de transport peut s’écrire en fonction de u? :
u(z, t) = / a0 (ke @bk g,
R

Ceci montre que 1’équation de transport n’est ni dissipative, les ondes planes e***

kx

ne sont pas
atténuées au cours du temps, et ni dispersive, les ondes planes e se propagent toutes a la

méme vitesse c.

Notons que ceci est particulier & I’équation de transport. Ainsi si on considére 1’équation d’ad-

vection diffusion

ov ov 0%

v ov 0y R. t>0
ot " Cor Capz = TER 2D
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sa solution peut s’écrire (en utilisant la transformée de Fourier) & partir de sa condition initiale

20

v(x,t) :/ﬁo(k)e_Ethel(m_Ct)k dk.
R

k

Cette équation est donc dissipative (les ondes planes e sont atténuées au cours du temps, le

coefficient d’atténuation ekt dépend de k ) mais elle n’est pas dispersive.

Enfin, si on considére I’équation dite de Korteweg-De Vries (KDV)

3
@+08£+Baw

5t T Cor TBem — 0 wEeR 120,

sa solution peut s’écrire (en utilisant la transformée de Fourier) a partir de sa condition initiale

w®

vl = / 00 () el (= BRI g,
R

k

Cette équation est donc dispersive (les ondes planes e ne se déplacent pas toutes a la méme

vitesse, la différence avec ¢ dépend de k) mais elle n’est pas dissipative.
3.6.2 Dissipation et dispersion numérique
Concentrons nous sur les schémas & un pas de temps. Ils s’écrivent tous sous la forme
vneN, ult! =S, (At)u}! (3.48)
qui aprés application de la transformée de Fourier et résolution de la relation de récurrence donne
VEER, @)= (§h(k:,At)>n W (k).

Si on écrit

Sk, At) = e~ ImADAL = (R ADEAL,
la solution du schéma s’écrit

uh(x’tn) _ / aO(k)e—ah(k,At)t"ez(x—ch(k,At)t")k dk.
R

Ainsi ap(k, At) (qui est homogene a I'inverse d’un temps) donne une indication sur la dissipation
du schéma : si ap(k,At) = 0 pour tout k, alors le schéma n’est pas dissipatif, sinon il lest.
De plus ¢y (k, At) (qui est homogéne & une vitesse) donne une indication sur la dispersion du
schéma : si ¢ (k, At) = ¢ pour tout k, alors le schéma n’est pas dispersif.
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Définition 3.28: Dissipation et dispersion numérique

Supposons que le schéma soit & un pas de temps, donné par (3.48) et qu’il soit stable. On
appelle dissipation numérique la quantité

1

VkER, an(h,Al) =

In | Sy (k, At)|

et dispersion numérique la quantité

1

VE €R, cp(k, At) = —mArggh(k, At)
ap (k, At) a=0.2 cn(k, At) o =09
4 C °

3_
y = 0.4
2] a=0.6
a=0.8
1 0 s 1 |15a =1

FIGURE 3.13 — Représentation de la dissipation (a gauche) et de la dis-
persion numérique (4 droite) du schéma de Lax-Friedrichs pour différentes
valeurs de a.

Dissipation et dispersion pour le schéma de Lax-Friedrichs

Pour le schéma de Lax-Friedrichs donné par (3.32), pour lequel le coefficient d’amplification
est donné par (3.38), la dissipation numérique est

1
2At

ou on rappelle que o = c¢At/h est le coefficient CFL. On retrouve la condition de stabi-
lité :ap(k, At) > 0 si @ < 1. On déduit qu’a k fixé

ap(k, At) = In[1 — (1 — o?)sin?(kh))

1—a?

a

ap(k, At) ~ chk?.

ap, est donc d’ordre 1. De plus, la dispersion numérique est donnée par

c
cn(k, At) = WArctg[a tan(kh)]
On déduit qu’a k fixé
M;At) ~1+ %(1 — a?)k2h2.
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cp, — c est donc d’ordre 2. De plus quand o < 1, on a ¢ > ¢, donc la solution calculée sera
toujours en avance devant la solution exacte.
Le schéma de Lax Friedrichs est donc principalement dissipatif.

3.6.3 Equation équivalente

Le comportement pratique d’un schéma peut s’analyser en étudiant le terme dominant dans
Ierreur de consistance.

Définition 3.29: Equation équivalente

On appelle équation équivalente d’un schéma, I’équation obtenue en ajoutant au modéle
le terme dominant de l'erreur de consistance jusqu’a un certain ordre.

L’équation équivalente ne remplace pas le calcul des dissipation et dispersion numérique mais
elle donne des indications qualitatives.

En général, en utilisant I’équation, on peut réécrire le terme dominant qu’avec des dérivées en
espace. Suivant que 1’équation équivalente est de type advection-diffusion ou de type KDV, on
déduit si le schéma est principalement dissipatif ou dispersif.

Equation equivalente du schéma de Lax-Friedrichs

Pour le schéma de Lax-Friedrichs donné par (3.32), l'erreur de troncature est donnée par
(3.34)

ou\" ou\n At 10%u\n  ch 10%*u\n
"= (— — — =) ——I(=— O(At? + h?).
% (8t>j+c(6m)j+ 2 (8t2>j 204(83:2)3‘+ ( il
En utilisant que u est solution de ’équation de transport et donc
Pu . 0%u 5 0%u

2 oz 02

on trouve

n Ou\n ou\n  ch(l —a?) 10%u\n 9 19
e = (E% +C(8_x>j B — (w)j + O(At” + h?).

L’équation équivalente est donc
ou  Ou  ch(l—a?) d*u
—ter——————— =0
ot Ox 20 Ox?

elle est de type advection diffusion. Donc on retrouve que le schéma est dissipatif et on
retrouve également le comportement du coefficient d’amplification pour h petit.

1—a?

ap(k, At) ~ chk?.
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3.7 Le schéma saute-mouton pour I’équation des ondes

Nous considérons ici I’équation des ondes sur R & vitesse constante ¢

Ou 0

w_c&ﬁ:o’ pour t >0, x € R
u(t =0,z) = u’(x), pour x € R (3.49)
gltt(t:O,m):ul(:c), pour z € R

Nous discrétisons toujours ’espace avec un pas h et le temps avec At > 0 et cherchons toujours
& calculer 'inconnue discréte u™ = (u?) jez & chaque pas de temps.

3.7.1 Présentation du schéma

Le schéma saute-mouton est un schéma explicite centré :

u -

-1

2u” + u” u o —2uT +u”
. +1 -1
Vn, VJ, J J J 27 J J

(At)?2 ¢ h2

=0. (3.50)

La premiére remarque fondamentale sur le plan pratique, est que, son caractére explicite permet
une mise en oeuvre peut couteuse en résolvant simplement :

n+l __ n__ ,n—l1 2(,m n n
wiT = 2uf —up T ot (U — 2uf +ufg),

ol le nombre sans dimension :

mesure le rapport entre la distance parcourue par l'onde pendant le temps At (soit cAt) et
la taille de la maille en espace h. Nous verrons un peu plus loin que, comme pour ’equation
d’advection, cette quantité est liée & la condition CFL des schémas introduits.

Bien entendu pour pouvoir déterminer complétement la solution discréte, il faut la connaitre aux
deux premiers instants. C’est pour la détermination de la solution aux deux premiers instants
que vont intervenir les conditions initiales. Les difficultés qui en découlent sont caractéristiques
de I’équation des ondes qui est d’ordre 2 en espace et en temps.

3.7.2 Le schéma de démarrage : choix des conditions initiales approchées

Pour le probléme continu, les données initiales sont définies par les valeurs de la solution & t = 0,
ainsi que celles de sa dérivée en temps au méme instant.

Pour le probléme discrétisé, pour déterminer u% et u,l1 on doit approcher u(z;,0) et u(z;, At).

Pour ug, il est naturel de choisir

V7, u? = u’(x;). (3.51)
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Pour approcher u(z;, At), on utilise simplement un développement de Taylor au premier ordre

Ou

u(xj, At) = u(z;,0) + At 5

(7,0) + O(A#?),
ce qui méne & 'approximation

v, ujl = u%(x;) + At ul(z;).

Nous verrons que la précision d’un tel schéma de démarrage est insuffisante. Pour en avoir
Iintuition, il suffit de remarquer que ce choix correspond & une approximation d’ordre 1 en
temps de la condition initiale

ou
E(m, 0) = ul(x).

Ainsi cette derniére équation se réécrit
3 J J o 1.
V.]a At =u (-ﬁU]),

ou le terme de gauche peut étre vue comme une approximation décentrée (donc d’ordre 1) de la
dérivée en temps de la solution a I'instant ¢ = 0.

Pour avoir un schéma de démarrage d’ordre 2 en temps (plus cohérent avec l'ordre du schéma

(3.50) qui, comme on le verra plus loin, est égal a 2), il suffit de pousser le développement de

Taylor un cran plus loin

At? 0% (
2 Ot?

et, comme on ne dispose pas de la dérivée seconde de la solution en tant que donnée initiale,

u(zy, At) = u’(z;) + At u'(z;) + z,0) + O(AL?),

d’utiliser I’équation des ondes écrite a I'instant ¢ = 0 pour en déduire que

0%u 0?0
w($70) = 62 8332 (‘T)7

ce qui méne au schéma de démarrage

A2 ugﬂ — 2u9 + U9—1
2 h? '

Le schéma numérique est donc complétement défini par (3.50), (3.51) et (3.52).

Vi, ul= u? + At ul(z;) +

! (3.52)

3.7.3 Ordre du schéma : consistance et erreur de troncature

De la méme fagon que dans la définition 3.2, I'erreur de troncature du schéma (3.50) est donnée
par
n+1 n—1
5”:Uj — 205+ U; 2 20U+ UL,
J At2 B2 :

ot U est définie par UJ' = u(z;,t"), u étant une solution réguliére de (3.49).

On peut alors montrer le théoréme suivant.
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Théoreme 3.30

Le schéma (3.50) est consistant a ’ordre 2 en temps et en espace :

= O(At* + h?).

DEMONSTRATION: Il suffit d’utiliser 'opérateur d’approximation de la dérivée seconde donnée dans (3.2).
|

3.7.4 Analyse de stabilité L? par techniques énergétiques

Comme nous l'avons vu pour d’autres types d’équation, la stabilité d’un schéma (dans une
certaine norme) est un préalable incontournable & sa convergence (dans cette méme norme).
Nous allons mener cette analyse dans le cadre le plus adapté a I’équation des ondes qui est le
cadre L? du fait de la périodicité des solutions de I’équation des ondes. Ayant déja étudié la
méthode de Fourier-Von Neumann pour I’équation d’advection, nous allons ici utiliser une autre
méthode fondée sur une propriété fondamentale de 1’équation des ondes : la conservation de
I’énergie.

3.7.4.1 Un résultat de conservation d’énergie discréte

Il est assez naturel de se demander si le schéma utilisé satisfait une relation de conservation
équivalente & la conservation d’énergie pour la solution du probléme continu. En effet, nous
avions vu au théoréme 1.24 que ’équation des ondes vérifie pour tout ¢ > 0,

E(t) = E(0) avec E(t /\ ()| da + % /|

Introduisons alors ’énergie discréte (a U'instant e =+ %At) :

'I‘L+1 n

—uf\2 ]
s = —Z( ) +gan(up ™ u), 1, (3.53)
JEZ
avec
_aN (Wit —uj)(vj+1—vj>
ap(u,v) =c¢ Z( A - .
JEZ

et ot uj, définie sur (0,1) est la version « continue en espace » de la solution discréte, en repre-
nant les notations de la section 3.2.

En remarquant que ap(u,v) est un équivalent discret de

Oou Ov
8x oz
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on voit que la quantité (3.53) peut étre vu comme une approximation de I’énergie E (t”*é) ol
l'on a remplacé le produit scalaire L?(IR) sur la variable d’espace par le produit scalaire £2 sur le
vecteur (uf); :
2 2
lufll72 = uftui)e = D ().
JEZ

Autrement dit
n+ 1

—ul
e —|| S hllez + ah( wrL ).

Théoreme 3.31

1
); est solution du schéma saute-mouton (3.50), 'énergie discréte EZ+2 se

conserve au cours du temps :

Si la suite (u

n
E, *=EFE, ? Vn>L1

PREUVE: Nous laissons les détails de la démonstration au lecteur pour nous concentrer sur les principes
de la démonstration.

Rappelons que la conservation de Iénergie continue E(t) s’obtient en multipliant I’équation des ondes

par E et en intégrant le résultat en espace. Nous procédons de maniére équivalente au niveau discret en

multipliant par

ait g
20t
Or on observe 'apparition d’identités remarquables
uptt —2ul bt u Tt -l 1 HuZ‘H —up Huh —up!
At? OO0t [, 24 At e At e )

1 n
u;ll — 2“2 + Up, U’;LH— — Up 1 nt+l ,n n ,n—l1
(T B ) — o).

Ceci conduit bien en additionnant ces deux relations a

)

1 n+1/2 n—1/2
onz En P =0

c’est & dire le résultat annoncé. [ |

3.7.4.2 Principe de la stabilité a partir de la conservation d’énergie

Une fois cette conservation établie il nous faut maintenant 1'utiliser pour assurer un résultat de
stabilité de type

lupll 2y < lupllz2)
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Le probléeme majeur dans I’étude discréte est que 1’énergie discréte n’est pas nécessairement une
quantité positive di au terme

ap(u) ™t up).

Ainsi méme si 'énergie se conserve on ne peut pas étre sfir qu’on conserve une norme sur uj.
Toutefois si le pas de temps est suffisamment petit (nous voyons apparaitre ici une condition de
type CFL), uZ'H sera proche de uj et ah(uzﬂ, uy) sera donc presque un carré. Dans ce cas, on
pourra obtenir une forme « d’équivalence de norme » qui permettra de relier la stabilité de la

norme L2(R) & celle de I'énergie.

On obtient alors le théoréme suivant que nous admettrons

Théoreme 3.32: Admis

Soit uy la solution discréte. Si la solution du probléme est assez réguliére alors

cAt .
a=5= <1 = ¥T>0 lm s lenllrz®) =0

avec e = up — u(t",-) Perreur commise sur la solution. Plus précisément, on montre que
si on pose I’énergie discréte de l'erreur

+1 n
+1/2 Ljes™ =ef 1 .
Ey (ep) = §H—h AL P §ah(ez+ ,er)

alors
B2 >0

et

n \/5 5
\/Eh-i-l/?(ez) < \/El/Q(eO) + mAt ZHEZHW
k=1

ott At > 1_,||e¥|l2 est Derreur de troncature du schéma sommée & chaque pas de temps.

Nous n’entrons pas dans les détails de la démonstration car notre objectif était simplement de
montrer que ’écriture d’'un schéma numérique, ou les identités remarquables permettent d’écrire
une énergie discréte, sont un outil extrémement puissant pour 'obtention d’un schéma stable.
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3.8 Exercices

Exercice 1 (Schémas numériques pour ’équation de transport.) On s’intéresse ici a la
résolution numérique de [’équation de transport :

0 0
£+ca—u:() zeRt>0,
. (3.54)
u(z,0) =u’(z) x€R.
On rappelle que la solution de cette équation est donnée par u(z,t) = u®(z — ct)
On considere les schémas aux différences finies suivants :
’LLT-H_1 —u” u™ —u”
Schéma 1. J A7 L te ]Hh L =0 (3.55)
Wt —yn u —u
Schéma 2. — L 4 - =1 —9 (3.56)
Wt — ! u”? u”!
Schéma 3. o e J“Qh it —, (3.57)
1 uf”rll —u” 1 uttt — c un+11 — gl um 1 — um
hé - J+ J+ J J c Jj+ J Jj+ 7] —0. (3.
Schéma 4 2( Az + Az -1-2 N + h 0. (3.58)

Question : Pour chacun de ces schémas, répondre aux questions suivantes :

a. Fst-ce un schéma explicite ou implicite ? Quelle est sa vitesse de propagation numérique ?

b. Est-ce un schéma consistant pour [’équation de (3.54) 2 Quel est l'ordre de consistance ¢

c. Ftudier la stabilité L? par la méthode de Fourier.

d. Quelles sont les difficultés spécifiques a l'utilisation pratique de chacun des schémas.
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Exercice 2 (Le schéma de Lax-Wendroff pour I’équation de transport) Soit u une so-
lution réguliere de l’équation de transport (la vitesse ¢, constante, est supposée strictement posi-

tive) :
ou ou

—+c—=0 z€eR,t>0,

ot Ox (3.59)

u(z,0) =u’(z) x€R.

uestion 1. Montrer que
Q q
0 2At? 92
U (azj,t”“‘l) =u(z;,t") — cAt au (xj,t") + cav g (x5,t")
oz 2 Ox2 (3.60)
ASAL PBu AN 0%

6 @(l’j,tn)+7@($j,tn)+O(At5).

Nous proposons la famille de schémas suivante (dépendant du paramétre p) pour la résolution

numérique de [’équation du transport :

Obtenir la valeur de p pour laquelle la méthode est consistante, au moins, & l'ordre deux. Nous
appellerons le schéma ainsi obtenu le schéma de Lax-Wendroff. Discuter la précision du schéma

lorsque ¢ At = h.

Question 2. Donner une équation équivalente du schéma de Lax Wendroff & partir du terme
prépondérant de 'erreur de consistance, équation dont les coefficients seront exprimés en fonction
de ¢, h et a := cAt/h (nombre CFL). Le schéma sera-t-il principalement dissipatif ou dispersif ¢

Question 3. Calculer le coefficient d’amplification du schéma de Lax-Wendroff et en déduire
sa stabilité sous condition CFL.

Question 4. Exprimer ap(§,At) ( qui quantifie la dissipation numérique) et cp (&, At) ( qui
quantifie la dispersion numérique) en fonction du coefficient d’amplification S'h(f, At).

Question 5. Déterminer ['équivalent des quantités
an(§,At) et e p(§AL) = c—cp(&, Al).

pour h petit et o constant. Commenter.

Exercice 3 (Un schéma pour ’équation des ondes.) On s’intéresse a l’approzimation de

[’équation des ondes 1D :
0? 0?
—u—CQ—u—O reRt>0,

ot? 0x2 (3.62)
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On rappelle que, pour toute fonction u suffisamment réguliére :

uw(x +h) —2u(z) +u(x —h) d*u h? d*u
2 =2t g

+0(hY (3.63)

On introduit l'opérateur auz différences finies :

s u(z+ h) —2u(z) + u(x — h)
12

Alu(z) = — ¢
et on considére le schéma numérique, appelé schéma saute-mouton

n+1 n n—1
wy = 2uy +uy
At?

Question 1. Ezxpliquer sans calculs pourquoi ce schéma est consistant. Etudier la vitesse de
propagation numérique et en déduire une condition nécessaire de convergence du schéma.

Question 2. Déterminer le symbole de A,ll, c’est a dire la fonction fl}l(ﬁ) telle que :
F (Aju) (6) = AL (€)Fu(8)
(on exprimera A}l(f) uniquement a l'aide de sin®(¢h/2)).

Question 3. Par la méthode de Fourier, déterminer la condition de stabilité L*> du schéma
(3.64). Commenter.

Nous cherchons maintenant a construire un schéma plus précis a partir d’une combinaison li-
néaire de deuzr schémas saute-mouton définis sur deux grilles différentes (une de pas h, une de
pas 2h).

Ainsi, étant donné v € R, on introduit 'opérateur aux différences finies :

w(x +h) —2u(x) +ulx—h u(x + 2h) — 2u(x) + u(x — 2h
o u(z +h) h(2)+( )_(1_7)62 (z + 2h) 4}(lQ)Jr( )7

v _
Alu(x) = —vc
et on considére le schéma numérique

n+1 n n—1
uy " — 2up +uy,

N + AT = (3.65)

Question 4. FEapliquer sans calculs pourquoi ce schéma est consistant quel que soit . Etudier
la vitesse de propagation numérique et en déduire une condition nécessaire de convergence du
schéma.
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Question 5. Déterminer la valeur v de v pour laquelle, pour toute fonction u(x) suffisamment
réguliére :
¥ 2 d?u 4
Aju(zr) = —c @(x) + O(h%).

Question 6. Calculer le symbole AZ(&) de A} uniquement & Uaide de sin®(£h/2).

Montrer que AZ(f) > 0 pour tout £ € R si et seulement si v > 0.

Question 7. Par la méthode de Fourier, déterminer la condition de stabilité L? du schéma

(3.65), pour tout y et en particulier pour vo. Commenter.

Exercice 4 (Etude du schéma de Newmark par méthode énergétique)
Soit u la solution de l’équation des ondes 1D :

92 Cf)a:ZZO reR, t>0,

u(z,0) = up(x) (3.66)
ou

S (,0) = wo(a)

Question 1. Démontrer que pour toutes conditions initiales ug et vy a support compact, l’éner-

gie
1 Oou |2 1 o | Ow |2

se conserve au cours du temps.

. ou
Question 2. FEcrire l’équation vérifiée par le couple (u,v) = (u, —)

ot

Question 3. On étudie le schéma de Newmark défini par

w4t

(a) JAtJ_J2J =0

. (3.67)
=Y uptt ol

(b) % + (Ah(#))j =0

ot Ay, est opérateur aux différences finies défini par

02 w; — Ww; W; —W;—
th:(wj)]eg2(z)’ (Ahwh)]:_h< 741 J J ] 1).

Montrer que ce schéma est équivalent au suivant

u?—l B 2u§b i u?;—l (A (UZJrl + 2up + uzfl )> _ 0 (3 68)
At? 4 ’ | |
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Question 4. Soit (u,v) , une solution réguliere du systéme obtenu a la question 2. Nous posons
Uj" = u(jh,nAt), V' =wv(jh,nAt)

. . . . . . o 1 R
L’idée est de voir les équations comme centrées au point x; et a l'instant t"*2 et de controler les
deux erreurs de troncature
n+1 n n n—+1
1 . — . . .
nts . _ UJ UJ _ VJ +VJ

ST T A 2

+1 +1 +1 +1
)R Vil v @ (U 200 U LU m 207 U
i Al 2 n2 h2 '

Montrer que ce schéma est consistant. Quel est son ordre ¢

Question 5. On munit l’espace (*(Z) du produit scalaire
(uh, ’Uh) = Z Uj Uy h
J

et on notera || - || la norme associée. Démontrer que Ap, est un opérateur symétrique et positif
dans (*(Z), c’est a dire

Y (vn,wp) € (Z)?,  (vn, Apwr) = (Apvn,wy),  (Apvp,vp) >0

Question 6. FEn déduire que toute solution de (5.67) satisfait

1 1
Vn>0, &Tl=£" ou &= 5 i ||? + 3 (upt, Aput).

Question 7. Conclure sur la stabilité L? du schéma, en montrant les estimations

V>0, |ofl <vV28, luf] < |lud| +t"\/28, t":=nAt (3.69)



CHAPITRE

Discrétisation des équations
hyperboliques non linéaires 1D

4.1 Présentation du probléme

Ce chapitre est consacré a ’approximation numérique par différences finies du probléme de

Cauchy :
Trouver u(z,t) : R x RT — R tel que
ou 0

u(z,0) = u'(z), z € R,

2
u
ot f est une fonction strictement convexe (par exemple, f(u) = ~ pour I’équation de Biirgers).

L’approximation du probléme (4.1) est beaucoup plus délicate que celle du probléme linéaire
étudié au chapitre précédent. En effet, il faut cette fois approcher la solution faible du pro-
bléme : pour cela, le schéma doit étre consistant avec I’équation sous forme conservative. Mais
il faut aussi s’assurer que le schéma est entropique, c’est-a-dire qu’il fournit une approxima-
tion de I'unique solution entropique du probléme. Nous présentons divers contre-exemples. De
plus, dans le cas non-linéaire, il n’existe pas d’équivalent au théoréme de Lax : autrement dit,
un schéma consistant et stable ne converge pas nécessairement. Nous étudions enfin la classe
importante des schémas monotones. Un exemple fondamental est donné par le schéma de
Godunov qui repose sur la résolution de problémes de Riemann locaux. On démontre que les
schémas monotones sont stables, convergents et entropiques. Mais ils ne sont que d’ordre 1.
Quelques perspectives sont finalement présentées, pour parer & cet inconvénient.

On se donne un pas de discrétisation en espace h > 0 et un pas de discrétisation en temps
At > 0. On pose :

x; = jh, j€Z,

t" = nAt, neN,

133
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et on se propose de calculer une approximation uj de u(z;,t") ! otl u est la solution de (4.1).

tn+1
i t'n
tn—l
At ]
>
0 Tj—1 Tj Tjt1

FIGURE 4.1 — Grille espace temps

Dans toute la suite, nous nous intéressons & des schémas explicites & un pas de temps et & trois
pas d’espace qui s’écrivent

U}H—l = H(U?—p U;‘L’ U?—&-l) ) (4.2)

ol H est une fonction réguliére. Les schémas implicites sont difficiles & mettre en oeuvre pour
les problémes non-linéaires et nous n’en parlerons pas ici.

Exemple : le schéma décentré

Le schéma décentré est donné par

f(u?) - f(u?—l)
h
flujy) — f(u])
h

nt+l _ n
u;" = uj At

n+l _ n
ui" = uj At

11 s’écrit donc sous la forme (4.2) avec

WIOES )

H(u,v,w) := h
= a0 =500

J

Nous représentons dans la figure 4.3 la solution faible entropique (en rouge) pour f(u) = u+u?/2
et u%(z) = sinz et la solution obtenue avec le schéma décentré (en bleu). Notons que pour cette
donnée initiale, la solution est classique jusqu’a un certain temps, ot une discontinuité apparait.
Cette discontinuité se propage ensuite & une vitesse donnée par la relation de Rankine Hugo-
niot. C’est la solution faible entropique car les chocs sont descendants (le flux étant convexe).

h
1 [=t2 . .
1. ou plutét une approximation de A / u(z,t")dz si on considére une approche par volumes finis (cf.
h
Ti— 5

section 4.2.1)
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On remarque donc qu’alors que le schéma décentré est convergent dans le cas linéaire (quand
la condition CFL est satisfaite), ce n’est pas le cas dans le cas non linéaire. Plus précisément,
ce schéma permet de bien approcher la solution quand elle est classique (avec donnée initiale
réguliére) mais il ne 'approche plus quand la solution a une discontinuité. Notons enfins que ce
schéma ne permet méme pas d’approcher une solution faible puisque dans la solution discréte
obtenue le choc a une vitesse nulle donc la relation de Rankine Hugoniot n’est pas satisfaite.

Pour finir de se convaincre que ce schéma ne permet pas d’approcher une solution faible, appli-

quons ce schéma a la donnée initiale suivante :

ug si j>0
ol ug et ug sont tels que a(ug) > 0 et a(ug) < 0, on obtient une solution stationnaire :
VjieZ ¥YneN, u?=u’

J J

qui n’est pas, en général, une solution faible de ’équation.

Cet exemple permet d’illustrer que pour les EDPs non linéaires, d’autres propriétés sont né-
cessaires pour qu’un schéma converge vers la solution faible entropique du probléme.

4.2 Propriétés des schémas

4.2.1 Schémas sous forme conservative

Nous avons vu que la forme conservative :

ou 0

et la forme non conservative : : 5
ogu e, U
ot T Wg =0

es lois de conservation ne sont équivalentes que pour les solutions u réguliéres du probléme e
des lois d tio t lent les solutio 1 d bl t
que la notion de solution faible repose sur la forme conservative de I’équation. On suit le méme
principe pour le calcul numérique d’une solution faible; on utilisera un schéma « sous forme

conservative ».

Le principe de base des schémas conservatifs est la méthode des volumes finis qui vise a trouver
une approximation de

1 (%4l
ui(t) = h/ i u(z,t) dx
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FIGURE 4.2 — Représentation a différents instants de la solution faible
entropique (en rouge) et de la solution calculée avec le schéma décentré
(en bleu) dans le cas o f(u) = u+ u?/2 et u’(z) =sinz

h
a tous les temps ¢ = ¢" ol w,; 1 = x; £ 3 Pour cela, on intégre tout d’abord 1’équation (4.3)
2

entre ;1 et x;, 1 (et on divise par h),

ou de maniére équivalente

f(u(x] 1,1)) — f(u(xj—lvt))
Coi(t) + T = 0. (4.4)

Le schéma numeérique conservatif est une approximation de I’équation (4.4) : on approche la
quantité f(u(z;,1,t)) (resp. f(u(x;_1,t))) en utilisant les w(¢). Un choix naturel consiste a
2

prendre f(u(ry, 11)) & glus(t) upr(t) et f(ulz;_s.0) ~ gluoi(1). us(t)) ot g est le flux
numérique qu’il faut alors définir. Aprés une discrétisation en temps explicite, on obtient le

schéma (4.5).



4.2 Propriétés des schémas 137

Définition 4.1: Schéma conservatif

On dit que le schéma (4.2) est conservatif ou peut se mettre sous forme conservative s’il

existe une fonction g réguliére telle que ’'on ait :

n n At n n w n
ujJrl = Uy — h {Q(Ujaujﬂ) - g(ujfl’uj)} (4.5)

La fonction g est appelée le flux numérique du schéma (elle est définie & une constante
additive pres).

On utilisera souvent la notation abrégée suivante

n+1 At

=u; — "a=g" ) = — no= noyn
u; =y a(ngr% gj_%> ou « 5 et gj+% g(u],u]H).

L’importance de la forme conservative pour un schéma sera illustrée par le théoréme de Lax-
Wendroff (voir le théoréme 4.7) énoncé plus loin. Mais avant tout, il nous faut préciser sous quelle
condition, portant sur le flux numérique, un schéma sous forme conservative est consistant avec
léquation (4.3).

4.2.2 Consistance

Les notions d’erreur de troncature, de consistance et d’ordre sont définies comme dans le cas
linéaire. L’erreur de troncature du schéma (4.5) s’écrit

n __ 1 n+1 n 1 n mn
= (U =) 45 (G - 6y)
ol
Uy = u(z;,t").
G?Jr% = 9(U}. Ufy),

et u est la solution réguliére de 'équation (4.3).

Remarquons en particulier que 'erreur de troncature se calcule a l'aide de solutions réguliéres
de I'équation (4.3). Ces notions n’auront donc pas de sens au voisinage des chocs.

Lemme 4.2: Condition de consistance

Un schéma mis sous la forme conservative (41.5) est consistant avec I’équation (4.3) si et

seulement si :
g(u,u) = f(u) + cte Yu € R. (4.6)

Il est alors au moins d’ordre 1.

DEMONSTRATION: Soit un schéma de la forme :
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Calculons son erreur de troncature

1
_ n+1
& = (U7 ) + (G;;z G;’_%) ,
ot 'on a utilisé les notations définies précédemment. Or on a
n n (9’& n 2
Ut = U = mh%(xj,t )+ O(h*) avec m = £1.

0 0
D’ou, si 99 et 99 désignent les 2 dérivées partielles de g :

du  Ov
n n n n a n n du n 2
(U ]+1) = 9 (Uj ’Uj) e (U U ) Oz (xjvt )+ O(Rh%),
n n mn n ag n n au n 2
9 (U Uf) = 9(UfU7) = 5 (U7 UF) b (5,87) + O(R°).

On en déduit enfin que

ou

g(x]’,t”) + O(h).

o = Grtenen) + { Sy o) + oy |
)

Le schéma est donc consistant (et au moins d’ordre 1) si et seulement si
dg ’
= (u,u) + == (u,u) = f'(u) YueR,
Ju
d’ou légalité (4.6). |

Insistons sur le fait qu’il existe des schémas consistants et non conservatifs, par exemple

le schéma décentré. Donnons maintenant un exemple de schéma conservatif.

Un exemple de schéma conservatif : le schéma de Murman-Roe

Le schéma de Murman-Roe s’écrit
u?—l—l = H(uj—h Ujs uj+1) VEE H(u7 v, w) =v—= T (g(v, U)) - g(u, 'U)) ) (47)
ou
f(u), sia(u,v)>0 flw) = f(v) siu#v
g(u,v) = o avec a(u,v) = u—v ’
f(v), sia(u,v) <0 I (u), siu=wv.

Nous représentons dans la figure 4.3 la solution faible entropique (en rouge) pour f(u) = u+u?/2
et u’(z) = sinz et la solution obtenue avec le schéma de Murman Roe (en bleu). On remarque
donc que le schéma de Murman Roe semble approcher la solution du probléme.

Dans la figure 4.4, nous changeons la condition initiale (voir la figure en haut a droite) et repré-
sentons la solution faible entropique en rouge et la solution donnée par le Schéma de Murman
Roe en bleu. On remarque que ce schéma n’approche qu'une solution faible du probléme. En
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Nl

FIGURE 4.3 — Représentation a différents instants de la solution faible
entropique (en rouge) et de la solution calculée avec le schéma de Murman
Roe (en bleu) dans le cas ot f(u) = u+u?/2 et u’(z) =sinx

effet, on voit que le premier choc vérifie u~ = —u™ et il ne bouge pas donc il vérifie la relation de
Rankine Hugoniot. Par contre il n’est pas descendant ! Plus généralement, les schémas conserva-
tifs aproche une solution faible (comme nous allons le voir avec le théoréme de Lax-Wendroff)
malis pas nécessairement la solution entropique du probléme.

4.2.3 Linéarisation du schéma - Stabilité L2

La stabilité asymptotique d’un schéma non-linéaire se définit de la maniére suivante.

Définition 4.3: Stabilité asymptotique

Le schéma (4.2) est asymptotiquement stable pour la norme ||.|| si pour tout couple de
données initiales (u°,v°), le couple de solutions (u™,v™) vérifie

vneN, |[lu"—v"|| < Clu’—1°

ot la constante C est indépendante de u?,v°, n, At et h.
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/ / /

e L1

FIGURE 4.4 — Représentation a différents instants de la solution faible
entropique (en rouge) et de la solution calculée avec le schéma de Murman
Roe (en bleu) dans le cas o f(u) = u + u?/2 et pour une autre condition

initiale.

Contrairement au cas linéaire, la stabilité L? d’un schéma non-linéaire ne peut plus s’étudier
de maniére simple & l'aide de la transformée de Fourier. Cependant, on peut obtenir un critére

heuristique de stabilité par linéarisation.

Considérons un schéma sous la forme conservative (4.5) et soient u" et v™ les solutions cor-
respondant aux données initiales u” et v°.

Wt = wp—a (gl ug) - gl ) (4.8)
g = o= (o) - oo o))
On pose alors

Si w? est supposé trés petit devant u?, on peut calculer la différence entre les deux égalités (4.8)
et développer le résultat par rapport aux puissances de w. Si on ne conserve que les termes du
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premier ordre, on obtient

99 99
uptt = = o d (P - ) ug

9y g
P e — G (49

Relativement a w, il s’agit d’'un schéma linéaire & coefficients variables. On dit qu’il s’agit du
schéma linéarisé associé au schéma (4.5).

L’étude de la stabilité du schéma (4.9) ne peut pas se faire comme au chapitre précédent par ana-
lyse de Fourier, puisque les coefficients du schéma sont ici variables. Pour pallier cette difficulté,
il nous faut faire une nouvelle hypothése : nous supposons que u;l varie lentement en fonction
de j. On peut alors considérer que, au voisinage d’un point xy, le schéma (4.9) « ressemble »

beaucoup au schéma suivant :

dg g 9y 9y
n+l _ . n n n n
0 0
oll toutes les dérivées g9 et 8_9 sont calculées en (uZ,uZ) Ce schéma étant a coefficients
v

U
constants, sa stabilité s’analyse de maniére classique.

Définition 4.4: Stabilité linéaire

On dit que le schéma (4.5) est linéairement stable L? si le schéma (4.10) est stable L?
pour tout k € Z.

Remarque 4.5: Une stabilité non garantie

Le critéere de stabilité linéaire que nous venons d’expliciter n’a qu’une valeur indicative.
En effet, les approximations que nous avons faites ne sont pas justifiées au voisinage
des chocs ni méme dans les zones ou la dérivée devient trop importante. En résumé,
les schémas linéairement instables sont toujours & proscrire. En revanche, il est seulement
plausible, mais nullement garanti, qu’un schéma linéairement stable ait quelques propriétés
de stabilité.

Remarque 4.6: Une stabilité linéaire qui peut étre conditionnelle

Certains schémas sont linéairement stables sous une condition portant sur le rapport des
pas At et h. Tout comme dans le cas linéaire, cette condition CFL peut s’interpréter
géométriquement. En effet, nous avons vu au cours précédent que, pour I’équation

b i)
ot Oz

la connaissance de u & I'instant ¢” dans l'intervalle [xj_1, z;41] détermine la solution dans

=0,
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I’ensemble du céne :

Tj—1+ A(t = tn) <z< Tj+1 — A(t = tn) (4.11)

ou A = sup {|a(§)| ;€] < sup |u(z, t")]}. La condition (4.11) signifie que le point (z;, tp41)
z€R

doit se trouver dans ce cone.

4.2.4 Vers la convergence : le théoréme de Lax-Wendroff

Nous allons maintenant démontrer un résultat important concernant les schémas sous forme
conservative. Il exprime le fait que si un schéma sous forme conservative consistant avec I’équation
(4.3) converge, c’est nécessairement vers une solution faible du probléme.

On suppose que la donnée initiale u® du probléme (4.1) a été discrétisée comme suit :

o 1 [Tl . . o1 ,
uj =~ ) w(x)de Vje€Z, ou Tigl = j+§ h Vj €.

h
On construit alors, pour At et h donnés, une suite u" = (u?) - par un schéma de la forme
je
At
n+tl _ , n__ =" n _ n
uiT =g = (gﬁ% gj_%>, (4.12)

consistant avec 1’équation (4.3), c’est-a-dire
glu,u) = f(u),Yu € R

Notons qu’on a omis la constante pour simplifier la démonstration. On note ua la fonction définie
par :

up(z,t) = uj pour z;

n
J_%§x<mj+% et t" <t <tp41.

A chaque couple (At, h) correspond une fonction ua. On a alors le théoréme suivant.

Théoreme 4.7: Théoréme de Lax-Wendroff

Supposons qu’il existe une suite (Aty, hy),cpy » une suite de fonctions (uag)yey associces,
et une fonction u telles que, pour tout domaine K borné de R x [0, +ool:

(i) we L*(K),
(ii) uar —> u dans L*°(K) quand k — 4o0.

Alors u est une solution faible du probléme (4.1).

DEMONSTRATION: Soit ¢ € D(R?). On doit montrer que

[ (5 swg)aas [ wwstans—o

T — o



4.2 Propriétés des schémas 143

Posons ¢} = ¢(z;,t"), pour j € Z, n € N. En multipliant (4.12) par ¢} et en sommant, on obtient (on
omet l'indice k pour alléger les notations) :

n+1 n n __
N ) 45+ A (g ) 5 =0
7m

Par « sommation par parties », on obtient :
hZu?"‘l (e} — "'H hZu?(p? +AtZg;l+% () —@lyy) =0. (4.14)

Si on note pa et ga les fonctions définies par :

mn

oalz,t) = ¢f avec r; 1 Sx<xjp1 et t" <t <tnyq,

ga(z,t) = g;?+% avec ¢; < & < Tjq1 et t" <t <tpi1,

légalité (4.14) s’écrit aussi :

. . T +o00
/:oo/ %( AAti el ’t)df”dt/r ua(z,0)pa(z,0)dx

=—00

oo — b - bt
/ / gala, P22 )h%(H 2D goat = 0.
=—o00 Jt=0

On vérifie alors facilement que la premiére intégrale converge vers :

+oo o
ge
/7700 /t:O u(x,t) iy (z,t)dx dt

+oo
/ u® (z)p(x, 0)d.

=—00

et la seconde vers :

On remarque ensuite que ga vérifie par définition :

h h
ga(z,t) =g (uA (x — 2,t> JUA (x + 2,t>> Vx, Vt.

Donc ga converge uniformément sur tout compact vers la fonction g(u(x,t), u(x,t)) qui, d’aprés la consis-
tance du schéma est identiquement égale a f(u(x,t)). La troisiéme intégrale converge donc vers :

+oo
/ / u(zx,t) ggp (z,t)dz dt,

d’ott le résultat (4.13). |

Ce théoréme nous assure que les schémas sous forme conservative sont adaptés au calcul de
solutions faibles. Notons qu’un schéma qui ne peut pas s’écrire sous forme conservative peut trés
bien converger vers une fonction qui n’est pas solution faible du probléme.
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4.2.5 Schémas entropiques

Un schéma conservatif convergent ne converge pas toujours vers la solution entropique du pro-
bléme (voir exemple le schéma de Murman-Roe donné précédemment dans la section 4.2.2).

Nous allons maintenant énoncer un critére (malheureusement difficile & vérifier en pratique) qui
assure la convergence (si cette derniére a lieu) vers la solution entropique.

On rappelle tout d’abord que la solution entropique est caractérisée par le fait qu’elle satisfait
la condition d’entropie

0 0
—U(u) + %

o F(u) <0 (4.15)

pour toute entropie (U, F), c’est-a-dire pour tout couple de fonctions C', U étant strictement
convexe et F' étant définie par :

F'(v) =U'(v)f'(v) YveR.

Nous sommes en mesure de définir la notion de consistance d’un schéma avec une condition
entropique.

Définition 4.8: Schéma consistant avec une condition d’entropie

Le schéma (4.5) est dit consistant avec la condition d’entropie (4.15) si et seulement si il
existe une fonction F(u,v) telle que :
(i) F est consistante avec le flux d’entropie F,

F(u,u) = F(u), YueR;

(ii) Pour toute solution (u?) de (4.5), on a

ou l'on a posé :
n — n
Uj = U(ul),
n — n n
=7 (“J”“j“)’

La fonction F est appelée le flux d’entropie numérique.

Vj€Z VneN.

. J

On peut alors établir, par une démarche tout & fait analogue & celle que nous avons suivie pour
démontrer le théoréme de Lax-Wendroff, le théoréme suivant.
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Théoreme 4.9

Sous les hypothéses du théoréme 4.7, si de plus le schéma considéré est consistant avec
toute condition d’entropie, alors la limite w est I'unique solution entropique du probléme
(4.1).

Ceci conduit finalement & définir les schémas entropiques.

Définition 4.10: Schéma entropique

On dit que le schéma (4.5) est entropique s’il est consistant avec toute condition d’entropie.

Nous allons étudier une classe particuliére de schémas entropiques : les schémas monotones.

Remarque 4.11: Le schéma de Murman-roe n’est pas entropique

Supposons que l'on veuille résoudre numériquement a ’aide du schéma de Murman-Roe
(4.7) le probléme (4.1) avec la donnée initiale :

ug si x <0
() = ’
ug si x>0,

ou ug et ug sont tels que : f(uy) = f(uq). Pour la donnée initiale discréte suivante

ug si j <0,

SO

Uq si ] > ]-7
le schéma de Murman-Roe fournit une solution discréte stationnaire, i.e. :

vn eN, VjeZ, u;?:u?.

En effet, on a :
9(ug, ug) = g(ua,ua) = gug, ua) = g(ua, ug) = f(ug) = f(ua).
Ainsi, le schéma de Murman-Roe permet de calculer une solution du probléme donnée par
vt >0, u(z,t)=u(x).

C’est une solution faible car la relation de Rankine-Hugoniot est satisfaite.

Si ug > ug, il s’agit bien de la solution entropique. En revanche, si uy, < uq, on sait que
la solution entropique correspond & une onde de détente et non a ce choc stationnaire. Le
schéma de Murman-Roe ne permet donc pas d’approcher la solution entropique.
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4.2.6 Schémas monotones

4.2.6.1 Condition de monotonie

On a vu dans le cours précédent que l'opérateur qui a u’

associe la solution entropique du
probléme de Cauchy (4.1) est monotone. Autrement dit, si u et v sont les solutions pour les
données initiales u” et v°, on a :

uw(z) >%x)pp.z€R =  wu(x,t)>v(x,t)pp. zER, t>0.

Nous allons donc nous intéresser aux schémas possédant la méme propriété.

Définition 4.12: Schéma monotone

Un schéma est dit monotone si

{U?Z’U;-L ,VjEZ} = {U?+1ZU;L+1 ,VjEZ}.

Nous disposons d’un critére simple pour voir si un schéma est monotone ou pas. La démonstration
est immédiate.

Lemme 4.13: Critére de monotonie

Le schéma
Vi€Z, ult'=H (uj_y,uf}uf) (4.16)

est monotone si et seulement si H est une fonction croissante de chacun de ses arguments.

En pratique, la fonction H dépend des pas de discrétisation At et h et la monotonie n’est en

t
général réalisée que sous une condition sur a = o (condition de type CFL).

4.2.6.2 Propriétés des schémas monotones

Nous pouvons déja énoncer quelques propriétés immédiates des schémas monotones.

Lemme 4.14: Propriétés des schémas monotones

Soit un schéma monotone de la forme (4.16) et tel que H(u,u,u) = u pour tout u € R.
Alors :
(i) il préserve la monotonie i.e.
g . 1 1
Vi, uy <uly, = Vi u;-”r Su?jfl,

. n n . n+1 n+1
V7, szuj_H = V7, Uy > G419
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(ii) il vérifie le principe du maximum suivant :

Vk € Z 11€1£u;l < uZH < sup uy,
J JEZ

(iii) il est borné en norme (*° :

" e < [l

ou ||u"||g = sup |u§“ .
JEL

\ J

DEMONSTRATION: (i) Il suffit de poser v} = u},; (puis v} = u}_,) et d’appliquer la définition.

(ii) De méme, il suffit de poser : Vj, o7

= ]ing up (puis Vj, v = supuy) et d’appliquer la défini-
€

J
kez
tion en utilisant I'identité H (u,u,u) = u.

Enfin, (iii) est une conséquence directe de (ii). |
En particulier, si la condition initiale est monotone, la solution approchée calculée a ’aide d'un
schéma monotone ne comportera jamais d’oscillations.

Une propriété essentielle des schémas monotones est donnée par le théoréme suivant que nous
admettrons .

Théoreme 4.15: Un résultat de convergence

Soit un schéma conservatif, consistant avec (4.3) et monotone. Alors, de toute
suite (Atg, hy) tendant vers 0, on peut extraire une sous-suite telle que la suite de fonctions
associées (uag) (les notations sont celles du théoréme 4.7) converge presque partout vers
une solution faible u du probléme (4.1) .

. J

De plus, la limite est bien la solution entropique du probléme. On a en effet le théoréme suivant.

Théoreme 4.16: Lien schéma entropique - schéma monotone

Un schéma conservatif, consistant avec (4.3) et monotone est entropique.

Autrement dit, les schémas conservatifs, consistants et monotones sont, en un certain sens, conver-

gents.

DEMONSTRATION: On considére un schéma de la forme suivante :

n+1l __ n n n
U _H(uj—laujyuj+1)

ou H(u,v,w) = v — a{g(v,w) — g(u,v)}. On doit montrer qu’il est consistant avec toute condition
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d’entropie, mais on admettra qu’il suffit de considérer les entropies de Kruzkov qui sont de la forme :

U(U) = |’LL - k| )
F(u) = signe(u—Fk)(f(u) — f(k)),

EeR.

D’aprés la définition 4.8, il nous faut trouver une fonction G(u,v) telle que 'on ait :
G(u,u) = signe (u—k)(f(u) — f(k)) YVueR (4.17)

et
= b < o — ] = @ (G0 ) — Gl ) (1.13)

pour toute solution (u}) du schéma. Posons alors :
Gu,v) =gluVkoVk)—glunkvAk)

ol l'on a noté :
a Vb= max(a,b) et a Ab=min(a,b).

On a alors, puisque le schéma est consistant avec (4.3) :

Gu,u) = gluVkuVk)—glunkunk)
fluVk)—flunk)
signe (u —k)(f(u) — f(k)).

L’identité (4.17) est donc satisfaite.

Posons alors : v? = u;‘ V k. Comme le schéma est monotone :

. 1
v >ui Vi = H (U?_l,vﬁvﬁ_l) > u;”r
of > ki = H(vf_, 00 ) > Hk k k) =k

d’otu finalement :
H(uj oy Vkuf V), Vi) >u! vk, (4.19)

On démontrerait de méme 'inégalité suivante :
H(uj_y Nk,ul ANkyujq Ak) < u?“ Nk. (4.20)
Mais comme |u — k| =uV k —u Ak, on déduit de (4.19) et (4.20) que :
|t — k| < H(uj_ Vku} vk, VE) = Hu) o Akl Akl AK),

et on vérifie aisément que cette derniére inégalité coincide avec (4.18). |

Malheureusement, la portée des schémas monotones est limitée par leur ordre .

Théoreme 4.17: Ordre des schémas monotones

Un schéma conservatif consistant avec (4.3) et monotone est d’ordre 1 (exactement).
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DEMONSTRATION: On considére comme précédemment un schéma de la forme :

U?H = H(uj_y,uf,ufyy),
ou H(U,’U,’LU) =V - oz{g(v,w) - g(u,v)}

1) Soit @ une solution réguliére de (4.3). En poursuivant le calcul amorcé lors de la démonstration du
lemme 4.2, on vérifie aisément que ’erreur de troncature s’écrit

At [8%}” h? [8 ((89 . 9g, \ou\1" 5
= — || +——a|=—||==@a) - =(ua) ) — + O(h?).
J 2 o], 2At [0z \\Ov ou oz ) |,

En dérivant (4.3) nous avons

= (@) =2 (%) = 2 (ctwges@) = 2 (ctwr L)

Ainsi, I'erreur de troncature s’écrit finalement :
. At - ou\]" 9
=5 |5 (s@adt)] +ou

ou

2) Le schéma étant monotone, on a :

OH dg
il - -7 >
Yu € R, 5 (u, u) O (u,u) >0
H dg g
= l-af - >
Yu € R, 50 (u, u) e (8u (u, u) 3 (mu)) 0
0H dg
- = —a2 >
Yu € R, 0 (u, u) as (u,u) >0
On a donc finalement
@(u u) >0
8“ ) -
dg
Yu € R, 99 < 4.21
U 5 (u,u) <0 ( )
dg dg 1
-J -7 < =
ou (u, ) v () < a

3) Le schéma étant consistant, on a :
Vu e R, g(u,u) = f(u)+ cste,

d’ou
VueR, (uu)+ 2L (u,u) = c(u). (4.22)

De (4.21) et (4.22), on déduit finalement :
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Donc 5(@, «) est toujours négatif ou nul.

Pour que le schéma soit d’ordre supérieur ou égal a 2, il faut que 3(u, ) soit nul pour tout u. D’apreés ce
qui précéde, il faut pour cela que ’on ait :

900 990 ) (s )
vueR (- Pwn) = (Fn + Fu)

et

Ceci n’est vrai que si :

99 ) = — L ot 29 () =
%(u,u)——a et 8u(u,u)—O.

Plagons nous par exemple dans le premier cas. D’aprés (4.22), on a alors :

VueR, a(u) = é.

1
Il s’agit donc du cas linéaire de I’équation de transport avec la vitesse —- Le schéma s’écrit :
@

n+l _ n
Uy = Uj_q,

et il est exact car il coincide avec la méthode des caractéristiques.

Ainsi nous avons démontré qu’un schéma monotone est d’ordre 1 exactement, sauf si f(u) = cu et c— =
’ h

1 auquel cas il est d’ordre co.

4.3 Exemples

Nous allons illustrer les notions présentées précédemment en passant en revue les principaux
exemples de schémas pour les équations hyperboliques non linéaires en dimension 1.

4.3.1 Le schéma de Lax-Friedrichs

Le schéma de Lax dans le cas linéaire s’étend de maniére naturelle au cas non-linéaire sous la
forme :

1
“E’LH — 9 (uj_y +ufyy) = % {f (W) = fluj_1)} -

Le schéma de Lax-Friedrichs posséde les propriétés suivantes.
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— Conservatif. On vérifie aisément qu’il peut se mettre sous la forme conservative avec
pour flux numeérique :

olu.0) = 3 { £+ F0) + L=}

— Consistant. Le schéma de Lax-Friedrichs est consistant d’ordre 1 au moins. En effet,

ol = {10+ 50 = -0} = 1w,

On verra ensuite qu’il est monotone donc qu’il est exactement d’ordre 1.
— Linéairement stable. Pour le schéma de Lax-Friedrichs, (4.9) s’écrit :

1 o
1
with = 5(10}“_1 + w?+1) - 5“(“?) (w?+1 - w?—l)

ol a désigne la dérivée de f. C’est exactement le schéma de Lax-Friedrichs linéaire avec
une vitesse égale a a(ug). On sait que ce schéma est stable L? sous la condition CFL :

’a(“’“h)‘m <1. (4.23)

Le schéma non-linéaire de Lax-Friedrichs est donc linéairement stable L? si (4.23) est
vérifiée pour tout k. Comme cette condition dépend de n, le pas de temps doit étre ajusté
a chaque itération. Autrement dit, on doit avoir :

(n)
sup |a(uf)| arr <1 VneN. (4.24)
keZ h

— Monotone. On a

H(u,0,0) = 3 (u+w) — S(f(w) — ()
D’ou :

OH
%(uavaw) =
OH
%(uavaw) =
8—H(u,v,w) =

ow
Par conséquent, le schéma de Lax-Friedrichs est monotone sous la condition CFL (4.24).
Nous représentons la solution faible entropique en rouge et la solution donnée par le Schéma de

Lax Friedrichs en bleu dans le cas ou la condition CFL (4.24) est satisfaite (voir la figure 4.5) et
dans le cas ou la condition CFL n’est pas satisfaite (voir la figure 4.6).
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!

FIGURE 4.5 — Représentation a différents instants de la solution faible
entropique (en rouge) et de la solution calculée avec le schéma de Lax-
Friedrichs (en bleu) quand la condition CFL (4.24) est satisfaite dans le cas
ou f(u) =u+u?/2.

4.3.2 Le schéma d’Engquist-Osher

Il est défini comme suit :

n

wpt =up — 3 {f(u;ul) ~ )+ [ @l [ ate) dE}

j—

ou l'on a noté a la dérivée de f.

On retrouve le schéma décentré & gauche dans les zones ou f est croissante et a droite lorsque f
est décroissante.

Le schéma d’Engquist-Osher posséde les propriétés suivantes.

— Conservatif. Il peut s’écrire sous forme conservative & condition de poser :

otu.o) = 5 {10+ 1) - [ latlae}
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FIGURE 4.6 — Représentation a différents instants de la solution faible
entropique (en rouge) et de la solution calculée avec le schéma de Lax-
Friedrichs (en bleu) quand la condition CFL (4.24) n’est pas satisfaite.

— Consistant. On vérifie aisément que f(u,u) = g(u). Le schéma d’Engquist-Osher est donc
consistant et d’ordre 1 au moins. On va voir qu’il est monotone donc qu’il est exactement
d’ordre 1.

— Linéairement stable. Avec une démarche similaire & celle effectuée pour le schéma de
Lax-Friedrichs, on montre qu’il est linéairement stable L? sous la condition CFL (4.24).

— Monotone. On a

(67

H(wow) = o= 5 {#0) = )+ [ la@lde - [ la(e) ae}

D’ou :
OH o «
%(u,v, w) = ga(u) + §|a(u)|
OH
%(Uﬂhw) = 1—ala(v)]
OH o o
%(%an) = 5 (w)—|—§|a(w)|.

Par conséquent, le schéma d’Engquist-Osher est monotone sous la condition CFL (4.24).
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4.3.3 Un exemple de schéma d’ordre 2 : le schéma de Lax-Wendroff

Nous allons construire un schéma d’ordre 2.
Un développement limité en temps nous donne (avec les notations habituelles) :
il _ ot (At)? 9%u

—n n n 3
f ul —i—Ata(xj,t )+ 5 @(xj,t )+ O(A?). (4.25)

U

Mais de plus, on déduit de I’équation (4.3) les identités suivantes :

= () = 2 (a0 = 2 (st 2 s@)

L’équation (4.25) devient

J
ou la notation [. ];L signifie que I’on calcule la quantité entre les crochets au point x; et au temps ¢".

Nous allons ensuite discrétiser les termes entre crochets. Le premier terme se traite de maniére

habituelle (discrétisation ordre 2)
[ 0 ))]" fa% ) — f(uj_y)

%(f(u = 5 + O(h?).

J
Pour le second, on applique deux fois de suite un schéma centré afin d’obtenir une approximation
d’ordre 2 :

2 (s 2r@)]" - ;{[améﬂu)r - o 2 rw)] }+O<h2>,

j -3

— g I S ST o

i i
o oo (Y T
ol 'on a posé : a” | =a .
.7+§ 2

On obtient finalement le schéma du second ordre suivant

a2

1 «
“}H :“?_5( 1 ﬁl) +7(a?+%( f+1—ff)—a?_%(f;l— 37'31))7

avec

fi = r)

n n
" _ ., (e T
J+3 2
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— Conservatif. Le schéma de Lax-Wendroff peut s’écrire sous forme conservative et son

flux numérique est donné par

U+ v

otu.o) = 5 { £+ 100~ aa (50 ) (1) - st |

— Consistant. On vérifie facilement que g(u,u) = f(u).

— Linéairement stable. Sa version linéarisée correspond au schéma linéarisé de Lax-
Wendroff. Il est donc linéairement stable L? sous la condition CFL (4.24).

— Non entropique et donc non monotone. Enfin, on peut montrer qu’il n’est pas

entropique en suivant la méme démarche que pour le schéma de Murman-Roe.

4.3.4 Un exemple fondamental - Le schéma de Godounov

La démarche de construction de ce schéma est originale : elle repose sur la résolution exacte de

problémes de Riemann locaux. La construction de «™*! a partir de u™ se fait en deux étapes :

- Premiére étape : On note u"(z) la fonction définie par

u(z) = uf si Tj1 < x<aii, (4.26)
. 1
onz; 1= ]+§ h, Vj € Z
w ® . n
et . K
b e :
b | T
T, >
FIGURE 4.7 — La fonction constante par morceaux u" définie a partir de
{u}, jeZ}
On calcule alors v™ solution entropique du probléme suivant :
ov 0
— +—f(v)=0, zeRtetm !

v(z,t") =u"(z), =xeR

On montrera dans le lemme 4.18 que ce probléme peut étre résolu de fagon exacte a partir de la

résoution de problémes de Riemann locaux si la condition suivante est vérifiée :

At(n)

sup [a (ug)|

1
< —. 4.28
kez Az — 2 (4.28)
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1

- Deuxiéme étape : On définit u"*! comme projection de v™ sur les fonctions constantes par

morceaux : 1 . 1
"
=g / I n(2) d, Vi € Z. (4.29)
X

i-3

Lemme 4.18

Sous la condition (4.28), la solution du probléme (4.27) est donnée par :

=Tl
2., M ,Mn :
— uj,ujH) sizj <z <wjqr, (4.30)

V™(z,t) = wr (

oll wgr (?’ Ul ud> est la solution du probléme de Riemann pour les états (ug,uq) (voir la
Section 2.4).

\ J

DEMONSTRATION: Le probléme (4.27) consiste en une succession de problémes de Riemann de la forme

ov 0 n oan

%‘Fa (11):0, JIE[JIj,l‘j+1] R tE[t , T +1],
(Pj) u’ si r<ax.,1,

’U(.’E,tn): J J+3

n .
Ujyq Sl m>mj+%.

La solution de ce probléme pour x € R est donnée par :

— x_mj+§_ n o, n . 4
v(z,t) = wr i 3 UG Ujqq (4.31)

Il s’agit d’'une onde de détente si uj < w7, et d'un choc dans le cas contraire. La « juxtaposition »

de solutions de la forme (4.31) définit bien la solution de (4.27) si les différents problémes n’ont pas
« interagi » avant I'instant t"*!. Autrement dit, il faut que la solution v de chacun des problémes (P))

vérifie :

v(z;,t) = uj,

vt € [t ", X

U($j+1,t) = u;‘LJr s

Ceci s’écrit encore :
WR _i;u?7un+17 :un’
27 J J
VT € [0, At],

wWR (%;u?,u?“,) = u;“'l
et ceci est automatiquement vérifié sous la condition :
o = max(la ()] Ja ()]
2At J J
Autrement dit, la vitesse de propagation de la solution du probléme (P;) étant :

a ().,

I’onde de choc ou I'onde de détente n’auront pas atteint les bornes de 'intervalle x; et x4, avant 'instant :

V, = max (o (u5)

)

T =t" + Vj=.
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11 suffit donc de choisir "+ tel que : "1 < T}, Vj € Z . [ |
n+1
A U’h
Projecti les fc
o rojection sur les fcts
g e constantes par
¢ —— : morceaux
----- . @
A
Résolution des pbs
de Riemann locaux si
----- (sup |a(un)|) At 1 en
jEZ 7 h — 2
A détente chac
i/
g 7
// // Caractéristiques
R — >
. @
. @ @i . @

\ 4

FIGURE 4.8 — Calcul de la solution discréte pour le schéma de Godunov a
chaque pas de temps.

— Le schéma de Godunov est conservatif. Nous allons maintenant vérifier que le schéma
de Godounov décrit précédemment peut se mettre sous forme conservative.

Lemme 4.19

(i) L’application & — f (wgr(&;u,v)) est continue en 0, quels que soient u et v.
(ii) Le schéma de Godounov peut s’écrire sous forme conservative et son flux numérique

est donné par :
9(u,v) = f(wr(0;u,v)). (4.32)

DEMONSTRATION:

flu) = fv)
u—v

Elle est donc continue en 0 sauf si : u > v et f(u) = f(v). Or, on a dans ce cas : wr(0~;u,v) = u et

wr(0T;u,v) =v. Dot : f(wr(0™;u,v)) = f(u) = f(w) = f(wr(0F;u,v)).

(i) On sait que lapplication & — wgr(&;u,v) est continue partout sauf en & = siu > w.
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(ii) Intégrons 'équation (4.27) sur la maille

{xj7%7$j+%} X [t",t"+1] .

o_/rm/t ( +—f( )) dz dt.

A priori, cette écriture n’a de sens que si la maille considérée n’est pas traversée par une ligne de choc.

tn+1

Dans le cas contraire, il faudrait intégrer de part et d’autre du choc. Cependant, comme v satisfait la
relation de Rankine-Hugoniot, on vérifie aisément que 'intégrale sur la ligne de choc issue de l'intégration
par parties est nulle. Tout se passe donc comme si v était réguliére !

On a alors
i+l 1 et
0— / (v(a, 7+1) — (e, 7)) da +/ (FoCay 1) = Flo(ary_y. 1)) d.
. 1 tn
=3
D’ot, en vertu de (4.29), (4.30) et du point (i) :
0=nh (u?+1 — u;b) + At (f(wR(O;u;L,u?H)) — f(w (O,uj 15U )))
C’est ce qu’il fallait démontrer. [ |

Remarquons que le schéma de Godounov coincide avec le schéma décentré si f est monotone.
En effet, si par exemple

a(u}) >0 ,Vj€Z,

alors
wr(0;uj,ujy,) =u; VjE€ZL

et le schéma de Godounov s’écrit

uith =l —a (f(uf) = f(uf_y))

— Le schéma de Godunov est consistant d’ordre 1. En utilisant (4.32) on remarque
que g(u,u) = f(u) et donc que le schéma de Godounov est consistant d’ordre 1 au moins.
Comme il est monotone (cf. ci-aprés), il est d’ordre 1 exactement.

— Le schéma est monotone et donc entropique. Le schéma de Godounov est monotone.
En effet, la premiére étape qui consiste en une résolution exacte d’un probléme de Cauchy
est monotone (voir cours précédent). La seconde étape 'est trivialement.
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