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IntroductionCe manuscrit est le fruit de trois années de recherche au sein du Laboratoire deMathématiques Appliquées de l'ENSTA sur le thème de recherche "Étude du décodagedes codes de Reed-Muller". L'objectif de ma recherche est d'étudier les algorithmesde décodage des codes de Reed-Muller d'ordre-2 existants, notamment l'algorithme dedécodage dû à Sidel'nikov et Pershakov qui utilise les propriétés structurelles des codes deReed-Muller pour décoder signi�cativement plus loin que la capacité de correction. L'idéeest de transformer le problème du décodage d'un mot dans un code de Reed-Muller d'ordredeux en plusieurs problèmes de décodage de mots dans des codes de Reed-Muller d'ordreun.Si pour les codes de Reed-Muller du premier ordre il existe des algorithmes parvenantau décodage par maximum de vraisemblance en complexité polylogarithmique en lalongueur du code, en ce qui concerne les codes d'ordre deux, les meilleurs algorithmes dedécodage connus sont loin d'approcher la borne du décodage à maximum de vraisemblancedont un équivalent asymptotique a été donné par Helleseth, Kløve et Levenshtein en2003 [53]. L'avènement d'un tel algorithme constituerait un progrès majeur. En e�et,cela ouvrirait des perspectives intéressantes dans le cadre de l'utilisation de ces codesdans des applications cryptographiques. Par exemple, on pourrait songer à tenter dedécoder des combinaisons linéaires de sortie de systèmes de chi�rement à clé secrète etainsi en trouver de bonnes approximations quadratiques, comme on le fait déjà dans lecas d'approximations linéaires. Du point de vue de la cryptographie à clé publique, cettefamille se retrouve également au c÷ur d'un système de chi�rement à clé publique similaireà celui de McEliece.Ce document est structuré en six chapitres. Dans le premier chapitre, nous présentonsquelques généralités concernant la théorie des codes correcteurs d'erreurs, nous décrivonsla problématique liée à la transmission de l'information à travers un canal bruité et à lacorrections d'erreurs. Nous introduisons le groupe d'automorphisme d'un code linéaire,nous parlerons ensuite du problème de décodage en dé�nissant les types de décodage etla borne de décodage asymptotique d'un algorithme de décodage.Le second chapitre est consacré à l'étude des codes de Reed-Muller. Nous présentonsen détail une étude des propriétés de ces codes ainsi que leurs groupes d'automorphisme.Dans ce chapitre j'ai utilisé un seul point de vue pour décrire ces codes en utilisant lesfonctions booléennes, et j'ai donné de nouvelles démonstrations aux deux théorèmes quidéterminent le groupe d'automorphismes de ces codes.



Introduction 10Dans le chapitre 3, nous décrivons le problème de décodage optimal "Décodage àmaximum de vraisemblance" et l'algorithme "FHT" qui le fait pour les codes de premierordre. J'expose ensuite tous les algorithmes de décodages des codes de Reed-Mullerbinaires connus jusqu'à présent. Nous commençons par la dé�nition de la dérivée discrèted'une fonction, que j'utilise pour décrire plusieurs algorithmes de décodage, principalementle premier algorithme conçu pour décoder ces codes "Décodage par vote majoritaire :MVD". J'établis la borne de décodage asymptotique pour l'algorithme MVD pour lescodes de Reed-Muller d'ordre deux.Le chapitre 4, quant à lui, présente l'algorithme de Sidel'nikov et Pershakov. Nousdécrivons d'abord l'idée de l'algorithme de décodage et nous présentons en détaill'algorithme. Ensuite, nous ferons l'analyse détaillée de la capacité de correction. En�n,nous présentons deux variantes de l'algorithme qui ont la même capacité de correctionasymptotiquement : la première est une simpli�cation que nous proposons, tandis que ladeuxième, qui est proposée par les auteurs, est une paramétrisation de l'algorithme pourpouvoir décoder plus loin mais qui rend l'algorithme plus complexe.Le chapitre 5 apporte un résultat sur la capacité de correction des algorithmes dedécodage des codes d'ordre deux. Nous présentons une étude sur le décodage soupleet nous dé�nissons un code non binaire qui nous servira pour commenter l'algorithmede Sidel'nikov et Pershakov et d'introduire la modi�cation que nous apportons sur cetalgorithme. Nous exposons notre algorithme que nous analysons ensuite pour montrerl'e�et de la modi�cation sur la capacité de correction de l'algorithme. En�n, nous donnonsune preuve que les algorithmes SP et le nôtre font du décodage borné (jusqu'à la capacitéde correction).Le sixième chapitre expose les résultats de simulation des algorithmes étudiés pourles petites et moyennes longueurs des codes de Reed-Muller. Ces résultats montrent quel'algorithme que j'ai proposé décode beaucoup plus loin en pratique que tous les autresalgorithmes.L'annexe A présente une brève introduction aux probabilités. Le but est de parler deslois de probabilités de l'approximation gaussienne. Nous aurons souvent besoin d'utilisercette approximation pour borner la probabilité que le poids de l'erreur dépasse une certaineborne. Les inégalités connues pour borner une variable aléatoire suivant la loi normale quisont souvent utilisées dans l'étude des di�érents algorithmes étudiées dans ce document.L'annexe B contient un préalable mathématique sur la dé�nition des groupes et lesactions sur un groupe.
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Chapitre 1Introduction à la théorie algébrique descodes
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N
ous allons dans ce chapitre rappeler un ensemble de dé�nitions et propriétésconcernant les codes, et plus particulièrement les codes linéaires. Nous allonsparler plus en détail des groupes d'automorphismes des codes linéaires quinous sont utiles pour la suite. Les principales références utilisées concernant la théoriealgébrique des codes sont dans [31], [34], [40] et [41].
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m E c y = c+ e D m′

Canal de Transmission
Fig. 1.1 � Principe général du processus d'encodage et décodage1.1 Introduction et Dé�nitionsCoder l'information est né bien avant l'apparition de l'homme, la nature utilise 4molécules pour coder l'hérédité génétique, et les protéines utilisent 20 acides aminés pourcoder leurs fonctions dans les cellules. Pour écrire, les chinois utilisent plus de 80, 000caractères pour coder leur langage, heureusement pour nous que les Phéniciens et lesGrecs ont découvert qu'un alphabet de 23 caractères peuvent coder les sons élémentaires.George BOOLE (1815-1864) utilisait seulement deux caractères pour coder les opérationslogiques. Peu de temps après, John von NEUMANN (1903-1957) développa le conceptde programmation utilisant aussi un système binaire pour coder toute information. PourShannon (1948) l'unité est le bit et un système contient m-bits d'information s'il peutcontenir 2m caractères. Transmettre de l'information de manière sûre est pratiquementimpossible. Dans la nature les informations ne sont pas binaires mais comprises dans desintervalles (seuil supérieur et seuil inférieur) comme les couleurs, les sons, etc., donc deserreurs sur l'information ne la modi�era pas nécessairement.La théorie des codes est la discipline des mathématiques appliquées dont le sujet estla transmission �able d'informations sur un canal de transmission bruité, en utilisant desobjets combinatoires et algorithmiques appelés codes correcteurs d'erreurs. Cette théoriea de multiples champs d'applications, comme par exemple l'enregistrement des disquescompacts, la transmission d'information sur les réseaux ou encore dans les communicationspar satellites pour n'en nommer que quelques-uns. Pour introduire le sujet, il est d'abordnécessaire de préciser les notions de base du codage.Dans un processus de communication, nous avons trois entités impliquées : l'émetteur,le récepteur et le canal de transmission (cf. �gure 1.1). L'objectif de l'émetteur est decommuniquer au récepteur un message, m, c'est une suite de longueur k de symbolesd'un alphabet �ni X . Le canal de transmission bruité est capable de communiquer dessuites arbitrairement longues de symboles d'un alphabet Y pas nécessairement �ni. Alorsl'espace des messages à coder est X k, l'ensemble des suites de symboles de longueur k.L'émetteur utilise une fonction de codage, E, pour coder les messages avanttransmission, c'est une fonction injective : E : X k → Yn. L'image C = E(m), m ∈ X kest appelé le code. Le taux k/n, noté en général R, est appelé le taux de transmission ourendement du code, et c'est le premier paramètre fondamental d'un code, en théorie descodes.



1.2 Le canal de transmission 13En ce qui concerne le canal de transmission, il "bruite" les messages transmis. Ce bruitpeut être vu comme une application de l'espace ambiant dans lui même.Notations générales : Dans tous les chapitres de ce document : F2 est le corps àdeux éléments, + désigne l'addition dans F2 (sauf mention contraire) ; F
m
2 est le F2-espacevectoriel de dimension m, l'addition dans F

m
2 est notée simplement +, x, y ∈ F

m
2 , x+ y =

(x1 + y1, . . . , xm + ym).On trouvera un index des notations à la page 133. Nous utiliserons fréquemment desnotions de probabilité, l'annexe-A contient les rappels de probabilité nécessaires à labonne compréhension des chapitres de ce document.1.2 Le canal de transmissionLa description générale est Y = X + Z (X étant la source, Z le bruit et Y lesignal sortant du canal). La variable aléatoire X représentera la distribution d'entréeset la variable aléatoire Y représentera la distribution de sorties. Le canal de transmissionproduit un vecteur de bruit e ∈ Yn (voir 1.1), tel que un message m codé en c = E(m)transmis sur le canal, sera reçu comme y = c + e. Le mot c sera le mot fourni en entréeet y représentera la chaîne en sortie. Les probabilités seront notées de la façon suivante :
Pr [c] = Pr [X = c]
Pr [y] = Pr [Y = y]
Pr [c|y] = Pr [X = c|Y = y]
Pr [y|c] = Pr [Y = y|X = c]1.2.1 Le canal binaire symétriqueC'est un des cas les plus intéressants où l'alphabet est l'espace à deux éléments X =

Y = {0, 1}. Il s'agit d'une transmission de symboles binaires, c'est pourquoi le canal estdit binaire. Dans ce modèle, chaque bit de donnée transmis est inversé avec une probabilité
p et est transmis sans erreur avec la probabilité complémentaire de 1 − p, donc le risquede mal transmettre "0" ou "1" est le même d'où le terme de canal symétrique.Cette association peut se représenter par le diagramme (1.2). Pour le canal binairesymétrique, on pose p la probabilité de transmission incorrecte, sur le canal, d'un bit.

p = Pr [0|1] = Pr [1|0]Si la transmission est indépendante, le canal est dit sans mémoire.Proposition 1.2.1 Si on transmet n bits sur un canal binaire symétrique, sansmémoire, la probabilité d'avoir j bits mal transmis est :
(
n

j

)
pj(1 − p)n−j
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0 0

1 − p

1 1
1 − p
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p

Fig. 1.2 � Diagramme de transition pour un canal binaire symétriqueAinsi le poids de l'erreur sur un mot de longueur n, suit la loi binomiale.1.2.2 Le canal additif gaussien blanc AWGNLe bruit est blanc, gaussien de moyenne nulle et pollue les signaux de manière additive(Additive White Gaussian Noise) notée AWGN , dont la fonction densité de probabilité1
g(t) est une gaussienne N (0, σ2).

g(t) =
1

σ
√

2 π
e−

1
2(

t
σ)

2Notons qu'une variable aléatoire ayant une fonction densité de probabilité g signi�e qu'entirant un grand nombre de fois cette variable, l'histogramme des valeurs obtenues a unpro�l en cloche (de la loi normale).La source peut être discrète ou continue, le bruit est toujours supposé continu. Nous avonsdonc la situation suivante :� q symboles discrets en entrée X = {x1, . . . , xq}� Y ∈ R� Z est la variable aléatoire caractérisant le bruit gaussien. Ainsi :
Pr [y|xk] =

1

σ
√

2π
e−

(y−xk)2

2σ2Pour une transmission binaire l'alphabet d'entrée est {0, 1}, ces symboles sont transmiscomme {+1,−1}, nous avons :� X = +1
Transmis
−−−−−−→ Y = 1 + Z, à la sortie nous observons Y avec une densité deprobabilité f1(t) = g(t− 1) = 1

σ
√

2 π
e−

(t−1)2

2σ2 .� X = −1
Transmis
−−−−−−→ Y = −1 + Z, à la sortie nous observons Y avec une densité deprobabilité f−1(t) = g(t+ 1) = 1

σ
√

2 π
e−

(t+1)2

2σ2 .1Voir l'annexe A
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−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
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0.6649

canal Gaussien σ  = 0.6.

Fig. 1.3 � Canal GaussienCela signi�e qu'en transmettant +1 nous recevons à l'entrée y ∈ R la variable aléatoireobservée à la sortie a comme densité de probabilité g(t− 1), ainsi si on veut calculer avecquelle probabilité nous observons une valeur positive :
Pr [Y > 0|X = +1] =

∫ ∞

0

g(t− 1) dtNous remarquons que pour calculer la probabilité absolue d'observer une valeur positiveà la sortie :
Pr [Y > 0] = Pr [Y > 0 |X = +1] Pr [X = +1] + Pr [Y > 0 |X = −1] Pr [X = −1]1.2.2.1 Lien entre BSC et AWGNPrenons un canal AWGN de paramètre N (0, σ2). Nous voulons calculer le paramètre

p du canal BSC équivalent (même niveau du bruit). Rappelons que p est la probabilitéde mal transmettre un symbole de l'alphabet d'entrée (voir �gure-1.2). Pour le canal
AWGN nous transmettons un symbole de {+1,−1}, et nous recevons une valeur réelle
y à la sortie. cette valeur réelle sera arrondie à {+1,−1} dans un canal BSC. De cettemanière nous avons :

p = Pr [Y > 0|X = −1]
= Pr [Y < 0|X = +1]

=
∫ 0

−∞
1

σ
√

2 π
e−

1
2(

t−1
σ )

2

dt

=
∫∞
1/σ

1√
2 π

e−
u2

2 du, u = 1−t
σ

=
∫∞
0

1√
2 π

e−
u2

2 du−
∫ 1/σ

0
1√
2 π

e−
u2

2 du

= 1
2
−
∫ 1/σ

0
1√
2 π

e−
u2

2 duSoit p = 1
2
(1 − ε), avec ε << 1, donc nous avons l'approximation suivante :

ε = 2
∫ 1/σ

0
1√
2 π

e−
u2

2 du

≈ 2
σ

√
2 π
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AWGN BSCLoi normale N (0, σ2) Loi Bernoulli B(p), p = 1

2
(1 − ε)

σ ε = 2
∫ 1/σ

0
1√
2 π

e−
u2

2 du

σ = 1
ε

√
2
π

ε << 1Fig. 1.4 � Comparer un algorithme sur les deux canaux
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AWGN ( σ  = 1.48).

Fig. 1.5 � Si le signal reçu après transmission sur un canal AWGN (σ = 1.48) est arrondieà ±1, La sortie est équivalent à un canal BSC avec p = 1
4
.



1.3 les codes linéaires 17Le canal BSC nous intéresse pour les applications cryptographiques des algorithmesde décodage, et le canal AWGN pour des applications dans les télécommunications.1.3 les codes linéairesSi on exige une structure de corps �ni pour les alphabet X et Y , ceci induit unestructure d'espace vectoriel sur Yn. Nous allons considérer les codes linéaires, qui sontl'image par une application linéaire de X k dans Yn. Donc un code linéaire est un sous-espace vectoriel sur le corps Y .On spéci�era un code linéaire C par sa matrice génératrice (base de C), ce qui est unemanière compacte de décrire un ensemble à priori de taille qk, tel que q est le nombre desymboles de l'alphabet Y . Tout espace de ce type est muni de la métrique de Hamming,cette dernière étant dé�nie par la distance suivante :Dé�nition 1.3.1 Soient u et v deux vecteurs de cet espace, la distance de Hamming entredeux mots u et v est le cardinal de l'ensemble des positions où les mots sont di�érents :
d(u, v) = #{i, ui 6= vi}De plus, à tout vecteur u on associe son poids (de Hamming), wt(u), qui est dé�ni commela distance entre u et le vecteur nul, c'est aussi le cardinal de l'ensemble des symbolesnon nuls.Dé�nition 1.3.2 Soit u ∈ F

n
2 , le poids de Hamming est dé�ni comme :
wt(u) = d(u, 0) = #{i, ui 6= 0}

=
∑n

i=1 uioù la somme sur est e�ectuée dans N.
Exemple 1.3.1

d(10011010, 11100010) = 4 wt(10011010) = 4
d(21101020, 10102010) = 4 wt(21101020) = 5La distance de Hamming nous permet de dé�nir la notion de boule et de volume surl'espace Yn.



Chapitre 1 : Introduction à la théorie algébrique des codes 18Soit y une chaîne de Yn, où |Y| = q et soit r un entier non négatif. La boule de rayon
r centrée en y notée Sq(y, r) est l'ensemble

Sq(y, r) = {z ∈ Yn|d(y, z) ≤ r}Et le volume de la boule Sq(y, r) noté Vq(n, r) est le nombre d'éléments de Sq(y, r). Levolume est indépendant de y et est donné par
Vq(n, r) =

r∑

k=0

(
n

k

)
(q − 1)kDans toute la suite de ce document, on notera F un corps �ni, On supposera X = Y = F.Dé�nition 1.3.3 Un code linéaire C de longueur n, dé�ni sur F, est un F-sous-espacevectoriel de F

n. Chacun de ses éléments est appelé mot du code C. On associe à C, outresa longueur, une dimension k correspondant à la dimension de l'espace vectoriel (le codecontient alors |F|k mots du code) ainsi qu'une distance minimale d (c'est la plus petitedistance séparant deux mots du code).
d = min{d(x, y) | x 6= y, x, y ∈ C} = minx∈C\{0} {wt(x)}On dit que C est un [n, k, d]-code linéaire, ou plus simplement on le note C[n, k]. De plus,

C est caractérisé par sa matrice génératrice, G ∈ Mk×n(F) : c'est une matrice à k lignes(linéairement indépendantes) et n colonnes, à coe�cients dans F, et telle que
C = {mG,m ∈ F

k}La matrice génératrice n'est bien sûr pas unique.Dé�nition 1.3.4 Soit C un [n, k, d]-code linéaire. On appelle rayon de recouvrement de
C le plus petit entier ρ tel que l'ensemble de toutes les boules de rayon ρ (pour la distancede Hamming) centrées en les mots de C recouvre tout l'espace F

m
2 .Le but du codage est évidemment la détection et surtout la correction d'erreurs. Ilnous faut cependant dé�nir ce que l'on entend par détection et correction d'erreurs dansle cadre de la théorie du codage.Dé�nition 1.3.5 Soit t ≥ 1. Nous dirons qu'un code C détecte t erreurs si pour x ∈ C,les mots y ∈ F

n
2 véri�ant x 6= y et d(x, y) ≤ t ne sont pas dans C.Dé�nition 1.3.6 Soit t ≥ 1. Nous dirons qu'un code C corrige t erreurs ou moins si pourtout y ∈ F

n
2 il existe au plus un x ∈ C tel que d(x, y) ≤ t.



1.3 les codes linéaires 19Pour ce qui est de la détection, il est clair qu'un [n, k, d]-code C détectera t erreurs siet seulement si t < d. Pour ce qui est de la correction, un code avec distance minimale
d corrige t erreurs si et seulement si d ≥ 2t + 1, et si t est le plus grand entier véri�ant
2t+ 1 ≤ d, alors des sphères disjointes de rayon t, peuvent être centrées sur chaque motde code. t est alors appelée la capacité de correction du code et vaut b(d− 1)/2c.Nous dé�nissons le code le plus simple qui est le code à répétition, que nous utilisonsaussi comme exemple pour dé�nir les propriétés des codes et leur encodage.Dé�nition 1.3.7 Le code à répétition consiste à transmettre plusieurs copies de chaquebit, c'est le [n, 1, n]-code linéaire binaire, a pour matrice génératrice G ∈ M1×n :

G = (1 . . . 1)Ainsi la dimension du code est k = 1, sa longueur n, et sa distance minimale d = n.Autrement dit, ce code à répétition, encode la transmission des bits ainsi :
1 −→ 11 . . . 1
0 −→ 00 . . . 0Ce code détecte n− 1 erreurs, et corrige b(n− 1)/2c.1.3.1 Code dualLa contrainte de linéarité sur le code donne naturellement naissance à la notion de codedual d'un code linéaire. Puisque C est un espace vectoriel, on peut considérer l'ensembledes formes linéaires qui s'annulent sur C. Cet ensemble est un espace vectoriel que l'onappelle code dual de C.Dé�nition 1.3.8 Soit C un [n, k, d]-code linéaire. Soit < ., . > le produit scalaire euclidienusuel2 : < c, v >=

∑n
i=1 civi. Le code dual, noté C⊥, est donc un code linéaire de la mêmelongueur. Sa dimension est n− k.

C⊥ = {v ∈ F
n | ∀ c ∈ C : < c, v >= 0}.Il découle directement des dé�nitions que si H est une matrice génératrice du code C⊥, elleest communément appelée matrice de parité3 du code C. De même, une matrice génératricede C est une matrice de parité de C⊥.Remarque 1 Il n'y a pas (a priori) de relation simple entre la distance minimale de Cet celle de C⊥. Le théorème de MacWilliams [34] ne peut pas être utilisé simplement pour2Le produit scalaire euclidien est noté plus simplement < c, v >= c.vt3H est une (n, n− k)-matrice de parité d'un code C si et seulement si ∀c ∈ C : H.ct = 0



Chapitre 1 : Introduction à la théorie algébrique des codes 20déterminer la distance minimale ; pour le faire nous devons connaître la distribution despoids du code. Si GC la matrice génératrice du code C est de la forme GC = [Ik,M ] où
Ik est la matrice unité de taille (k × k) et M une matrice de taille k × (n − k), alorsnous avons : H = [M t,−In−k] est une matrice de parité du code C où M t est la matricetransposée de la matrice M .1.4 Groupe d'automorphismesNous gardons les notations de [42], mais nous choisissons les opérations à gauche deséléments des groupes dé�nis par la suite (voir Annexe-B). Soit C[n, k] un code linéaire sur
F, avec des coordonnées indiqués par les éléments de In = {1, 2, . . . , n}. Rappelons que Snest le groupe symétrique de toutes les permutations de n-symboles. Soit σ une permutationde Sn, elle est dé�nie, de manière équivalente, par sa matrice Pσ de taille (n × n), avec
Pσ = [Pi,j ] tel que pi,j = 1 ssi i = σ(j).L'action d'une permutation σ ∈ Sn sur un vecteur x ∈ F

n est donnée par l'équationsuivante4 :
∀x = (x1, . . . , xn) ∈ F

n, σ(x) = (xσ(1), . . . , xσ(n))Elle s'accorde avec la multiplication ordinaire d'un vecteur par une matrice v Pσ.
Pσ : F

n → F
n

x = (x1, . . . , xn) 7→ x.Pσ = (xσ(1), . . . , xσ(n))Si π est une autre permutation, le produit πσ veut dire qu'il faut d'abord appliquer
σ, après π. Alors (πσ)x = π(σ(x)).Exemple 1.4.1 Soit π = (123), σ = (14)

σ(x) = (x4, x2, x3, x1)
(πσ)(x) = (x2, x3, x4, x1)Notons Mn(F) l'ensemble des matrices de taille n×n sur F contenant un seul élémentnon nul sur chaque ligne et chaque colonne. Ce groupe est isomorphe à Sn × (F∗)n, il estdé�ni de la façon suivante :

(σ; d)x = σ(d.x); pour x ∈ F
n, (σ; d) ∈ Sn × (F∗)noù la multiplication dans F

n est dé�nie par
(x1, . . . , xn).(y1, . . . , yn) = (x1.y1, . . . , xn.yn)Nous avons exigé que l'alphabet F soit un corps. Nous notons Gal(F) Le groupe Galois5de F sur son sous-corps premier (En particulier si γ ∈ Gal(F) nous avons γ(0) = 0), la4Nous disons que Sn opère à gauche sur F

n, Annexe-B5
F un corps �ni, soit Fp son sous-corps premier, Gal(F) est l'ensemble des Fp-automorphismes, ce sontles automorphismes de F �xant les éléments de son sous-corps premier Fp



1.4 Groupe d'automorphismes 21multiplication dans ce groupe est donné par (γτ)x = γ(τx) , x ∈ F , γ, τ ∈ Gal(F).L'action de Gal(F) sur Mn(F) produit le groupe de bijections semi-linéaires de F
n. L'e�etd'un élément de Wn(F)

4
= Gal(F) × Mn(F) (dé�ni dans [42]) sur les mots d'un code Cgénère un code avec les mêmes propriétés (la même distance minimale, distribution despoids ,etc.), puisque les éléments de ce groupe préservent le poids de Hamming des motsdu code.Dé�nition 1.4.1 On appelle groupe d'automorphismes de C (noté Aut (C)) l'ensembledes éléments de Wn(F) qui laissent C globalement invariant, c'est-à-dire qui transformentun mot de C en un autre mot de C.(1.1) (γ, σ; d) ∈ Aut (C) ⇔ ∀c ∈ C, (γ, σ; d)c = (γ(cσ(1).dσ(1)), . . . , γ(cσ(n).dσ(n))) ∈ CDans la littérature nous trouvons aussi deux autres groupes. Le premier est le grouped'automorphismes monomial MAut(C), ce sont les éléments de Mn(F) qui laissent lecode globalement invariant. Le deuxième est le groupe de permutation PAut(C) c'est leséléments de Sn(F) qui laissent le code globalement invariant.Pour un code linéaire C, nous distinguons deux cas particuliers :� F = F2, nous avons Mn(F2) = Sn, Gal(F2) = {Id} ⇒ Aut (C) ≡ MAut(C) ≡

PAut(C)� X = Fp, p premier, nous avons Gal(Fp) = {Id} ⇒ Aut (C) ≡ MAut(C)Ainsi pour un code linéaire binaire C, Aut (C) est un sous-groupe du groupe symétrique
Sn.Exemple 1.4.2 Le groupe d'automorphismes du code à répétition binaire (de�nition-1.3.7) est Sn.Pour toute permutation ∀σ ∈ Sn, σ n'a pas d'e�et sur le code à répétition qui contientdeux mots :

∀c ∈ {11 . . . 1, 00 . . . 0}, σ(c) = cPour les codes linéaires, nous avons deux résultats importants, qui nous permettentd'identi�er leur groupe d'automorphismes. Rappelons que l'ensemble des matrices carréesinversibles d'ordre n à coe�cient dans un corps F est noté GLn(F) :Lemme 1.4.1 Soit C un [n, k]-code linéaire dé�ni sur F, avec une matrice génératrice
G. Une permutation P de taille (n× n) sur les coordonnées du code C appartient augroupe d'automorphismes du code, si et seulement si, il existe une matrice inversible
K ∈ GLn(F) véri�ant :

K.G = G.P



Chapitre 1 : Introduction à la théorie algébrique des codes 22
B Preuve : Rappelons d'abord que si E est un F-espace vectoriel de dimension�nie, que e et ẽ sont deux bases de E, alors la matrice de passage de la base e à la base
ẽ est inversible. Soit G une matrice génératrice d'un code linéaire C, qui est un sousespace vectoriel donc un espace vectoriel. Les lignes de cette matrice forment une basede l'espace vectoriel C.La matrice G.P est une matrice génératrice du code linéaire C, qui est un sous espacevectoriel de F

n, si et seulement si la matrice G.P peut être obtenue à partir de G parune transformation linéaire K. CProposition 1.4.1 Soit C un code linéaire dé�ni sur F, le groupe de permutationde C est aussi le groupe de permutation de son dual C⊥ :
PAut(C) = PAut

(
C⊥)

B Preuve : Soient G la matrice génératrice et H la matrice de parité d'un codelinéaire C, et une permutation P ∈ PAut(C). Selon le lemme précédent il existe unematrice inversible K tel que : G.P = K.G. la permutation P est dans le grouped'automorphismes du code dual si pour les mots du code dual c ∈ C⊥ on a c.P ∈ C⊥.Soit c ∈ C⊥, G est la matrice de parité du code C⊥, donc :
G.ct = 0 ⇒ G.P.P t.ct = 0 puisque P.P t = In (matrice identité)Selon le lemme précédent, il existe une matrice inversible K tel que K.G = G.P , alors
K.G.P t.ct = 0 ⇒ G.P t.ct = 0 ⇒ G.(cP )t = 0 ⇒ c.P ∈ C⊥D'où P ∈ PAut
(
C⊥), nous avons prouvé que

PAut(C) ⊂ PAut
(
C⊥
)Et puisque

(C⊥)⊥ = CAlors PAut (C⊥) ⊂ PAut
(
(C⊥)⊥

)
= PAut(C). C

Note 1 Pour un code linéaire binaire C, où F = F2 ⇒ Aut (C) ≡ PAut(C), la proposition-1.4.1 nous permet d'écrire Aut (C) = Aut
(
C⊥).Nous avons parlé des codes qui ont pour but d'éviter les erreurs dues à la transmission.Nous allons parler maintenant des di�érents types d'algorithme de décodage, et commentcaractériser leur performance.



1.5 Le décodage 231.5 Le décodageLe récepteur utilise une fonction de décodage D : Yn → X k. Le décodage D doitêtre rapide, et tel que, avec une grande probabilité il nous retourne le mot transmis.Intuitivement, le code introduit une redondance en augmentant la longueur des messages,et cette redondance sera utilisée pour décoder le message transmis, même s'il est bruité.Dé�nition 1.5.1 Soit C un code sur Y. Soit c ∈ C un mot émis à travers le canal, et yle mot reçu.1. MLD (Maximum Likelihood Decoding) On appelle décodage à maximum devraisemblance, l'algorithme qui permet d'obtenir le mot de code qui a la plus grandeprobabilité d'être transmis ayant reçu le mot erroné.2. MDD(Minimum Distance Decoding) On appelle décodage à Distance minimale,l'algorithme qui permet d'obtenir le mot de code le plus proche du mot reçu, ausens de la métrique de Hamming6 ou de la métrique euclidienne.3. LD (List Decoding : décodage en liste)7 Soit δ > 0, On dit qu'un algorithme dedécodage D décode en liste le code C avec un rayon de décodage δ, si D nous fournisla liste de tous (éventuellement aucun) les mots du code à une distance au plus δ dumot reçu.4. BDD (Bounded Distance Decoding : décodage borné)7 Une borne e est donnée.L'obtention d'un mot parmi les mots de code à distance e du mot reçu (s'il enexiste).5. UD (Unambiguous Decoding : décodage non ambigu)7 Ici on se donne e = (d−1)/2,où d est la distance minimale du code, et on cherche le mot de code à distance e dumot reçu (s'il existe).Selon le canal de transmission considéré nous avons deux sorte de décodages, nousallons dé�nir ces types :Dé�nition 1.5.2 Soit Y l'alphabet de sortie d'un canal de transmission. Dans laLittérature du codage nous rencontrons deux grandes catégories de décodage� décodage dur (hard decoding) : Pour un alphabet de sortie �ni, et le plus souventquand Y = X , pour ce type de canal une erreur de transmission consiste à remplacerun symbole par un autre, par exemple : décodage pour une transmission sur un canalbinaire BSC.� décodage souple (soft decoding) : Pour un alphabet de sortie non �ni, le plus souvent
R, par exemple : décodage pour une transmission sur un canal gaussien AWGN .Un algorithme de décodage est conçu pour faire du décodage dur ou souple, et il peutfaire les deux, à notre connaissance il n'existe pas un algorithme de décodage souple qui6dé�nition en page 177Ces dé�nitions viennent de [3].



Chapitre 1 : Introduction à la théorie algébrique des codes 24ne fait pas de décodage dur. Les algorithmes de décodage ont, en général, une meilleureperformance en décodage souple qu'en dur.Note 2 Un algorithme, qui fait du décodage souple, fait aussi du décodage dur à conditionde faire tous les calculs nécessaires dans R.
1.6 Performances d'un algorithme de décodageNous mesurons la capacité de décodage d'un algorithme de décodage D, à l'aide dedeux notions principales, le BER (Bit Error Rate) est la probabilité de mal décoder unbit d'information, par exemple : pour trois bits erronés sur 1000 bits codés et transmis,le BER vaut 3.10−3. et WER (Word Error Rate) qui est la probabilité de mal décoderun mot de k bits. Pour un canal de transmission sans mémoire, nous avons la relationsuivante entre ces deux termes :

WER = 1 − (1 −BER)kPour comparer les algorithmes de décodage nous nous intéressons à la borne dedécodage asymptotique de ces algorithmes. La notion de borne de décodage asymptotiquea été dé�nie et utilisée par Dumer dans la plupart de ses articles traitant les codes deReed-Muller (voir [15],[9],[8],[10],[16]) :Dé�nition 1.6.1 Étant donnée une séquence de codes Ci de longueur croissante
ni 7→ ∞, soit τi un terme résiduel τi 7→ 0, nous dirons que l'algorithmede décodage D a δi(1 − τi) comme borne de décodage asymptotique si :
D(Ci) retrouve avec une grande probabilité le mot transmis lorsque le poids (Hamming)du vecteur d'erreur est plus petit que δi(1 − κτi), κ > 1Le terme "grande probabilité" veut dire dans ce contexte que si Perr(t) est la probabilitéque l'algorithme D n'arrive pas à décoder un mot du code erroné avec une erreur depoids t, alors :

Perr(t)
4
= Pr [D(y) 6= c | y = c+ e, wt(e) = t ≤ δi(1 − κ τi), κ > 1] −−−−→

ni→+∞

0La borne est dite stricte si en plus :
D(Ci) a une probabilité non négligeable de ne pas retourner le mot transmis si le poids(Hamming) du vecteur d'erreur est plus grand que δi(1 − τi).La borne de décodage asymptotique reviendra souvent dans la thèse et elle sera établiepour tous les algorithmes présentés dans ce manuscrit. Soit A un événement, nous utilisons



1.6 Performances d'un algorithme de décodage 25le terme "avec une grande probabilité" qui signi�e que la probabilité, que l'événement Aarrive, tend vers 1 ou que son complémentaire tends vers 0.Nous allons maintenant parler du décodage du code à répétition. (dé�nition-1.3.7).Exemple 1.6.1 Décodage à distance minimale MDD du code à répétition :Puisque nous n'avons que deux mots dans ce code, nous pouvons décoder à distanceminimale en mesurant la distance du mot reçu à tous les mots du code. Le poids deHamming du mot reçu y ∈ F
n
2 n'est que sa distance au mot tout à zéro (0 . . . 0), noté plussimplement 0. Soit

t = d(y, 0) = wt(y)Nous estimons que 1 a été transmis si t > b(n− 1)/2c, et 0 sinon.Notons que le décodage par énumération est possible pour des codes de petite dimension,et il devient rapidement impraticable si la dimension croît.
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Chapitre 2Codes de Reed-Muller
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D

ans ce chapitre, nous allons présenter les codes de Reed-Muller (RM), dontl'étude a fait l'objet de ma thèse. Les principales références utilisées sont dans[34] et dans [41]. Nous avons décrit ces codes d'une manière similaire à [34], maisavec plus de détails, surtout quand nous parlerons de décodage. Nous décrivons les codesen terme de fonctions booléennes et nous avons démontré à l'aide de cette descriptiontous les résultats concernant ces codes, comme les preuves des théorèmes 2.4.2 et 2.4.1,ces deux théorèmes sont démontrés dans [34] en utilisant la description géométrique descodes RM .



Chapitre 2 : Codes de Reed-Muller 282.1 IntroductionÉtudiant l'application de l'algèbre de Boole aux circuits de communication, en 1954D. E. Muller [36] construit une classe de codes connus sous le nom de Reed-Muller carS. I. Reed [43] aura soin de développer un algorithme de décodage en vote majoritairepour ces codes.Malgré le fait que leur distance minimale soit relativement petite, ces codes ont unintérêt pratique grâce à la simplicité de leurs algorithmes de codage et de décodage.Cette caractéristique leur a valu d'être utilisés entre autres lors de la transmission desimages de la planète Mars envoyées par la sonde Mariner 9 en 1972.Les codes de Reed-Muller peuvent être dé�nis très simplement en termes de fonctionsbooléennes. Nous allons dé�nir les fonctions booléennes et leur caractéristique qui noussont utiles pour la description des codes de RM .Notations générale : Dans tous les chapitres qui suivent : Nous avons choisi l'ordrelexicographique pour représenter les éléments de F
m
2 = {α1, . . . , αn}, n = 2m, avec αicomme l'écriture en binaire1 sur m bits de l'entier i − 1. L'addition dans cet espacevectoriel est le ou-exclusif bit-à-bit. On trouvera un index des notations à la page 133.2.2 Fonctions booléennes FmDans toute la suite, on choisit un entier m > 1. Soit Fm l'espace des fonctions de F

m
2dans F2, c'est-à-dire des fonctions booléennes dont les arguments sont des mots binairesde longueur m. Nous démontrons que la dimension de Fm est 2m, qui n'est autre que lacardinalité de l'espace F

m
2 .Soit f une fonction booléenne de m variables, f : F

m
2 → F2. Elle est entièrementcaractérisée par sa table de vérité, c'est-à-dire la liste de tous les éléments de F

m
2 avecles valeurs qu'elle prend en chacun d'eux. Nous allons maintenant dé�nir les termes quicaractérisent une fonction booléenne.Dé�nition 2.2.1 On appelle support de la fonction booléenne f l'ensemble des éléments

x tels que f(x) 6= 0, et on le note supp(f). On appelle poids2 de f le cardinal de sonsupport, et on le note wt(f). On dé�nit également pour deux fonctions f et g la distance2qui les sépare par d(f, g) = wt(f + g)

supp(f) = {x ∈ F
m
2 |f(x) 6= 0}

wt(f) = #supp(f)
d(f, g) = wt(f + g)1(x1, . . . , xm)LSB l'écriture en binaire de x si x =

∑m

i=1 xi.2
i−1, LSB : (Least signi�cant bit) Bit depoids faible d'abord2Ce sont la distance et le poids de Hamming de la table de vérité de la fonction, voir dé�nition 1.3.1



2.2 Fonctions booléennes Fm 29Exemple 2.2.1 Considérons le cas m = 3. Voici la dé�nition d'une fonction f par satable de vérité : éléments de F
3
2 valeur de f

(0, 0, 0) 0
(1, 0, 0) 1
(0, 1, 0) 1
(1, 1, 0) 0
(0, 0, 1) 0
(1, 0, 1) 1
(0, 1, 1) 1
(1, 1, 1) 0On a ici supp(f) = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)} et wt(f) = 4.Nous allons maintenant introduire le concept de Forme Algébrique Normale d'une fonctionbooléenne. Pour une description plus détaillée des fonctions booléennes, on peut parexemple se reporter à la thèse de Caroline Fontaine [21].2.2.1 Fonctions booléennes Fm et espace vectoriel F

2m

2Nous allons montrer dans ce paragraphe la correspondance entre l'espace des fonctionsbooléennes Fm et l'espace vectoriel F
2m

2 .Nous avons vu que toute application f : F
m
2 → F2 est polynomiale. En e�et, si y =

(y1, . . . , ym) ∈ F
m
2 , soit le polynôme :

δy : F
m
2 → F2

x 7→ ∏m
i=1(1 + xi + yi) , qui véri�e

δy(x) =

{
1 si x = y
0 sinonÀ partir de là, toute fonction f : F
m
2 → F2 s'écrit(2.1) f(x) =
∑

α∈F
m
2

f(α)δα(x)(et la famille est donc génératrice),- C'est manifestement une famille libre. Ainsi nous avons :
dim(Fm) = 2m, le nombre de vecteur de cette baseLa famille des (δx)x∈(Fm

2 ) est une base de Fm. L'équation-2.1 nous indique que toutefonction de Fm est une fonction polynomiale, nous donnons maintenant la dé�nition dela forme algébrique normale.



Chapitre 2 : Codes de Reed-Muller 30Dé�nition 2.2.2 La Forme Algébrique Normale (FAN) d'une fonction booléenne f à mvariables est l'unique polynôme Qf de F2[x1, . . . , xm]/(x2
1 − x1, . . . , x

2
m − xm) tel que

∀(x1, . . . , xm) ∈ F
m
2 , f(x1, . . . , xm) = Qf (x1, . . . , xm).On appelle degré de f , et on le note deg(f), le degré du polynôme Qf .Un monôme est une expression de la forme :

p = xi1
1 x

i2
2 . . . x

im
m , (ij)j=1...m ∈ {0, 1}Soit Iα = {α1, . . . , α2m} une énumération de tous les éléments de F

m
2 . Nous allons montrerla correspondance entre une table de vérité et une fonction.Dé�nition 2.2.3 Écriture vectorielle des fonctions booléennes de m variables.L'application bijective

evIα
: Fm → F

2m

2

f 7→ (f(α1), . . . , f(α2m))Cette seconde écriture de f revient à remplacer la fonction f par la 2m-liste deses coordonnées dans la base (δx)x∈(Fm
2 ). Nous allons maintenant dé�nir l'inverse del'évaluation qui est la suivante :Dé�nition 2.2.4 Soit v ∈ F

2m

2 , nous allons dé�nir la fonction booléenne fv ∈ Fm qui ale vecteur v comme table de vérité :
ev−1

Iα
: F

2m

2 → Fm

v 7→ fv(x) =
∑α2m

i=α1
vαi
δαi

(x)La fonction d'évaluation des fonctions booléennes (dé�nition-2.2.3), notée ev, est unefonction linéaire possédant les propriétés suivantes :Propriété 2.2.1 Soient f, g ∈ Fm, a ∈ F2, nous avons :� ev(f + g) = ev(f) + ev(g)� ev(f · g) = ev(f) · ev(g)� ev(a · f) = a · ev(f)avec l'addition et la multiplication dans F
2m

2 éléments par éléments : v, w ∈
F

2m

2 , v + w = (v1 + w1, . . . , v2m + w2m), v · w = (v1 · w1, . . . , v2m · w2m)



2.2 Fonctions booléennes Fm 31Exemple 2.2.2 Considérons le cas m=2. dé�nissons la fonction f suivante, quicorrespond au xor :
f : F

m
2 → F2

(0, 0) 7→ 0
(1, 0) 7→ 1
(0, 1) 7→ 1
(1, 1) 7→ 0On a :

f = 0.δ(0,0) + 1.δ(1,0) + 1.δ(0,1) + 0.δ(1,1)

= δ(1,0) + δ(0,1)d'où, ev(f) = (0110).On notera qu'il est très commode, lorsque l'on désigne δu, d'identi�er le vecteur binaire
u et l'entier dont il est la décomposition binaire (par exemple, δ1 et δ(1,0)). Nous avons

Fm F
2m

2

Iα = {α1, . . . , α2m}

evIα

ev−1
Iα

Fig. 2.1 � Correspondance entre l'espace des fonctions et l'espace vectoriel.démontré qu'il y a une correspondance entre l'espace des fonctions àm variables et l'espacevectoriel F
2m

2 (�gure 2.1). Ainsi toute opération que nous allons dé�nir sur l'un des espacessera dé�nie de manière équivalente sur l'autre.2.2.2 Base de l'espace des fonctions FmNous allons décrire comment associer un vecteur de F
2m

2 à une fonction booléenneécrite sous forme algébrique normale.Dans cet espace de fonctions (i.e. Fm ), nous allons maintenant dé�nir des fonctionsparticulières. Pour tout i ∈ {1 . . .m}, on note Xi la ième projection :
Xi : (Fm

2 ) → F2

(x1, . . . , xm) 7→ xiNotons que pour plus de simplicité, dans la suite de cette thèse, nous noteronssimplement les fonctions Xi en minuscule, quand cela n'introduit pas d'ambiguïté.



Chapitre 2 : Codes de Reed-Muller 32Par ailleurs, on note 1 la fonction unité (c'est-à-dire la fonction dont la valeur est 1 quelque soit son argument).Comme nous travaillons sur F2, alors on a xk
i = xi, ∀k > 0, nous dé�nissons le groupede fonctions suivant :(2.2) M = {1 · xi1 · xi2 . . . xik | 0 ≤ i1 < i2 · · · < ik ≤ m, pour 0 ≤ k ≤ m}C'est l'ensemble de 2m monômes (dim(Fm)=2m), La combinaison linéaire de tous cesmonômes génère toutes les fonctions polynomiales Fm, et comme nous pouvons réduiretoute fonction polynomiale en xi, en calculant le modulo x2

i − xi, L'ensemble M estune autre base de l'espace Fm, qui sera très intéressante pour dé�nir les codesde Reed-Muller.2.2.3 Base de l'espace vectoriel F
2m

2Nous savons que l'image d'une base par une application linéaire bijective est une base,donc l'image de la base M (2.2) par l'application ev (def-2.2.3) est une base de l'espace
F

2m

2 .En utilisant la propriété-2.2.1, nous pouvons calculer l'image de tous les monômes dela base M si on connaît l'image des monômes de degré zéro et un.Le monôme de degré zéro est la fonction constante 1 : F
m
2 → F2, qui donne la valeur

1 pour tous les éléments de F
m
2 .

ev(1) = (1, 1, . . . , 1)On notera que pour tout i ∈ {1, . . . , m}, on a :
ev(Xi) = (Xi(α1), . . . , Xi(α2m))Donc la j-ème coordonnée de ev(Xi) est 1 si (αj)i est non nul et 0 sinon.Exemple 2.2.3 Dans le cas m = 3, Nous pouvons écrire l'exemple 2.2.1.

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8

ev(X1) 0 1 0 1 0 1 0 1
ev(X2) 0 0 1 1 0 0 1 1
ev(X3) 0 0 0 0 1 1 1 1
ev(f) 0 1 1 0 0 1 1 0Nous avons F

3
2 = {α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7, α8}. et par exemple :

α4 = (1, 1, 0)

ev(X1 ·X2) = ev(X1) · ev(X2) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1)



2.2 Fonctions booléennes Fm 332.2.3.1 Ordre lexicographiqueEn choisissant l'ordre lexicographique pour représenter les éléments de F
m
2 =

{α1, . . . , α2m}, où αi est l'écriture en binaire sur m bits de l'entier i − 1. Dans cetteécriture un entier x ∈ [0, 2m − 1] est écrit sous la forme :
x = (x1, . . . , xm), xi ∈ F2 | x =

m∑

i=1

xi.2
i−1� Pour m = 1 nous avons F2 = {0, 1}� Notons Om = {α1, . . . , α2m}� Nous avons

Om+1 = {(α1, 0), . . . , (α2m , 0), (α1, 1), . . . , (α2m , 1)}Puisque :
(αi, 0) c'est l'entier i− 1, alors (αi, 1) c'est l'entier i− 1 + 2m. Ainsi :

{(α1, 0), . . . , (α2m , 0), (α1, 1), . . . , (α2m , 1)} = {0, 1, . . . , 2m − 1, 2m + 0 , . . . , 2m + 2m − 1}
= {0, 1, . . . , 2m − 1, 2m , . . . , 2m+1 − 1}
= Om+1En choisissant l'ordre lexicographique pour représenter les éléments de F

m
2 =

{α1, . . . , αn}, n = 2m, avec αi comme l'écriture en binaire3 sur m bits de l'entier i− 1.Les monômes de degrés 1 sont X1, . . . , Xm, et le vecteur associé au monôme Xi estune concaténation de 2m−i blocs, chaque bloc formé de 2i−1 zéro suivi de 2i−1 un.(2.3) Xi = (

2m−i

︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

2i−1

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2i−1

, . . . . . . , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2i−1

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2i−1

,)Pour les vecteurs associés aux monômes de degrés supérieurs, il faut calculer le produitdes vecteurs associés à ses termes.Exemple 2.2.4 Pour m = 3, f = 1+X2 +X3 +X1X2 +X1X2X3.1 = 1 1 1 1 1 1 1 1
X1 = 0 1 0 1 0 1 0 1
X2 = 0 0 1 1 0 0 1 1
X3 = 0 0 0 0 1 1 1 1
X1X2 = 0 0 0 1 0 0 0 1
X1X2X3 = 0 0 0 0 0 0 0 13(x1, . . . , xm)LSB l'écriture en binaire de x si x =

∑m

i=1 xi.2
i−1, LSB : (Least signi�cant bit) Bit depoids faible d'abord
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f = 1 +X2 +X3 +X1X2 +X1X2X3

ev(f) = (11111111) + (00001111) + (00110011) + (00010001) + (00000001)

= (11010011)

2.3 Les Codes de Reed-MullerIl y a en fait deux approches pour décrire les codes de Reed-Muller, l'une dite àune variable qui correspond à la dé�nition "cyclique" et l'autre à plusieurs variables quicorrespond à la dé�nition par fonctions booléennes. La correspondance entre ces deuxapproches a été développée par P. Charpin dans [5]. Nous utilisons la deuxième approchepour décrire ces codes.Le code binaire de Reed-Muller d'ordre r en m variables, que l'on note RM(r,m) estl'ensemble des tables de vérité des fonctions booléennes en m variables dont la formealgébrique normale (ANF) est de degré total au plus r.La famille des codes RM est identi�ée à l'aide de deux paramètres, usuellement notés ret m, appelés respectivement ordre et nombre de variables. Ces paramètres interviennentdans la description utilisant les fonctions booléennes.On choisit un ordre quelconque sur les éléments de F
m
2 = {α1, . . . , α2m}. Une fonction

f en m variables est alors identi�ée au mot binaire4 dé�ni par :
cf = ev(f) = (f(α1), . . . , f(α2m))En d'autres termes, le mot du code est la liste des valeurs prises par la fonction dans unordre choisi. Le code est dé�ni de la façon suivante :
RM(r,m) = {ev(f) : deg(f) ≤ r}Nous parlerons aussi du poids d'une fonction booléenne ; cela signi�e bien évidemmentle poids5 du mot du code associé : wt(f) = wt(ev(f)). Dans tous ce qui suit : Poursimpli�er les notations nous parlerons d'un mot f du code RM(r,m), au lieu de dire

ev(f) ∈ RM(r,m), et nous utilisons f(x) pour indiquer que nous traitons une fonction.Dé�nition 2.3.1 Le code de Reed-Muller d'ordre r noté RM(r,m), de longueur n = 2m,pour 0 ≤ r ≤ m est l'ensemble des images des fonctions booléennes de degré maximal ren m variables.Historiquement, le code RM(1, 5) a été utilisé par les sondes Mariner lancées par laNASA entre 1969 et 1973 pour assurer une transmission correcte des photos numériséesde Mars.4Regarder dé�nition-2.2.3 pour plus de détails sur cette écriture vectorielle (ev)5Le poids de Hamming : dé�nition-1.3.2



2.3 Les Codes de Reed-Muller 35Théorème 2.3.1 : Pour tout m, r, 0 ≤ r ≤ m, le code de Reed-Muller d'ordre
r, noté RM(r,m), a pour longueur n = 2m pour dimension k = 1+

(
m
1

)
+· · ·+

(
m
r

)et pour distance minimale d = 2m−r. C'est un code linéaire binaire.
B Preuve : Le code RM(r,m) est un sous-espace vectoriel de l'espace Fm, l'ensembledes monômes de M (dé�ni en 2.2) de degré inférieur ou égal à r, est une base de ce sousespace. Le cardinal de cet ensemble est la dimension du code, et il vaut 1+

(
m
1

)
+· · ·+

(
m
r

).Soit fm
r ∈ RM(r,m), deg(fm

r ) ≤ r, nous pouvons l'écrire sous la forme suivante :(2.4) fm
r (x1, . . . , xm) = fm−1

r (x1, . . . , xm−1) + xm.f
m−1
r−1 (x1, . . . , xm−1)Notez que le produit de deux fonctions f, g ∈ Fm est le produit dans F2 deleur évaluation, (f.g)(x) = f(x).g(x). Ce formalisme est connu sous le nom de laconstruction Plotkin , qui est à la base de plusieurs algorithmes de décodage récursifs.Nous avons trois propriétés concernant les fonctions de l'équation précédente :1. wt(fm

r ) = wt(fm−1
r ) +wt(fm−1

r + fm−1
r−1 )2. wt(fm−1

r + fm−1
r−1 ) = wt(fm−1

r ) + wt(fm−1
r−1 ) − 2.wt(fm−1

r .fm−1
r−1 )3. wt(fm−1

r .fm−1
r−1 ) ≤ min{wt(fm−1

r ), wt(fm−1
r−1 )}En utilisant (2) et (3) dans (1) nous aurons :(2.5) wt(fm

r ) = wt(fm−1
r ) + wt(fm−1

r + fm−1
r−1 )

= 2.wt(fm−1
r ) + wt(fm−1

r−1 ) − 2.wt(fm−1
r .fm−1

r−1 )

≥ 2.wt(fm−1
r ) + wt(fm−1

r−1 ) − 2.min{wt(fm−1
r , wt(fm−1

r−1 )}
≥ wt(fm−1

r−1 ).Notons dr,m la distance minimale du code RM(r,m), c'est un code linéaire, donc sadistance minimale est d'une façon équivalente dé�nie comme le plus petit poids desmots non nuls de code, d'où nous réécrivons l'équation (2.5) à l'aide de la distanceminimale de ces codes.
dr,m ≥ dr−1,m−1.Alors

dr,m ≥ dr−1,m−1 ≥ dr−2,m−2 · · · ≥ d0,m−r .Le code RM(0,m− r) est le code à répétition à deux éléments de longueur 2m−r, doncsa distance minimale est exactement égale à sa longueur. Nous en déduisons que :(2.6) dr,m ≥ 2m−rLe mot de code correspondant au monôme x1x2 . . . xr est de poids 2m−r,
wt(x1x2 . . . xr) = #supp(x1x2 . . . xr)

= #{x ∈ F
m
2 | xi = 1, 1 ≤ i ≤ r}

= 2m−ralors l'inégalité dans 2.6 est une égalité, ce qui prouve que la distance minimale de code
RM(r,m) est 2m−r

C



Chapitre 2 : Codes de Reed-Muller 36A partir de l'équation 2.4 nous pouvons dé�nir récursivement les codes RM(r,m) de lafaçon suivante :
RM(0, m) = {0 . . . 0, 1 . . . 1}
RM(m,m) = F

n
2

RM(r,m) = {(u, u+ v)|u ∈ RM(r,m− 1), v ∈ RM(r − 1, m− 1)}, 0 < r ≤ mUne relation similaire permet de construire la matrice génératrice de RM(r,m) . Nousnoterons cette matrice G(r,m)). Pour 0 < r < m, nous dé�nissons :(2.7) G(r,m) =

[
G(r,m− 1) G(r,m− 1)

0 G(r − 1, m− 1)

]Pour r = 0, G(0, m) est la matrice (1, 2m) suivante
G(0, m) = [11 . . . 1]et pour r = m G(m,m) est la matrice (2m, 2m) suivante

G(m,m) =

[
G(m− 1, m)

00 . . . 1

]

Propriété 2.3.1 Les mots de code de Reed-Muller RM(r,m), ∀ 0 ≤ r ≤ m− 1ont un poids pair.
B Preuve :Nous allons montrer que toute fonction booléenne a un support de cardinal pair.Prenons un monôme xi1xi2 . . . xil , l ≤ m− 1 de la base 6 M de l'espace des fonctions
Fm, ce monôme vaut 1 pour tout

x = (x1, . . . , xi1−1, 1, xi1+1, . . . , xi2−1, 1, . . . , xil−1, 1,il+1 , . . . , xm) ∈ F
m
2Donc le poids du mot associé à tout monôme est pair. Il su�t alors de prouver que lasomme de deux mots de longueur n de poids pair est lui aussi un mot de poids pair.Soient x, y ∈ F

n
2 , deux mots de poids pair, supposons que l'intersection des supportsde ces deux mots est de poids i, alors le poids de leurs somme wt(x+ y) = wt(x)− i+

wt(y) − i = wt(x) + wt(y) − 2.i qui est pair aussi. CThéorème 2.3.2 Le dual d'un code de Reed-Muller est un code de Reed-Muller :
RM(r,m)⊥ = RM(m − r − 1, m) 0 ≤ r ≤ m− 1
RM(m,m)⊥ = {0}6 équation 2.2, page 32



2.3 Les Codes de Reed-Muller 37
B Preuve : Les codes de Reed-Muller sont des sous espace vectoriels de F

n
2 , n = 2m.Soient f ∈ RM(r,m), g ∈ RM(m− r− 1,m). Alors deg(f) ≤ r , deg(g) ≤ m− r− 1,et leur produit est de degré m− 1 au plus, donc fg ∈ RM(m− 1,m), et d'après 2.3.1

fg a un poids pair, en conséquence :
< ev(f), ev(g) >= wt(fg) (modulo 2) ≡ 0Donc RM(m− r − 1,m) ⊂ RM(r,m)⊥. Mais

dim RM(r,m) + dim RM(m− r − 1,m) =
∑r

i=0

(
m
i

)
+
∑m−r−1

i=0

(
m
i

)

=
∑r

i=0

(m
i

)
+
∑m−r−1

i=0

( m
m−i

)

=
∑r

i=0

(m
i

)
+
∑m

i=r+1

( m
m−i

)

= 2m

= nCe qui implique que RM(r,m)⊥ = RM(m− r − 1,m)et comme RM(m,m) = F
n
2 , donc RM(m,m)⊥ = {0} CQuelques codes particuliers :

RM(m,m) : l'espace binaire F
n
2 de dimension n sur F2

RM(m − 1, m) : le code avec un seul bit de parité.
RM(m − 2, m) : le code de Hamming étendu.
RM(1, m) : le code de Reed-Muller d'ordre 1.
RM(0, m) : le code à répétition.2.3.1 Le code de Reed-Muller d'ordre 1Le code de RM(1, m) représente les éléments a�nes de l'espace ambiant : c'estl'ensemble des polynômes linéaires en (X1, . . . , Xm) de Fm, c'est-à-dire des fonctions dela forme :

a0.1+ a1.X1 + · · · + am.Xm, ai ∈ F2Une fonction d'encodage pour ce code peut-être :
ERM1 : (F2)

m+1 → Fm

(a0, . . . , am) 7→ a0.1+ a1.X1 + · · ·+ am.XmCette fonction est clairement injective, et comme (F2)
m+1 est de dimension m+1, ce codeest donc un code de dimension m+ 1 et de longueur 2m.Exemple 2.3.1 Prenons m = 3. En choisissant l'ordre lexicographique, une base de F3est :

δ0 = δ(0,0,0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
δ1 = δ(1,0,0) = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
δ2 = δ(0,1,0) = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0)
δ3 = δ(1,1,0) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)
δ4 = δ(0,0,1) = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0)
δ5 = δ(1,0,1) = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)
δ6 = δ(0,1,1) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0)
δ7 = δ(1,1,1) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)



Chapitre 2 : Codes de Reed-Muller 38qui est la base canonique de F
8
2 ≡ F3Nous allons maintenant coder le message :

x = (0, 1, 1, 0) ∈ F
4
2.La fonction a�ne correspondant à ce message est donc f(x) = 0.1 + 1.X1 + 1.X2 +

0.X3 = X1 +X2. Pour calculer le mot du code correspondant à f nous allons calculer sescoordonnées dans la base (δi)i∈{0...7}. On a :
X1 = δ1 + δ3 + δ5 + δ7et
X2 = δ2 + δ3 + δ6 + δ7Par conséquent :

X1 +X2 = δ1 + δ2 + δ5 + δ6et les coordonnées de f(x) dans la base (δi)i∈{0...7} sont donc :
(0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0)Nous pouvons obtenir ce résultat directement en calculant les valeurs que la fonction fprend pour tous les éléments de l'espace F

3
2, de la façon suivante :

(f(0, 0, 0), f(1, 0, 0), f(0, 1, 0), f(1, 1, 0), f(0, 0, 1), f(1, 0, 1), f(0, 1, 1), f(1, 1, 1))avec f(x) = f(X1, X2, X3) = X1 +X2.De même, une matrice génératrice de C est donnée par :
G =




1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1


(la première ligne correspond aux coordonnées de 1 dans la base (δi)i∈{0...7}, la secondeaux coordonnées de X1, la troisième aux coordonnées de X2 et la dernière à celles de X3).On véri�e que l'on a bien :

(0, 1, 1, 0)




1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1


 = (0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0)Nous pouvons en�n écrire une matrice génératrice Gm d'un code de Reed-Mullerd'ordre 1, RM(1, m) :

Gm =




1
X1

X2...
Xm


Où les Xi sont les vecteurs associés aux monômes de degré 1, (voir 2.2.2, et l'équation2.3)



2.3 Les Codes de Reed-Muller 392.3.2 Codes de Reed-Muller d'ordre rToute fonction f ∈ Fm peut s'écrire comme une fonction de m variables, en e�et si
x ∈ F

m
2 , on peut écrire :

x = (x1, x2, . . . , xm) =
m∑

i=1

xiei.avec (ei)i=1..m la base canonique de F
m
2 .

ei = (0, 0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i

, 0, . . . , 0)alors f = f(x1, x2, . . . , xm). La fonction de projection Xi donne la valeur xi pour (x =∑m
j=1 xjej).Nous donnons une autre dé�nition des codes de Reed-Muller.Dé�nition 2.3.2 Le code de Reed-Muller binaire d'ordre r, 0 ≤ r ≤ m, et de longueur

n = 2m, noté RM(r,m), est l'ensemble des mots résultant de toutes les combinaisonslinéaires des monômes 1, x1, . . . , xm, x1x2, x1x3, . . . (jusqu'au degré r). Le code RM(r,m)est linéaire binaire, de dimension ∑r
i=0

(
m
i

) et distance minimale 2m−r.Exemple 2.3.2 Pour m = 4, voici les matrices génératrices des codes de Reed-Mullerd'ordre 1,2,3,4. Le nombre situé à droite de chaque accolade désigne l'ordre du codeengendré par la matrice génératrice formée des vecteurs à gauche de cette dernière :1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

x1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
x2 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
x3 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
x4 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

x1x2 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
x1x3 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1
x1x4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1
x2x3 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
x2x4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
x3x4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

x1x2x3 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
x1x2x4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
x1x3x4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
x2x3x4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

x1x2x3x4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

} 0




1





2





3





4



Chapitre 2 : Codes de Reed-Muller 40Proposition 2.3.1 Les codes de Reed-Muller réalisent la �ltration suivante del'espace des fonctions booléennes (donc de F
n
2 également).

0, 1 = RM(0, m) ⊂ RM(1, m) ⊂ · · · ⊂ RM(m− 1, m) ⊂ RM(m,m) = F
n
2

B Preuve : Nous avons vu dans 2.2.2 que l'ensemble des monômes M (2.2) est unebase de l'espace des fonctions, les vecteurs de cette base sont linéairement indépendantset les codes de Reed-Muller sont dé�nis comme des sous espaces vectoriels engendréspar les vecteurs de la base de la façon suivante :
RM(r,m) = V ect({xi1 . . . xil}1≤i1<···<il≤m, 0≤ l ≤r)D'où le résultat. CLe groupe d'automorphismes des codes de Reed-Muller n'est pas trivial et il est utilisédans l'algorithme de décodage étudié dans cette thèse.2.4 Groupe d'automorphismes de RM(r,m)Nous allons dé�nir le groupe des transformations a�nes sur F

m
2 . Nous verronsensuite qu'il constitue le groupe d'automorphismes des codes RM que nous notons

Aut (RM(r,m)) ([34] pp.398-405).Dé�nition 2.4.1 
� On appelle GL(m) le Groupe Linéaire Général d'ordre m, i,e le groupe detransformations linéaires inversibles de F
m
2 . Une fonction τ est dans GL(m) si elleest de la forme τ(x) = Ax, où A est une matrice de taille m × m inversible àcoe�cients dans F2.� On appelle GA(m) le Groupe A�ne Général d'ordre m, c'est le groupe detransformations a�nes inversibles de F

m
2 . Une fonction τ est dans GL(m) si elleest de la forme τ(x) = Ax + b, où A est une matrice de taille m ×m inversible àcoe�cients dans F2, et b est un élément de F

m
2 .Soient A = (aij) une (m,m)-matrice inversible, et b un vecteur binaire de F

m
2 . Dé�nissonsla transformation suivante sur l'ensemble des mots binaires de longueur m qui envoie 0 à

b.
σ : F

m
2 → F

m
2

xt = (x1, . . . , xm)t 7→ A.xt + bL'ensemble de toutes les transformations σ forme un groupe, non commutatif pour lacomposition, noté GA(m)7, avec la composition comme opération du groupe. L'ordre de7GA : Groupe général a�ne (General a�ne group)



2.4 Groupe d'automorphismes de RM(r,m) 41ce groupe vaut :
|GA(m)| = 2m(2m − 1)(2m − 2)(2m − 22) . . . (2m − 2m−1).C'est le nombre de possibilités dont on peut choisir les colonnes de la matrice A et levecteur b. A est une matrice inversible donc elle est de rangm, et il y a (2m−1) possibilitésde choisir la première colonne, (2m − 2) possibilité pour la deuxième, et ainsi de suite.Pour le vecteur b nous avons 2m possibilités. Une approximation de l'ordre est la suivante :
|GA(m)| ≈ 0.29 2m2+m, pour une grande valeur de m.Pour chaque transformation σ ∈ GA(m)

σ : F
m
2 → F

m
2

α 7→ σ(α),nous dé�nissons une permutation associée πσ sur l'espace F
n
2

πσ : F
n
2 → F

n
2

x = (xα1 , . . . , xαn
) 7→ (xσ(α1), . . . , xσ(αn))Nous allons démontrer que les transformations a�nes forment le grouped'automorphismes des codes de Reed-Muller.Nous avons le résultat suivant sur les groupes d'automorphismes de ces codes.Théorème 2.4.1 Le groupe d'automorphismes des codes RM véri�e :

Aut (RM(r,m)) ⊆ Aut (RM(r + 1, m)) , 1 ≤ r ≤ m− 2

B Preuve : Nous allons démontrer le théorème par récurrence sur r :� il est vrai pour r = 1 :Soit P une permutation du groupe d'automorphismes de RM(1,m), donc pour tousles monômes de degré un, {xi}i=1...m de la matrice génératrice du code, nous avons :
xi ∈ RM(1,m) ⇒ xiP ∈ RM(1,m) = V ect(1, x1, . . . , xm).Pour les éléments {xi1xi2}, nous avons :

(xi1xi2)P = (xi1P )(xi2P ) ∈ RM(2,m).Alors :
∀c ∈ RM(2,m), cP ∈ RM(2,m) ⇒ P ∈ Aut (RM(2,m))D'où :

Aut (RM(1,m)) ⊆ Aut (RM(2,m)) .� Nous le supposons vrai pour r.



Chapitre 2 : Codes de Reed-Muller 42� Nous allons démontrer qu'il est vrai pour r + 1 :Soit P une permutation du groupe d'automorphismes de RM(r,m), donc pour tousles monômes de degré un, {xi}i=1...m de la matrice génératrice du code, nous avons :
xi ∈ RM(r,m) ⇒ xiP = fi ∈ RM(r,m).Pour les éléments {xj1 . . . xjl

}, 1 < l ≤ r, nous avons :
(xj1 . . . xjr)P = (xj1P ) . . . (xjrP ) = fj1 . . . fjr ∈ RM(r,m).Supposons que P n'est pas dans le groupe d'automorphismes du code RM(r+1,m),donc il existe un monôme v d'ordre-(r+1) de la matrice génératrice de RM(r+1,m),tel que : vP /∈ RM(r + 1,m).

∃{i1, . . . , ir+1} | (xi1 . . . xir+1)P, d
′ordre ≥ r + 2,pour r + 2 ≤ mMais P ∈ Aut (RM(r,m)), alors pour tout {j1, . . . , jr} ⊂ {i1, . . . , ir+1} :

(xj1 . . . xjr)P = fj1 . . . fjr ∈ RM(r,m)Ainsi ∀i ∈ {i1, . . . , ir+1} :
fi1 . . . fir+1 = fi.(f̃i), deg(f̃i) = r, deg(fi.f̃i) = r + 2.Donc ∀i ∈ {i1, . . . , ir+1}, fi a un monôme de degré au moins deux contenant deuxvariables di�érentes des variables du monôme de grand degré r de f̃i. Ceci n'est paspossible puisque dans ce cas fi1 . . . fir contiendra un monôme de degré 2 r. Ceciprouve que :

P ∈ Aut (RM(r + 1,m)) .

CThéorème 2.4.2 Pour 1 ≤ r ≤ m − 2 le groupe d'automorphismes
Aut (RM(r,m)) est le groupe de transformation a�ne GA(m).

Aut (RM(r,m)) = GA(m)

B Preuve :Soient f ∈ RM(r,m), et σ ∈ GA(m). Calculons f ◦ σ

f ◦ σ = f(
∑

a1jxj + b1, . . . ,
∑

amjxj + bm).donc f ◦ σ aussi est une fonction de degré maximal r, nous avons donc l'inclusionsuivante(2.8) GA(m) ⊂ Aut (RM(r,m))



2.4 Groupe d'automorphismes de RM(r,m) 43Notons G la matrice génératrice du code RM(1,m) et prenons une permutation Pdu Groupe d'automorphismes de ce code. D'après le lemme 1.4.1 il existe une matriceinversible H, véri�ant HG = GP . Nous allons écrire cette matrice de la façon suivante :
H =

(
h00 V2

V T
1 B

)
, h00 ∈ F2, V1, V2 ∈ F

m
2 , B ∈M(F2)m,mPrenons le message (a0a), avec a0 ∈ F2, a ∈ (F2)

m ; le mot du code correspondant c'est
f(a0a)(x) = a0 + a.xT ; le mot permuté par P est f(ã0ã)(x) = ã0 + ã.xT . Nous avons :

ev( f(a0a) ) = (a0a)G

ev( f(ã0ã)(x) ) = (a0a)GP

= (a0a)HG
= (ã0ã)GNous avons les deux égalités suivantes :

ã0 = a0h00 + a.V T
1

ã = a0V2 + a.B.Mais comme la permutation du mot tout à un 1 est lui même, cela induit que :
h00 = 1, V2 = 0et la fonction permutée s'écrit :

f(ã0ã)(x) = a0 + a.V T
1 + a.B.xT = f(a0a)(x.B

T + V1)donc la permutation P est une permutation du groupe GA(m). Nous avons
∀P ∈ Aut (RM(1,m)) ⇒ P ∈ GA(m).D'ou :(2.9) Aut (RM(1,m)) ⊂ GA(m)En utilisant 2.8 pour r = 1, et 2.9, nous avons :

Aut (RM(1,m)) ≡ GA(m)Ce résultat et le théorème 2.4.1 nous donne que :
GA(m) ≡ Aut (RM(1,m)) ⊂ Aut (RM(2,m)) ⊂ · · · ⊂ Aut (RM(m− 2,m)) ≡ GA(m)car Aut (RM(m− 2,m)) = Aut

(
RM(m− 2,m)⊥

)
= Aut (RM(1,m)) CNote 3 Le groupe d'automorphismes du code RM(m− 1, m) (le code avec un seul bit deparité) est le groupe symétrique Sn de toutes les permutations de n-symboles.

Sn = Aut (RM(0, m)) = Aut
(
RM(0, m)⊥

)
= Aut (RM(m − 1, m))et comme le code d'ordre m est tout l'espace vectoriel F

n
2 , nous avons aussi :

Aut (RM(m,m)) = Sn
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D
écoder un mot erroné d'un code quelconque consiste à trouver un des mots lesplus proches pour une certaine métrique. C'est ce que nous appelons le principedu décodage à distance minimale. C'est le principe qui nous guidera dansnos procédures de décodage. Le décodage à distance minimale par énumération de tous lesmots du code, reste possible pour les codes de petite dimension. A partir d'une certaineborne, qui dépend bien évidemment de la puissance de calcul des ordinateurs, un teldécodage à distance minimale devient impossible. Nous aimerions concevoir un algorithme



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 46de décodage rapide qui approche, le plus, le résultat de décodage à distance minimale.Nous désignons un tel algorithme par le terme optimal.Nous décrivons le problème de décodage à maximum de vraisemblance MLD etl'algorithme de décodage FHT qui le fait pour les codes RM de premier ordre. Nousprésenterons l'algorithme de décodage "Vote Majoritaire", qui a été développé par I.S.Reed [43], et a été suivi de plusieurs améliorations. La complexité d'un tel algorithme estde l'ordre de nk, (n=longueur de code, k = la dimension). Nous exposerons l'algorithmede décodage à maximum de vraisemblance "maximum-likelihood (ML)" conçu à l'aidede la structure des treillis à plusieurs niveaux [22], il a une complexité exponentielleen la longueur du code ce qui limite l'utilisation de l'algorithme. Les techniques dedécodage récursif (voir [32],[11],[7],[9],[8],[10],[14] ) sont basées sur la construction dePlotkin (u, u + v), qui nous permet de décomposer RM(r,m) en des codes plus courts[34]. Ces algorithmes permettent l'encodage récursif avec une complexité de l'ordre de
nmin(r,m − r). Rappelons que l'encodage en utilisant la matrice génératrice coûte nkpour k = 1 +

(
m
1

)
+ · · ·+

(
m
r

).3.1 La dérivée discrèteNous allons dé�nir l'opérateur de la dérivée discrète pour une fonction booléenne.Cette opérateur va être utilisé pour décrire toutes les techniques de décodage des codes
RM .Dé�nition 3.1.1 Soient f ∈ Fm, α ∈ F

m
2 . On appelle Dαf la dérivée discrète de lafonction f dans la direction α. La dérivée est dé�nie par la formule suivante :

Dαf(x)
4
= f(x) + f(x+ α).Rappelons que ev (l'écriture vectorielle des fonctions) est un isomorphisme d'espacesvectoriels de Fm dans F

n
2 :

ev(f)
4
= (f(α1), . . . , f(αn))

ev(Dαf) = (f(α1) + f(α1 + α), . . . , f(αn) + f(αn + α)) ,pour {α1, . . . , αn} = F
m
2 .Exemple 3.1.1 Pour m = 3, nous avons f ∈ Fm ≡ F

8
2, et pour f : F

3
2 7→ F2

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8

x = (x1, x2, x3) (0, 0, 0) (1, 0, 0) (0, 1, 0) (1, 1, 0) (0, 0, 1) (1, 0, 1) (0, 1, 1) (1, 1, 1)
f(x) = x1.x2 0 0 0 1 0 0 0 1
Dα2f(x) = x2 0 0 1 1 0 0 1 1

ev(f) = (f(α1), . . . , f(αn)) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1)
ev(Dα2f) = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1)



3.2 Décodage à maximum de vraisemblance 47Remarquons que dans l'exemple précédent la fonction f est d'ordre 2 et que sa dérivéeest d'ordre 1. Cette propriété de diminution d'ordre associée à l'opérateur de la dérivéesur les fonctions polynomiales réelles reste vraie pour la dérivée discrète.Propriété 3.1.1 Soit f : F
m
2 7→ F2, une fonction binaire d'ordre r, la dérivéediscrète Dαf est une fonction binaire d'ordre r − 1.

B Preuve : La propriété est vraie pour tous les éléments de la base M de l'espace
Fm, rappelons que

M = {1 · xi1 · xi2 . . . xik | 0 ≤ i1 < i2 · · · < ik ≤ m, pour 0 ≤ k ≤ m},La dérivée discrète d'un monôme de degré r est une somme de monômes de degré auplus r − 1.
∀α ∈ F

m
2 , Dα(xi1xi2 . . . xik) = xi1xi2 . . . xik +(xi1 +(α)i1) · (xi2 +(α)i2) . . . (xik +(α)ik )Donc la propriété est véri�ée pour toute fonction binaire de l'espace des fonctions. C3.2 Décodage à maximum de vraisemblanceLe moyen le plus évident pour décoder un mot de façon optimale est de comparer lemot reçu avec tous les mots de code, c'est ce qu'on appelle algorithme énumératif. Pourles codes de grande dimension appliquer un tel algorithme n'est pas pratique et mêmeinfaisable. Pour un code binaire C[n, k, d], le coût de décodage est n2k opérations sanscompter le coût d'encodage des mots de code, en supposant qu'il est possible de stockertous les mots de code.Exemple 3.2.1 Le code RM(1, m) = C[2m, m + 1, 2m−1] : Pour m = 16, l'algorithmeénumératif nécessite 233 ≈ 8.109 opérations qu'il faut multiplier par m2m, qui est le coûtd'encodage des mots du code, car on ne peut pas les garder en mémoire.Le code RM(2, m) = C[2m, 1 +m + m(m−1)

2
, 2m−1]. Pour m = 10 l'algorithme énumératifnécessite 10.276 ≈ 7.1023, ce n'est même pas à la porté des machines dans un proche futur.Soit C un code de longueur n sur un alphabet Σ, et soit c = (c1, . . . , cn) un mot ducode C. Ayant transmis c, nous recevons le vecteur y = (y1, . . . , yn). L'entrée du canal detransmission bruité est un mot de code de longueur n. Nous considérons l'entrée commeun vecteur aléatoire X, avec une distribution de probabilité dé�nie pour les mots de codepar Pr [X = c] = Pr [c]. Chaque vecteur d'entré X induit un vecteur de sortie Y avec unedistribution de probabilité dé�nie par la formule :

Pr [Y = y] =
∑

c∈C
Pr [Y = y|X = c] Pr [X = c]



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 48Décoder de façon optimale c'est trouver le mot de code c qui maximise la probabilitéque c soit transmis sachant que y est reçu (Pr [c|y] 4
= Pr [X = c|Y = y]). Un décodeurqui trouve le mot de code le plus probable, ou un des mots les plus probables s'il y en aplusieurs, est appelé décodeur à maximum de vraisemblance (voir 1.5 dé�nition 1.5.1) .(3.1) MLD(y)

4
= {c ∈ C | Pr [c|y] ≥ Pr [c̃|y] ∀ c̃ ∈ C}Rappelons la loi de Bayes concernant la probabilité conditionnelle :(3.2) Pr [y|c] =

Pr [y]

Pr [c]
Pr [c|y] .Nous supposons que les mots du code C ont la même probabilité qu'ils soient transmis :

Pr [X = c] =
1

|C| .Donc, selon (3.2) pour un vecteur reçu y, le mot de code c qui maximise la probabilité
Pr [y|c] est celui recherché par le décodeur à maximum de vraisemblance pour maximiserla probabilité Pr [c|y]. Notez bien que nous n'avons pas besoin de calculer la valeur Pr [y]qui d'ailleurs n'est pas facile à trouver. Ainsi nous réécrivons l'équation (3.1)(3.3) MLD(y) ≡ {c ∈ C | Pr [y|c] ≥ Pr [y|c̃] ∀ c̃ ∈ C}.Étudions maintenant cette probabilité Pr [y|c], pour un canal de transmission sansmémoire, donc ∀c ∈ C nous pouvons écrire :(3.4) Pr [y|c] =

n∏

i=1

Pr [yi|ci] .Remarque 2 Écrire la probabilité sous une forme de produit est possible puisque lecanal est sans mémoire, mais nous ne pouvons pas écrire Pr [c|y] comme un produit∏n
i=1 Pr [Xi = ci|Yi = yi] puisque les symboles des mots de code sont liés par les équationsde parité, donc ne sont pas indépendants.Une explication de la dernière remarque : nous ne pouvons pas écrire la probabilité

Pr [X = c], qui est supposée uniforme et vaut 1
|C| comme produit de probabilités∏n

i=1 Pr [Xi = ci], qui n'est pas uniforme.Le bruit est une réalisation d'une variable aléatoire indépendante ; cette variable suitune loi de probabilité connue, donc nous avons la probabilité conditionnelle Pr [yi|σ] derecevoir le symbole yi pour tous les symboles d'entrée σ ∈ Σ.En utilisant 3.4 et en prenant le log de l'équation 3.4, nous écrivons l'algorithmesuivant :



3.2 Décodage à maximum de vraisemblance 49Algorithme 1 . MLDEntrée : y = (y1, . . . , yn) ∈ ΣnSortie : c̃ ∈ C.1. Pour tout c ∈ C calculer :
dML(y, c)

4
= − log(Pr [y|c]) = −

n∑

i=1

log(Pr [yi|ci])2. Choisir c̃ qui minimise la distance dML(y, c).
Note 4 Dans un canal binaire symétrique BSC1 le décodage à maximum devraisemblance est un décodage à distance minimaleMDD2, puisque dans ce cas Pr [0|1] =
Pr [1|0] = p et pour tous les mots de code c si on note dH la distance de Hamming, leterme qu'on cherche à minimiser dans l'algorithme1 MLD s'écrit :

dML(y, c) = −n. log (1 − p) + log

(
1 − p

p

)
.dH(y, c)

Note 5 Dans un canal Gaussien AWGN3 le décodage à maximum de vraisemblance estun décodage à distance minimale MDD voir [51] et [4].L'algorithme-1 est un algorithme énumératif. Nous allons voir son utilité quand noustraiterons les treillis 3.2.3, nous verrons que l'algorithme de Viterbi n'est d'autre quel'application de MLD à un graphe représentant tous les mots du code RM .3.2.1 Borne de décodage théorique à maximum de vraisemblanceAvec une grande probabilité, un algorithme de décodage quelconque ne pourra pascorriger, un mot de code erroné par une erreur aléatoire au delà de la capacité de correctiond'un algorithme de décodage à maximum de vraisemblance.Pour les codes RM , cette borne a été établie par Sidel'nikov et Pershakov dans leurarticle ([50]), nous allons la présenter. Nous allons d'abord établir cette borne pour un1Regarder 1.2.12 Dé�nition 1.5.13Regarder 1.2.2



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 50code quelconque C en fonction de sa distribution de poids et ensuite la déterminer pourle code RM(r,m).Dé�nition 3.2.1 Soit C un code linéaire binaire. Nous disons qu'un vecteur d'erreur
e ∈ F

n
2 est trompeur pour le code C, si il existe un mot de code x ∈ C tel que d(e, x) ≤ wt(e)

0
x

c

c+x

e

x+e

y=c+e

∈C
/∈CFig. 3.1 � Vecteur trompeur pour un code linéaire CCela veut dire qu'un algorithme MLD n'arrivera pas à décoder un mot du code erronéavec un vecteur trompeur. Puisque, si on transmet c ∈ C, et on reçoit le vecteur y = c+e,Nous avons

d(c+ x, y) = d(x, e) ≤ wt(e) = d(c, y)Ainsi l'algorithme MLD ne corrigera certainement pas y (voir �gure-3.1).Notons rt(C) Le nombre de vecteurs trompeurs de poids t pour le code C. Le vecteurd'erreur e est une réalisation d'une variable aléatoire uniforme dans l'ensemble des vecteursde poids t. Notons Per(C, t) la probabilité qu'un algorithmeMLD se trompe en décodantun mot erroné par une erreur de poids t, nous avons intuitivement la borne suivante :
Per(C, t) ≤

rt(C)(
n
t

) .Dans le but de trouver une borne asymptotique, nous ferons l'utilisation fréquente desinégalités suivantes (voir A.3.1, [41] page-655) :(3.5) (
n

k

)
<

1√
2πk(1 − k/n)

2nH( k
n

)

(3.6) H

(
1 − x

2

)
< 1 − x2

2ln(2)
,où log est la fonction de logarithme à base 2, ln la fonction de logarithme népérien, et

H est la fonction d'entropie H(x) = −x log(x)−(1−x) log(1−x). Nous avons aussi besoinde borner une somme de coe�cients binomiaux ; nous dé�nissons l'inégalité suivante :



3.2 Décodage à maximum de vraisemblance 51Proposition 3.2.1 Soient n, s ∈ R avec 0 < s ≤ n, ∃ C ∈ R, tel que ∀t ≤ s :
t∑

j=s/2

(
s

j

)
≤ C

√
n

(
s

s/2

)

B Preuve : La démonstration utilise le théorème central limite et l'approximationgaussienne Annexe-A.3.1 : Soit X une variable aléatoire de loi binomiale B(s, 1
2). Lethéorème central limite spéci�e que lorsque s tend vers l'in�ni, la loi de la variable Xtend vers la loi normale N (µ = s

2 , σ
2 = s

4). En utilisant l'inégalité de Chebyshev A.3.2,nous déduisons qu'il existe C tel que :
t∑

j=s/2

Pr [X = j] ≤ 2 C σPr
[
X =

s

2

]ayant σ =
√

s
2 ≤

√
n

2 et Pr [X = j] =
(s
j

)
1
2s , d'où :

t∑

j=s/2

(
s

j

)
≤ C

√
n

(
s
s
2

)
.

CNous cherchons une borne supérieure de la quantité rt(C). Nous pouvons ensuitetrouver une borne pour la probabilité d'erreur de décodage bornée d'un algorithmeMLD.Soit c ∈ F
n
2 , wt(c) = s ; le nombre de vecteurs e de poids t véri�ant d(e, c) ≤ t est donnépar la formule :

H(t, s) =
∑

s
2
≤i≤t

(
s

i

)(
n− s

t− i

)L'explication de la dernière formule est illustrée graphiquement dans la �gure 3.2.
c = (

card(supp(c))=s︷ ︸︸ ︷
1, . . . . . . . . . . . . . . . , 1,

card(Fm
2 \supp(c))=n−s︷ ︸︸ ︷

0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 0)
e = (0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0,︸ ︷︷ ︸

poids=i

0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0︸ ︷︷ ︸
poids=t−i

)

wt(c+ e) = (s− i) + (t− i) = s+ t− 2.i ≤ t⇒ i ≥ s
2Fig. 3.2 � Condition sur le vecteur trompeur (e) de poids t, pour un mot de code c depoids s, (s est pair voir la propriété 2.3.1)



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 52Lemme 3.2.1 Soit As la distribution du poids du code C ; le nombre de vecteurstrompeurs véri�e :
rt(C) ≤

∑

c∈C, c 6=0

H(t, wt(c)) =
∑

2t≥s>0

AsH(t, s).

B Preuve : Soit c ∈ C, wt(c) = s, le nombre de vecteurs trompeurs de poids t pourle mot c est H(t, s). A partir de la �gure-3.2, nous avons H(t, s) = 0 ∀s > 2t. Sachantque le nombre des mots de code de poids s est As :
As = #{c ∈ C | wt(c) = s},nous écrivons :

∑
c∈C, c 6=0H(t, wt(c)) =

∑
c∈C,2t≥wt(c)>0H(t, wt(c))

=
∑

2t≥s>0AsH(t, s).

CNous allons maintenant utiliser ces résultats pour le code de Reed-Muller a�n d'établirune borne de décodage à maximum de vraisemblance.Théorème 3.2.1 ([50]) La probabilité d'erreur de décodage à maximum devraisemblance pour les codes de Reed-Muller RM(r, n), avec r = const et
λ > 0, t = n

2
(1 − λ√

n
) erreurs, véri�e :
Per(RMr, t) ≤ C 2−

λ2

2ln2(2r−1)
+
Pr

j=0(
n
j ).Pour λ = 2((2r − 1)ln2

∑r
j=0(

m
j ))

1
2 , nous avons

Per(RMr, t) ≤ C 2−
Pr

j=0( m
j ) = C|RMr|−1.

B Preuve : La distribution des poids des codes de Reed-Muller RM(r,m) n'est pasconnue en général, mais la distance minimale de ce code est de 2m−r = n2−r, donc
As = 0, si s ∈]0, n2−r[. Mais c'est un code linéaire, et le mot 1 est un mot de code, alors :

As = 0, si s ∈]n(1 − 2−r), n[Ces résultats et le lemme 3.2.1, nous permet d'écrire :
rt(RMr) ≤ (2

Pr
j=0(

m
j )) max

s∈[n2−r ,n(1−2−r)]
H(t, s)



3.2 Décodage à maximum de vraisemblance 53Le premier facteur est le nombre des mots de code.Pour t = n
2 (1 − λ√

(n)
), Nous écrivons H(t, s) de la façon suivante :

H(t, s) =
∑

s
2
≤i≤t

(
s
i

)(
n−s
t−i

)

≤
( n−s
t−s/2

)∑t
j=s/2

(s
j

)

≤ C1
√
n
(

s
s/2

)(
n−s

t−s/2

)Ici nous avons utiliser l'inégalité 3.2.1 :Notez que le terme H(t, s) est maximum pour s = n 2−r.A l'aide des équations 3.5 et 3.6 nous déduisons :
( s
s/2

)
<

√
2
πs 2s <

√
2r+1

πn 2s, pour 2−rn ≤ s ≤ n(1 − 2−r)

( n−s
t−s/2

)
< 1√

πn
2

n−s− λ2n

(n−s)2 , avec t = n
2 (1 − λ√

(n)
) .Pour un taux d'erreurs proche de la moitié de la longueur du code nous pouvons écrirel'égalité suivante : (

n

t

)
≈ C2√

n
2

n− λ2

2 ln(2) .Alors la probabilité d'erreur est majorée par le terme suivant :
Per(RM2, t) ≤

rt(RM2)(n
t

) ≤ C 2
λ2

2
(1− n

n−s
).2
Pr

j=0(
m
j ) .

CConcernant les codes de Reed-Muller d'ordre deux, nous déduisons qu'un algorithme dedécodage à distance minimale peut décoder avec une grande probabilité une erreur depoids inférieur de t = n
2
(1 −

√
6 ln(2) m2

n
). Il a été prouvé dans [53] que la séquence descodes de Reed-Muller d'ordre deux est asymptotiquement optimal comme code linéairebinaire.Dé�nition 3.2.2 Pour une transmission sur un canal sans mémoire BSC, en appliquantle théorème précédent, nous dé�nissons les bornes de décodage asymptotique à maximumde vraisemblance (Minimum distance aussi pour BSC) pour les codes RM d'ordre 1 et 2respectivement :

ML1 = n
2

(
1 −

√
4 ln(2)m

n

)

ML2 = n
2

(
1 −

√
12 ln(2)m2

n

)

En 2003 Helleseth, Kløve et Levenshtein [53] ont prouvé que pour les codes RM(2, m)la borne de décodage asymptotique ML2 est stricte. Donc un algorithme de décodage àmaximum de vraisemblance a une probabilité non négligeable de ne pas retourner le mottransmis si le poids du vecteur d'erreur est plus grand que ML2.



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 543.2.2 Algorithme de décodage à maximum de vraisemblance Pour
RM(1, m)Nous nous proposons maintenant d'étudier l'algorithme de décodage à maximum devraisemblance présenté dans [2]. Il présente une accélération pour le décodage à distanceminimale pour les codes de Reed-Muller d'ordre-1, ce qui veut dire que c'est un algorithmeénumératif optimisé.Nous nous limitons à étudier deux algorithmes de l'article [2], l'algorithme d'encodageet le premier algorithme de décodage (Simple FHT ). Vous pouvez trouvez dans ce mêmearticle, plusieurs algorithmes de décodage à maximum de vraisemblance optimisés, pourdes erreurs de poids bornés.3.2.2.1 Algorithme d'encodage de RM(1, m)Nous allons étudier dans ce paragraphe l'algorithme d'encodage de Reed-Muller coded'ordre 1. Le but, de ce paragraphe est de bien détailler l'algorithme d'encodage présentédans l'article [2].Considérons le vecteur d'information u = (u0, . . . , um), l'algorithme engendre levecteur v = (v1, . . . , vn), dans l'alphabet {−1, 1}.Algorithme 2 Encodage de RM d'ordre 1.Entrée : u = (u0, u1, . . . , um).Sortie : v = (v1, . . . , vn), vi ∈ {−1, 1}.1. posons v(1) = ( 1, (−1)u1) .2. pour i = 2 à m faire v(i) = ( v(i−1), (−1)uiv(i−1)) .3. v = (−1)u0v(m).Nous allons maintenant démontrer que le résultat d'encodage v, véri�e :

v = ( (−1)f(α1), . . . , (−1)f(αn))où ( f(α1), . . . , f(αn)) ∈ RM(1, m), et (α1, . . . , αn) = F
m
2 . Ensuite nous allons donnerune écriture équivalente de cet algorithme à l'aide de la matrice génératrice de RM(1, m).Rappelons nous que la fonction d'encodage du code Reed-Muller d'ordre 1, est lasuivante :

C : F
m+1
2 → F

n
2

u = (u0, u1, . . . , um) 7→ (f(α1), . . . , f(αn))telle que :
f : F

m
2 → F2

(x1, . . . , xm) 7→ u0 +
∑m

i=1 uixi



3.2 Décodage à maximum de vraisemblance 55Nous dé�nissons les fonctions fi, i = 1, . . . , m suivantes :
fi : F

i
2 → F2

x = (x1, . . . , xi) 7→ u1x1 + · · ·+ uixiIl est immédiat de véri�er que :(3.7) fi(x1, . . . , xi) = fi−1(x1, . . . , xi−1) + ui.xisoit
Ufi

= ( (−1)fi(α1), . . . , (−1)fi(α2i ))Nous avons pour i = 1,F2 = {0, 1} et f1 = u1x1, donc :
Uf1 = ( (−1)f1(0), (−1)f1(1)) ,

= ( 1, (−1)u1) ,Proposition 3.2.2 Pour i = 1 · · ·m, Nous avons :1. Ufi
= (Ufi−1

, (−1)uiUfi−1
).2. Uf = (−1)u0Ufm

.PreuveEn e�et, si F
i
2 = (α1, . . . , α2i) alors

F
i+1
2 = ( (α1, 0), . . . , (α2i, 0), (α1, 1), . . . , (α2i, 1))Par dé�nition

Ufi+1
= ( (−1)fi+1(α1,0), . . . , (−1)fi+1(α2i ,0), (−1)fi+1(α1,1), . . . , (−1)fi+1(α2i ,1))
= ( (−1)fi(α1), . . . , (−1)fi(α2i ),

(−1)fi(α1)+ui , . . . , (−1)fi(α2i )+ui) (d'après l'équation 3.7)
= (Ufi−1

, (−1)uiUfi−1
)De même, comme f = fm + u0, alors Uf = (−1)u0Ufm

. Nous avons Uf1 = v(1) et la mêmerelation de récurrence pour les Ufi
et v(i).Alors :

v = (−1)u0v(m)

= (−1)u0Ufm

= Uf

= ( (−1)f(α1), . . . , (−1)f(αn)L'encodage naturel d'un code linéaire se fait à l'aide de sa matrice génératrice.



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 56Algorithme 3 .Entrée : u = (u0, u1, . . . , um).Sortie : v = (v1, . . . , vn), vi ∈ {−1, 1}.1. poser w = u.Gm. avec Gm la matrice d'encodage de RM(1, m) (voir 2.3.1).2. v = 1 − 2w = ( (−1)w1, . . . , (−1)w2m)
3.2.2.2 Algorithme de décodage de RM(1, m)L'outil de base pour le décodage à maximum de vraisemblance des codes de Reed-Muller d'ordre 1 est la transformée d'Hadamard.Nous allons introduire cet outil, ensuite démontrer qu'avec cet outil nous arrivons àdécoder en maximum de vraisemblance, et l'utiliser ensuite pour décoder les codes deReed-Muller d'ordre 1.Soit Y = (y1, . . . , yn) un vecteur reçu. Nous dé�nissons la fonction f :

fY : F
m
2 → F2

α 7→ yαet la fonction FY : F
m
2 → {−1, 1},tel que FY (α) = (−1)fY (α)La transformée d'Hadamard de FY , notée F̂Y :

F̂Y (α) =
∑

β∈F
m
2
(−1)<α,β>(−1)fY (β), où < α, β >= α1β1 + · · · + αmvm

=
∑

β∈F
m
2
(−1)<α,β>+fY (β)

=
∑

β∈F
m
2
(−1)(fY +

Pm
i=1 αiXi)(β)Par conséquent, F̂Y (α) est le nombre de 0 moins le nombre de 1 du vecteur de F

n
2associé à la fonction suivante (l'association entre Fm et F

n
2 est décrite dans 2.2.2) :

fY +

m∑

i=1

αiXiOr :* le nombre de 1 est le poids 4 de ce vecteur :
wt(fY +

m∑

i=1

αiXi)4le poids et la distance de Hamming sont dé�nis dans 2.2.1



3.2 Décodage à maximum de vraisemblance 57* le nombre de 0 est le nombre de bits restants, soit :
2m − wt(fY +

m∑

i=1

αiXi)D'où :
F̂Y (α) = 2m − 2.wt(fY +

∑m
i=1 αiXi)

= 2m − 2.d(fY ,
∑m

i=1 αiXi)où d(., .) désigne la distance dé�nie dans 2.2.1.Alors :(3.8) d

(
fY ,

m∑

i=1

αiXi

)
=

1

2
( 2m − F̂Y (α))Par ailleurs, nous avons :

−F̂Y (α) =
∑

β∈F
m
2
−
(
(−1)<α,β>(−1)fY (β)

)

=
∑

β∈F
m
2
(−1)1+<α,β>+fY (β)

=
∑

β∈Fm
2
(−1)(fY +1+

Pm
i=1 αiXi)(β)Donc −F̂Y (α) est le nombre de 0 moins le nombre de 1 du vecteur associé à la fonctionsuivante :

fY + 1+

m∑

i=1

αiXiComme précédemment, nous en déduisons que :(3.9) d

(
fY , 1+

m∑

i=1

αiXi

)
=

1

2

(
2m + F̂Y (α)

)Les deux équations (3.8) et (3.9), nous permettent d'écrire :(3.10) d

(
fY , α01+

m∑

i=1

αiXi

)
≥ 1

2
( 2m − |F̂Y (α)|) , ∀α0 ∈ F2Nous allons maintenant utiliser les résultats précédents a�n de décrire la méthode dedécodage à maximum de vraisemblance en accord avec le principe de la distance minimale.Soit Y le mot reçu après transmission sur un canal bruité :� Calculer F̂Y =

(
F̂Y (α1), . . . , F̂Y (αn)

).� Choisir β, tel que |F̂Y (β)| = max
{
|F̂Y (α1)|, . . . , |F̂Y (αn)|

}.



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 58� Si F̂Y (β) ≥ 0, alors d'après l'équation (3.10), nous avons :
d (fY ,

∑m
i=1 βiXi) = 1

2

(
2m − F̂Y (β)

)

≤ 1
2

(
2m − |F̂Y (α)|

) ,∀α ∈ F
m
2

≤ d (fY , α01+
∑m

i=1 αiXi) ,∀α ∈ F
m
2 , ∀α0 ∈ F2

≤ d(fY , g) , ∀ g ∈ Fm, deg(g) ≤ 1� Si F̂Y (β) < 0, alors d'après l'équation [3.9], nous avons :
d(fY , 1+

∑m
i=1 βiXi) = 1

2
( 2m + F̂Y (β))

≤ 1
2
( 2m − |F̂Y (α)|) ,∀α ∈ F

m
2

≤ d(fY , α01+
∑m

i=1 αiXi) ,∀α ∈ F
m
2 , ∀α0 ∈ F2

≤ d(fY , g) ,∀g ∈ Fm, deg(g) ≤ 1� En résultat, le calcul de β détermine la fonction de degré 1 le plus proche à fY , etcela répond au principe de décodage à distance minimale.3.2.2.3 La matrice de transformée d'HadamardMaintenant que nous avons vu l'importance de la transformée d'Hadamard, nous allonscalculer la matrice qui va nous permettre de calculer la transformée d'Hadamard d'unefonction représentée par le vecteur de ses valeurs.Les matrices de transformées d'Hadamard sont dé�nies par :
H2m = ( (−1)<i,j>)

i,j<2mL'utilité principale des matrices H2m est que si f est une fonction f : F
m
2 → CI, ou CIdésigne le corps des complexes, Alors :

f̂ = H2m .fet nous avons
H2 =

(
1 1
1 −1

)
, H2m = H2 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗H2︸ ︷︷ ︸

m foisNous rappelons que le produit de Kronecker de A par B est la matrice :
A⊗ B = ((aijB)) =




a11B a12B . . . a1kB
a21B a22B . . . a2kB... ... ...
an1B an2B . . . ankB






3.2 Décodage à maximum de vraisemblance 59Plusieurs études sont faites pour optimiser le calcul de la transformée d'Hadamard,nous allons utiliser la décomposition de la matrice d'Hadamard suivante :Proposition 3.2.3 La transformée d'Hadamard rapide (Walsh-Hadamard,Walsh [2]), Nous avons :
H2m = Mm . . .Mm︸ ︷︷ ︸

m foisoù
Mm =

[
I2m−1 ⊗ (1 1)
I2m−1 ⊗ (1 −1)

]Nous renvoyons le lecteur à [2], pour la démonstration de cette proposition.Et l'algorithme de décodage à distance minimale FHT :Algorithme 4 FHT .- Entrée : Y = (Y1, . . . , Yn), Yi ∈ {−1, 1}.- Sortie : β = (β0, . . . , βm) ∈ F
m+1
21. Calculer F̂pour i = 0 à m− 1 faire Y = MmY

t.
Mm =




1 1 0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 1 1 0 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 1 1
1 −1 0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 1 −1 0 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 −1 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 1 −1


2. Choisir β tel que |Yβ| soit maximum, et soit (β0, . . . , βm−1) l'écriture binairede β :- si Yβ ≥ 0, le mot le plus proche est (0, β0, . . . , βm−1)- si Yβ < 0, le mot le plus proche est (1, β0, . . . , βm−1)Notons que la première étape de l'algorithme revient à transformer le vecteur

(Y1, Y2, . . . , Y2m) en (Y1 + Y2, Y3 + Y4, . . . , Y2m−1 + Y2m , Y1 − Y2, Y3 − Y4, . . . , Y2m−1 − Y2m)
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φ

01 011 ψ

010
Fig. 3.3 � Treilliset qui coûte n addition,La complexité de cet algorithme est donc ramenée à celle du calcul de la transforméed'Hadamard de F, c'est-à-dire O(m×n), ce qui est largement mieux qu'avec une méthodebrutale, dont la complexité serait en O(n× n).Cet algorithme va être de grande utilité pour nous, et nous allons l'utiliser pouraccélérer l'algorithme de "V.M.Sidel'nikov et A.S.Pershakov".3.2.2.4 Capacité de correctionL'algorithme de décodage 4 à distance minimale du code de Reed-Muller de premierordre nous retourne un des mots les plus proches du mot reçu (voir 3.2.2.2), donc la bornede décodage asymptotique de l'algorithme-4 est ML1 = n

2

(
1 −

√
4 ln(2)m

n

) (voir 3.2.2).Nous nous intéressons au calcul de la borne de décodage pour laquelle, avec unegrande probabilité, le résultat du décodage est le mot transmis. Pour chaque code C,il est important de connaître cette borne qui est par dé�nition celle de l'algorithmede décodage à maximum de vraisemblance. Nous notons cette borne comme MLD(C).Arriver à prouver qu'un algorithme réussit à décoder jusqu'à cette borne signi�e que c'estun algorithme de décodage à maximum de vraisemblance. Il est possible de retrouver
MLD(C) en étudiant la répartition des poids des mots de ce code.3.2.3 Algorithme de décodage utilisant les TreillisL'introduction des treillis (lattice : en anglais), par Forney [22] a été motivée suite à lamise en ÷uvre de l'algorithme de Viterbi par Andrew J. Viterbi [57] en 1967. L'applicationessentielle des treillis est le décodage à maximum de vraisemblance des codes en blocs etles turbo-codes, en utilisant l'algorithme de Viterbi. Le lecteur intéressé trouvera unedescription complète dans [42], chapitre 24 page 1989.Nous allons tout d'abord dé�nir le treillis et donner un exemple d'un treillisreprésentant un code, ensuite nous décrivons l'algorithme de Viterbi pour un treillis, etnous décrivons le décodage à l'aide de cet algorithme. Nous donnons ensuite la complexitéd'un tel processus de décodage. Nous verrons que la complexité est liée à la taille du treillis,



3.2 Décodage à maximum de vraisemblance 61et que pour les codes RM(r,m) la taille est exponentielle en la longueur du code.Dé�nition 3.2.3 Un Treillis est un graphe orienté valué dé�ni par le triplet T =
(V,E,A), où V est un ensemble de sommets (V pour vertex), A est un alphabet et Eun ensemble de triplets (v, v́, a), a ∈ A (qui constitue un ensemble d'arêtes, E pour edge).L'ensemble des sommets V se divise en V = V0 ∪ V1 ∪ · · · ∪ Vn toutes les arêtes de Epartant des sommets de Vi, i = 0, . . . , n− 1 se terminent en Vi+1.Le �ots d'un treillis est l'ensemble de tous les chemins reliant les sommets de V0 auxsommets de Vn, nous présentons un code de longueur n, par un treillis T = (V,E,A)contenant une seule racine (V0 = φ) et une seule feuille (Vn = ψ), tels que le �ots dutreillis T est l'ensemble de tous les mots du code C.Exemple 3.2.2 Le code C = {000, 011, 110} est représenté par le treillis de la �gure 3.3Nous allons décrire l'algorithme de décodage de Viterbi pour un code représenté par untreillis, c'est un algorithme de décodage à maximum de vraisemblance dont la complexitédépend seulement de la taille du treillis (nombre de sommets et d'arêtes). La question dela taille minimale de treillis représentant un code se pose naturellement, nous verrons quepour les codes de Reed-Muller un treillis minimal a toujours une taille exponentielle en lalongueur de code.3.2.3.1 Algorithme de ViterbiL'application de la programmation dynamique sur un treillis permet de calculer unchemin spéci�que. Étant donnée la bijection entre mots de code et chemin dans le treillis,le décodage à maximum de vraisemblance devient un cas spécial et simple à e�ectuer.Soit T = (V,E,A) un treillis, la partition de l'ensemble des sommets V = V0∪V1∪· · ·∪
Vn est l'élément essentiel qui permet l'utilisation de l'algorithme de Viterbi sur les treillis.L'approche classique du calcul en programmation dynamique du bas-en-haut (bottom-to-top) des �ots sur les Vi, i = 0 . . . n nous donne le chemin qui a le coût le plus bas(min-sum). Rappelez vous qu'un algorithme MLD5, pour un mot reçu y, cherche le motdu code c minimisant le terme dML(y, c) = −∑n

i=1 log(Pr [yi|ci]). Donc si nous modi�onsles étiquettes des arêtes de façon convenable et nous appliquons l'algorithme min-sum surle treillis nous aurons le mot du code le plus probable. Nous allons décrire maintenantplus en détail ces étapes.Nous avons besoin de �xer quelques notations : si e = (v, v́, a) est une arête, nousappelons v son origine que nous notons aussi ∗e = v, et nous appelons destination del'arête v́ = e∗. Nous dé�nissons la fonction de coût α(e) = a qui renvoie l'étiquette d'unearête.5Algorithme-1 en page 49



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 62Algorithme 5 . ViterbiEntrée : y = (y1, . . . , yn) ∈ ΣnSortie : c̃ = (c1, . . . , cn) ∈ C.1. µ(φ) = 0 //Initialisation2. Pour i = 1 à n fairePour v ∈ Vi faire
µy(v) = mine:e∗=v(µy(∗e) − log(Pr [yi|α(e)]))
flux(v) = arg mine:e∗=v(µy(∗e) + α(e))3. v = ψ4. Pour i = n à 1 faire
ci = α(flux(v))
v = ∗flux(v)5. c̃ = (c1, . . . , cn)

Chaque mot du code c = (c1, . . . , cn) est représenté comme un parcourt Pc =
e1, e2, . . . , en du treillis à partir de la racine φ jusqu'au n÷ud ψ, avec α(ei) = ci, i = 1 . . . n.L'algorithme Viterbi calcul, pour chaque n÷ud dans la graphe, le chemin à partir de laracine qui a le coût le plus bas.En utilisant la fonction du coût d'un chemin e1, e2, . . . , el est ∑l

i=1 − log(Pr [yi|α(ei)])Nous dé�nissons la fonction de coût minimal :
µy(v) = min{(e1,e2,...,el) | ∗e0=φ,el∗=v,∗ej=ej−1∗ ∀ 0<j<l}(

∑j
i=l − log(Pr [yi|α(ei)])

= mine:e∗=v(µy(∗e) − log(Pr [yi|α(e)]))L'algorithme MLD trouve le mot du code qui minimise le terme∑n
i=1 − log(Pr [yi|ci]) = µy(Pc), qui n'est autre que µy(φ).

dML(y, c) = − log Pr [y | c]
= −∑n

i=1 log(Pr [yi|ci])
= −∑n

i=1 log(Pr [yi|α(ei)]) , Pc = (e1, . . . , en)Nous écrivons l'algorithme-5 qui e�ectue alors le décodage à maximum de vraisemblancepour une transmission sur un canal sans mémoire.La complexité de l'algorithme précédent sur un treillis T = (V,E,A) est de |E|additions et |E| − |V | + 1 opérations comparaisons (min). Donc la complexité totaleest de 2 |E| − |V | + 1 opérations.La construction récursive Plotkin [39] des codes RM(r,m) est à l'origine desalgorithmes de décodage récursif. La construction géométrique présenté par Forney [23],lui a permis de construire des treillis pour ces codes. Il a prouvé dans cet article quele nombre des arêtes |E| du treillis représentant RM(r,m) est exponentiel. La taille



3.3 Vote majoritaire MVD 63d'un treillis minimal représentant le code RM(r,m) n'est pas connu encore. Plusieursrésultats intéressants concernant l'optimalité de La construction géométrique de Forneypour RM(r,m) se trouve dans [42] chapitre 24.
3.3 Vote majoritaire MVDNous allons dé�nir le MVD (en anglais : Majority vote decoding) pour le code àrépétitions. Nous présenterons l'algorithme pour un code RM d'ordre 1. Ensuite nous ledécrivons pour un code RM(r,m) à l'aide de l'opérateur de la dérivée discrète.Le code à répétitions consiste à envoyer plusieurs copies de chaque bit transmis.La première chaîne de caractères est appelée le 0 logique et la deuxième le 1 logiquepuisqu'elles jouent le rôle de 0 et 1 respectivement. Le décodage se fait par votemajoritaire, et c'est décider suivant le nombre de 0 où le nombre de 1Ainsi, un code à répétitions sur cinq bits

0 −→ 00000
1 −→ 11111Si le message reçu n'est ni le 0 logique ni le 1 logique, mais la chaîne de caractères 01010,alors il est très probable que ce soit un 0 logique qui ait été transmis à la source.

3.3.1 Exemple de MVDPrenons le code RM(1, 4) = [n = 16, k = 5, d = 8], c'est un code qui détecte 7 erreurset qui corrige 3 erreur. Soit a = a0a1a2a3 l'information à coder. Considérons la matricegénératrice G donnée par les 5 premières lignes de l'exemple 2.3.2. Le mot du code àtransmettre vaut :
c = a.G = a0 + a1.x1 + a2.x2 + a3.x3 + a4.x4 = (c0c1c2c3c4c5c6c7c8c9c10c11c12c13c14c15)



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 64Où on a :
c0 = a0

c1 = a0 + a1

c2 = a0 + a2

c3 = a0 + a1 + a2

c4 = a0 + a3

c5 = a0 + a1 + a3

c6 = a0 + a2 + a3

c7 = a0 + a1 + a2 + a3

c8 = a0 + a4

c9 = a0 + a1 + a4

c10 = a0 + a2 + a4

c11 = a0 + a1 + a2 + a4

c12 = a0 + a3 + a4

c13 = a0 + a1 + a3 + a4

c14 = a0 + a2 + a3 + a4

c15 = a0 + a1 + a2 + a3 + a4A partir de ces équations, nous pouvons déduire :
a1 = c0 + c1 a2 = c0 + c2 a3 = c0 + c4 a4 = c0 + c8

= c2 + c3 = c1 + c3 = c1 + c5 = c1 + c9
= c4 + c5 = c4 + c6 = c2 + c6 = c2 + c10
= c6 + c7 = c5 + c7 = c3 + c7 = c3 + c11
= c8 + c9 = c8 + c10 = c8 + c12 = c4 + c12
= c10 + c11 = c9 + c11 = c9 + c13 = c5 + c13
= c12 + c13 = c12 + c14 = c10 + c14 = c6 + c14
= c14 + c15 = c13 + c15 = c11 + c15 = c7 + c15Le but est de reconstruire l'information a du mot reçu y = c + e, tel que e est levecteur d'erreur. Soit y = (y0y1y2y3y4y5y6y7y8y9y10y11y12y13y14y15), nous utilisons les yi àla place des ci dans les équations précédentes pour trouver les bits d'informations ai. Nousdonnons la valeur 0 à ai s'il y au moins cinq équations qui valent 0, et vice versa. Nouscalculons maintenant le vecteur

ý = y − (a4.x4 + a3.x3 + a2.x2 + a1.x1)
= a0.1+ errorNous donnons la valeur 0 à a0 si ý a plus de zéros que de 1, et la valeur 1 sinon.3.3.2 MVD de RM(r,m)Un mot de code RM(r,m) est une fonction booléenne de degré au plus r, et nousavons vu que l'opérateur de la dérivée discrète6 a la propriété de diminuer l'ordre, et que6dé�nition 3.1.1 en page 46



3.3 Vote majoritaire MVD 65
Dαf(x) est d'ordre r−1. Donc, si on dérive r fois nous obtiendrons une fonction d'ordre 0(un mot du code à répétitions).Proposition 3.3.1 Soit fr ∈ RM(r,m) écrite sous sa forme algébriquenormale, notons fr(x) = fr−1(x) +

∑
1≤i1<i2<···<ir≤m ai1...ir .xi1 . . . . .xir avec

deg(fr−1) ≤ r − 1. Donc :
Dei1

Dei2
. . .Deir

fr = ai1...ir .1
B Preuve :� Soit f une fonction constante, donc ∀ei,Dei

f = 0.� Pour la fonction fr−1 de degré r− 1, sa (r− 1) dérivée discrète est de degré 0, donc :
Dei1

Dei2
. . . Deir

fr−1 = 0� Pour les monômes de degrés r, nous avons l'égalité suivante :
Dei1

. . . Deir
(xj1. . . . .xjr) =

{
1 si {i1, . . . , ir} = {j1, . . . , jr}
0 sinonSupposons qu'il existe il /∈ {j1, . . . , jr}, alors :

Del
f (x) = f(x) + f(x+ el)

Del
(xj1. . . . .xjr) = (xj1 . . . . .xjr) + (xj1 . . . . .xjr) = 0C.Q.F.D CSoit Y le vecteur reçu suite à la transmission du mot fr de RM(r,m) , le décodage parvote majoritaire consiste à chercher d'abord les coe�cients a = ai1...ir d'ordre r. Le vecteur

Dei1
Dei2

. . .Deir
Y ∈ F

2m−r

2 est considéré comme le vecteur erroné par le canal bruité suiteà la transmission du mot (a, . . . , a). Décoder par vote majoritaire c'est décoder le codeà répétitions de longueur 2m−r. Après avoir trouvé les (m
r

) coe�cients d'ordre r, Nousprocédons avec les coe�cients d'ordre r − 1Algorithme 6 . MVDEntrée : y = (y1, . . . , yn) ∈ F
n
2Sortie : a ∈ F

k
2.1. a = [], initialiser le résultat.2. Pour h = r jusqu'a 0 faire :Pour 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ih ≤ m faire

z = Dei1
Dei2

. . .Deih
Y

ai1...ih = 0 si z a plus de zéros que de un, et 1 sinon.
a = [ai1...ih a]
y = y +

∑
1≤i1<i2<···<ih≤m ai1...ih .xi1 . . . . .xih3. a = [a0a], avec a0 = 0 si y a plus de zéros que de 1, et a0 = 1 sinon.



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 663.3.3 capacité de correctionLe décodage par vote majoritaire du code RM(r,m), consiste à retrouver les bitsd'informations de plus grand ordre r. En dérivant r fois nous nous retrouvons dans le codeà répétition (propriété-3.3.1). Nous allons calculer, tout d'abord, la capacité de correctiondu décodage MVD pour le code à répétition. Ensuite, nous détaillons le calcul pour lecode RM(r,m).Nous considérons ici une transmission sur un canal binaire symétrique (BSC),supposons que la probabilité de mal transmettre un bit d'information est p = 1
2
(1 − ε).Nous notons w le poids du vecteur d'erreur pour une transmission de n bits d'informations.L'espérance et la variance de w s'écrivent7 :

E(w) = n
2
(1 − ε)

V ar(w) = n
4
(1 − ε2)La probabilité de mal décoder les bits d'informations noté BER8 mesure le nombred'erreurs par données reçues. Elle ne dépend pas du mot transmis. Nous supposons doncque le mot f ≡ 0 ait été transmis, et que à la réception le vecteur e est reçu.Pour ce canal, l'erreur sur un bit d'information est une réalisation d'une variablealéatoire suivant la loi de Bernoulli (voir Annexe-A pour plus d'explication), et le poidsde l'erreur sur un mot composé de n bits, suit la loi binomiale. Pour une grande valeurde n nous pouvons appliquer l'approximation de la loi binomiale par une loi gaussienne.3.3.3.1 code à répétitions de longueur nNous transmettons n fois un bit d'information sur un canal bruité, pour mesurer leBER nous avons besoin de calculer la probabilité que l'erreur du canal ne se produit pasplus de n

2
fois, de telle sorte que le bit d'information sera correctement décodé.

Pr
[
w ≥ n

2

]
= Pr

[
w − E(w) ≥ n

2
−E(w)

]

= Pr
[
w − E(w) ≥ n

2
− n

2
(1 − ε)

]

= Pr
[
w − E(w) ≥ n

2
ε
]En utilisant l'inégalité de Chebyshev

≤ V ar(w)
(n
2
ε)2

≤ (1−ε2)
(nε2)Nous déduisons que si ε > 1√

n
, Nous retrouvons tous les bits d'information avec uneprobabilité d'échec au plus 1

nε2
.7voir Note :12 Annexe-A8Abréviation de l'expression anglaise "Bit Error Rate", voir 1.6
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L’approximation gaussienne d’une variable aléatoire de loi binomiale B(n=100,p=0.4)

Fig. 3.4 � Erreur3.3.3.2 code RM(r,m)Nous pouvons établir la borne de de décodage asymptotique de l'algorithme-6MVD enutilisant la proposition 3.3.1 qui ramène le décodage du RM(r,m) à un code à répétition.Théorème 3.3.1 Pour le code de Reed-Muller RM(r,m), de grande longueur
n = 2m, l'algorithme MVD a La borne de décodage asymptotique suivante :

n

2

(
1 − 2r+1

√
2r

m

n

)

B Preuve : Soit c un mot du code RM(r,m) , soit y = c+ e, le vecteur reçu, pourune transmission sur un canal binaire symétrique le vecteur d'erreur e est la réalisationd'une variable aléatoire avec probabilité p = 1
2(1− ε). Nous avons vu que pour décoderce mot avec un MVD algorithme (algorithme 6) nous commençons par retrouver lescoe�cients d'ordre r, ensuite ceux d'ordre r − 1 et ainsi de suite.Notons le vecteur z = Dei1

Dei2
. . . Dei`

y ∈ F
`
2, n` = 2m−` la dérivée d'ordre ` delongueur n` (le nombre de coordonnées distinctes de z). L'erreur dans le vecteur z estvu comme la réalisation d'une variable de Bernoulli avec une probabilité p̃ = 1

2(1−ε2`
),soit w le poids du vecteur d'erreur dans z. d'après Annexe-A Note-12 :

µw = n` p̃
σ2

w = n` p̃(1 − p̃)Nous avons :
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Pr
[
w ≥ n`

2

]
= Pr

[
w − E(w) ≥ n`

2 − E(w)
]

= Pr
[
w −E(w) ≥ n`

2 ε
2`
]En utilisant l'inégalité de Cherno� A.3.3

≤ e−2n`
ε2

`

2

2

≤ e−
n`
2

ε2
`+1Notons P `

err(ε) la probabilité de se tromper en décodant un bit d'information d'ordre
` , nous avons :(3.11) P `

err(ε) ≤ e−
2m−`

2
ε2

`+1Soit ε = 2r+1√
2r m

n , d'après 3.11, ∀` ≤ r :
P `

err(ε) ≤ e−
m
2Ainsi nous retrouvons un bit d'information avec une probabilité d'échec (BER)inférieur à e−m

2 qui tends vers 0 quand la longueur du code tends vers ∞.D'après 1.6, la probabilité WER de mal décoder un mot de k bits vaut 1 −(
1 − P `

err(ε)
)k ≈ kP `

err(ε) qui tend vers zéros pour ε = 2r+1√
2r m

n , puisque la dimensiondu code k =
∑r

0

(m
i

) est polynomiale en m.
CPour un code d'ordre deux RM(2, m), cela veut dire qu'un algorithme de décodage parvote majoritaire décode avec une grande probabilité toute erreur survenue pour unetransmission sur un canal BSC(p), p ≤ n

2
(1 − 8

√
4m

n
).3.4 Décodage récursifLe décodage récursif des codes de Reed-Muller a été introduit pour la premièrefois par G. Kabatianskiy [29] en 1990. Nous allons résumer les travaux de Dumer surle décodage récursif en commençant par décrire la construction récursive des codes

RM , qui permet de donner un algorithme d'encodage très rapide, et nous parleronsensuite des deux algorithmes récursifs qui ont fait l'objet de plusieurs publications([11],[7],[9],[8],[10],[14],[12]). Nous n'allons pas rentrer dans les détails de l'étude des bornesde décodages pour ces algorithmes, mais nous tenons à signaler l'originalité de cette étudeet nous conseillons au lecteur intéressé par le décodage récursif de regarder dans les papiersde Dumer.3.4.1 Construction récursivePrenons une mot d'un code fm
r ∈ RM(r,m) :

fm
r (x1, . . . , xm) = fm−1

r (x1, . . . , xm−1) + xm.f
m−1
r−1 (x1, . . . , xm−1)



3.4 Décodage récursif 69Comme nous avons choisi l'ordre lexicographique pour représenter les éléments de F
m
2 ,nous pouvons écrire :(3.12) ev(fm

r ) = ( ev(fm−1
r ) , ev(fm−1

r ) + ev(fm−1
r−1 ) )

c = ( u , u+ v )Notons am
r = {aj | j = 1, . . . , k} les k-bits d'informations pour une fonction fm

r ∈
RM(r,m) = [n = 2m, k =

∑r
0

(
n
i

)
, d = 2m−r]. Ces bits d'informations encodent le mot

c = (u, u + v), et nous divisons am
r en deux sous blocs am−1

r et am−1
r−1 qui encodent lesvecteurs u et v respectivement. Ensuite ces ensembles sont divisés de la même manièrejusqu'à arriver à un codeRM(0, g) ouRM(h, h), où g, h ≤ m. Nous illustrons la récursivitéde la construction par la �gure-3.5, ceci est connu sous le nom de la construction Plotkin.Note 6 Notez que le n÷ud tout à droite ag

0 contient un seul bit d'information, et quele n÷ud tout à gauche ah
h contient 2h bits d'informations. Il est possible de coder ces 2hbits d'informations avec la matrice d'identité, ce qui rend l'encodage et le décodage plusrapides.Nous venons de voir qu'il est possible d'encoder tous les mots du code à partir des bitsd'informations associés aux n÷uds ag

0 et ah
h, et d'appliquer la construction (u, u + v)ensuite. D'où l'algorithme d'encodage suivant :Algorithme 7 ψ(a, r,m)Entrée : a ∈ F

k
2, k =

∑r
i=0

(
m
i

).Sortie : c ∈ RM(r,m).La longueur du code n = 2m.1. si r = 0, Code à répétition c = am
0 (1, . . . , 1) ∈ F

n
22. si r = m, tout l'espace F

n
2 , utiliser la matrice identité pour coder : c = a.3. si 0 < r < m.diviser les bits d'informations a en (au|av), et encoder récursivement :Calculer le vecteur u = ψ(au, r,m− 1)Calculer le vecteur v = ψ(av, r − 1, m− 1)4. Le résultat d'encodage c = (u, u+ v)

Note 7 Nous allons expliquer la deuxième étape de l'algorithme-7 : Soit r > 0, et le code
RM(r, r), n = 2r, Nous voulons coder un vecteur d'information a = (a0, . . . , an−1) ∈ F

n
2



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 70avec la matrice d'encodage de ce code est G = G(r, r) (équation-2.7)
c = a.G = ev(fa) | fa =

n−1∑

i=0

ai x
i1
1 . . . x

ir
r , i = (i1, . . . , ir)LSB = i1 + i2 × 2 + · · ·+ ir × 2r−1Pour simpli�er les calculs, Dumer a choisi de coder l'information a.G−1 à la place de a,ainsi nous avons :

c̃ = (a.G−1).G = a = ev(fa.G−1)Comme l'encodage pour le code RM(r, r) est une bijection (dimension du code égale à ladimension de l'espace), la matrice d'identité est aussi une matrice génératrice du code,pour laquelle le décodage ne nécessite pas de calcul.
Lemme 3.4.1 (lemme 4 [9])L'encodage du code RM(r,m), n = 2m peut être faitavec une complexité :(3.13) |ψ(., r,m)| ≤ nmin(r,m− r)

B Preuve : Les deux premières étapes de l'algorithmes ne nécessitent pas d'encodageet leur coût véri�e l'inégalité (3.13). Nous allons démontrer que |ψ(., r,m)| véri�e (3.13)si les deux mots u et v ont une complexité d'encodage |ψ(., r,m−1)| et |ψ(., r−1,m−1)|qui véri�e (3.13) aussi. Dans cette proposition la combinaison (u, u + v) nécessite lacomplexité :
|ψ(., r,m)| ≤ |ψ(., r − 1,m− 1)| + |ψ(., r,m − 1)| + n

2tel que le terme n
2 est nécessaire pour faire l'addition modulo deux pour trouver le termede droite u+ v. Maintenant nous utilisons (3.13) pour les termes |ψ(., r − 1,m− 1)| et

|ψ(., r,m − 1)|, et nous avons les cas suivants :
• r < m− r

|ψ(., r,m)| ≤ n(r − 1)

2
+
nr

2
+
n

2
= nr

• r > m− r

|ψ(., r,m)| ≤ n(m− r)

2
+
n(m− r − 1)

2
+
n

2
= n(m− r)

• r = m− r

|ψ(., r,m)| ≤ n(r − 1)

2
+
n(m− r − 1)

2
+
n

2
= nr − n

2
≤ nr

C
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r

Fig. 3.5 � décodage récursif3.4.2 Idée de l'algorithme de décodageSoit fm
r ∈ RM(r,m), nous pouvons écrire cette fonction de la façon suivante :

fm
r (x1, . . . , xm) = fm−1

r (x1, . . . , xm−1) + xm.f
m−1
r−1 (x1, . . . , xm−1)Calculons la dérivée de cette fonction selon la direction em :

Dem
(fm

r (x)) = f(x) + f(x+ em)
= fm−1

r−1 (x1, . . . , xm−1)Ainsi la dérivée d'une fonction d'ordre r en m variables est une fonction d'ordre r− 1 en
m − 1 variables. En choisissant l'ordre lexicographique pour représenter les éléments de
F

m
2 , nous notons en écriture binaire sur m bits : Im = {0, 1, 2, . . . , 2m−1}, et nous avons :

evIm
(fm

r ) = ( evIm−1(f
m−1
r ) , evIm−1(f

m−1
r ) + evIm−1(f

m−1
r−1 ) )

c = ( u , u+ v )D'où :
Dem

(c) = (v, v)Note 8 Pour un vecteur y ∈ F
n
2 , la dérivée selon la direction em est un vecteur de la forme

Dem
y = (z, z), z ∈ F

n
2 , ainsi pour décrire le décodage récursif, nous allons considérer quela motié du vecteur dérivé selon cette direction et notez Dem

y = z.Soit c = (u, u+ v) un mot du code RM(r,m) transmis sur un canal de transmission. Levecteur reçu y ∈ F
n
2 se compose de deux parties de même taille y = (yg, yd).

y = (y1, y2, . . . , yn
2︸ ︷︷ ︸

yg

, yn
2
+1, . . . , yn︸ ︷︷ ︸

yd

) = c+ e



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 72Où e = (eg, ed) est le vecteur d'erreur dû à la transmission sur le canal bruité. Calculonsla dérivée du vecteur reçu selon la direction em :
Dem

(y) = Dem
(c) +Dem

(e)
= v + eg + edDe cette manière, en dérivant un mot erroné d'un code RM(r,m) nous obtenons un moterroné d'un code RM(r−1, m−1) que nous décodons de manière récursive. Si on retrouvebien le mot v ∈ RM(r−1, m−1) nous procédons au décodage de la deuxième composantedu mot reçu :

y + (0, v) = (yg, yd) + (0, v)
= (u+ eg, u+ v + ed) + (0, v)
= (u+ eg, u+ ed)Nous avons deux versions corrompues du mot u ∈ RM(r,m− 1). Dumer dans ses articlesles plus récents a étudié la performance de cette méthode en choisissant de décoder lamoyenne de ces deux instances qui est : yg+(yd+v)

2
et de décoder ce vecteur dans RM(r,m−

1). L'algorithme continue de décoder de façon récursive jusqu'à arriver sur un code simple,un code qu'on sait décoder de façon optimale (code à répétition, code d'ordre-1 RM(1, m),l'espace binaire F
n
2 RM(m,m)).L'algorithme de Dumer fait du décodage souple et du décodage dur. Ainsi nousconsidérons le changement d'un symbole binaire a ⇔ (−1)a, a ∈ F2. De cette manière,nous supposons qu'un mot du code RM(r,m) appartient à l'espace {1,−1}n ce qui signi�eque la somme dans le corps à deux éléments F2 sera transformée en le produit de leursimages :

a+ b⇔ (−1)a(−1)b = (−1)a+b | a, b ∈ F2Dès lors, un mot du code aura la forme c = (u, uv), de manière plus générale noussupposons que le vecteur reçu y ∈ R
n.Les algorithmes récursifs procèdent comme suit. Pour un vecteur y = (yg, yd) :1. Retrouver le mot du code v ∈ RM(r − 1, m− 1).En absence de bruit, nous avons l'égalité v = ygyd (dans les notations d'originecela s'écrivait avec une somme de composants binaires). Dans un canal bruité, nouscalculons d'abord l'estimation noté yv :(3.14) yv = ygydet nous appliquons récursivement notre algorithme de décodage. La sortie del'algorithme est le mot v̂ ∈ RM(r − 1, m− 1) et son vecteur d'information âv.2. Ayant le vecteur v̂ de l'étape 1 de l'algorithme, nous cherchons le bloc u ∈ RM(r,m−

1). Ainsi nous avons deux versions erronées du vecteur u, la partie gauche du motvecteur reçu yg et le vecteur ydv̂ de la partie droite. Ces deux estimations (vecteursréels) sont combinés par leur moyenne(3.15) yu =
yg + ydv̂

2et nous appliquons récursivement notre algorithme de décodage. La sortie del'algorithme est le mot û ∈ RM(r,m− 1) et son vecteur d'information âu.



3.4 Décodage récursif 73Notons que dans ces deux étapes nous ne faisons que calculer les vecteurs intermédiaires
yv et yu en utilisant (3.14) quand le décodeur avance à droite (regarder la �gure-3.5), etutilise (3.15) quand le décodeur avance à gauche.Nous avons décrit précédemment le principe de l'algorithme récursif basé sur laconstruction Plotkin ([39], équation-3.12). Maintenant nous allons discuter des conditionsd'arrêt de cet algorithme. Nous avons dit précédemment que nous arrêtions la récursionquand nous obtenons un mot du code de Reed-Muller que nous savons décoder de façonoptimale (MDD dé�nition-1.5.1).Jusqu'à présent nous connaissons des algorithmes de décodage optimale pour les cassuivants :1. RM(0, m) qui est le code à répétition contient deux mots. Dans ce cas nous prenonsl'algorithme de décodage suivant :

MDDRM(0,g)(y) = (ĉ, â)∣∣∣∣
ĉ = (1, . . . , 1), â = 0 si ∑2g

i=1 yi > 0

ĉ = (−1, . . . ,−1), â = 1 si ∑2g

i=1 yi < 02. RM(m,m) c'est tout l'espace {1,−1}n (ou l'espace F
n
2 dans les notations d'origine).Décoder à minimum distance c'est trouver un des mot les plus proches dans lamétrique euclidienne, et c'est à dire :

MDDRM(h,h)(y) = (ĉ, â)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a = (a1, . . . , a2h) | ai =





1 si yi < 0
0 si yi > 0
0 où 1 si yi = 0

ĉ = (1 − 2 a1, . . . , 1 − 2 a2h) ∈ {1,−1}2h

â = a.G(h, h)−1 (Note : â = a si l'algorithme-7 est utilisé pour l'encodage)3. RM(1, m) c'est le code d'ordre un. Nous le décodons à maximum de vraisemblanceen utilisant l'algorithme-4 FHT.Nous avons principalement deux algorithmes récursifs, le premier c'est Ψ(y, r,m) (algo-8) qui s'arrête sur les codes RM(0, g) et RM(h, h).Algorithme 8 Ψ(y, r,m)Entrée : y = (y1, y2, . . . , yn) = (yg, yd) ∈ R
n.Sortie : â, ĉ.1. si r = 0, (ĉ, â) = MDDRM(0,m)(y).2. si r = m, alors (ĉ, â) = MDDRM(r,r)(y).3. si 0 < r < m.Calculer le vecteur yv = ygyd, et poser (âv, v̂) = Ψ(yv, r − 1, m− 1)Calculer le vecteur yu = (yg+ydv̂)

2
, et poser (âu, û) = Ψ(yu, r,m− 1)4. Le résultat du décodage â = (âu|âv) ; ĉ = (û, v̂û)



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 74le deuxième c'est Φ(y, r,m) (algo-9) qui s'arrête sur les codes RM(1, g) et RM(h, h).Algorithme 9 Φ(y, r,m)Entrée : y = (y1, y2, . . . , yn) = (yg, yd) ∈ R
n.Sortie : â, ĉ.1. si r = 1, décoder y avec l'algorithme-4 FHT.2. si r = m, alors (ĉ, â) = MDDRM(r,r)(y).3. si 1 < r < m.Calculer le vecteur yv = ygyd, et poser (âv, v̂) = Φ(yv, r − 1, m− 1)Calculer le vecteur yu = (yg+ydv̂)

2
, et poser (âu, û) = Φ(yu, r,m− 1)4. Le résultat du décodage â = (âu|âv) ; ĉ = (û|v̂û)En décodage appelé dur (hard-decision decoding) les symboles transmis sur un canalbinaire symétrique (BSC) sont inversés avec une probabilité p. Par contraste, en décodagesouple (soft-decoding) le signal reçu n'est pas arrondi à ±1, en conséquence l'algorithmea de meilleures performances en décodage souple qu'en dur.Le premier algorithme de décodage récursif a été proposé par G. Kabatianskiy [29]en 1990, dans cet article l'auteur a proposé un algorithme de décodage basé sur laconstruction récursive des codes de Reed-Muller, l'algorithme génère de façon récursivele mot de code qui est le résultat du décodage, et le décodage se fait au niveau des codes

RM(0, m) et RM(m − 1, m). La complexité de l'algorithme est de O (nmin(r,m− r))(équation-8 [29])I. Dumer et R. Krichevskiy ont étudié la capacité de correction de l'algorithme dedécodage par vote Majoritaire en décodage souple [13]. Dans cette étude, ils ont analyséla probabilité d'erreur dans les équations de votes (appelé aussi équations de parités).Cette étude a permis d'étudier la capacité de correction de l'algorithme récursif proposépar G. Kabatianskiy [29]. Inspiré de l'algorithme de [29], I. Dumer a proposé dans uncongrès à Monticello en 1999 son premier algorithme de décodage récursif pour les codes
RM(r,m) basé sur la structure de Plotkin de ces codes. La version longue de cet articleest sortie en 2000 [7]. L'algorithme publié dans [7] est celui à l'origine de Φ (algorithme-8)sauf que l'étape de la normalisation (division par 2) de la troisième étape, n'y était pas.



3.4 Décodage récursif 75Lemme 3.4.2 (Lemme 5,[16]) Pour le code RM(r,m), r < m, n = 2m, lesalgorithmes de décodages, Φ(., r,m) et Ψ(., r,m), ont les complexités suivantes :
|Ψ(., r,m)| ≤ 3nmin(r,m− r) + n(3.16)
|Φ(., r,m)| ≤ 2nmin(r,m− r) + n(m− r) + n(3.17)Les deux algorithmes ont une complexité majorée par 3

2
n log2(n).

3.4.3 Capacité de correctionNous allons ici citer les principaux résultats sur l'étude des performances desalgorithmes de décodage récursif, nous conseillons au lecteur intéressé de lire l'étudepuisque nous la trouvons très intéressante. L'étude des performances a évolué depuisl'apparition du premier algorithme récursif en 1999 [11]. La performance sur un canalbinaire symétrique (BSC) est étudiée dans [9] [16] , et pour le canal AWGN dans [13][10].
3.4.3.1 Canal BSCThéorème 3.4.1 (théorème 14, [16]), Pour les codes de Reed-Muller RM(r,m),de grande longueur n = 2m, l'algorithme Φ(., r,m) a une borne de décodageasymptotique (voir Dé�nition-1.6.1) n

2
avec le terme résiduel (m2r+1

n
)1/2r+1.

• Il corrige avec une grande probabilité toute erreur de poids inférieur à
n

2

(
1 − 2r+1

√
m2r+1

n

)

• Avec une probabilité non négligeable il ne corrige pas les erreurs de poidssupérieur ou égale à :
n

2

(
1 − 2r+1

√
2r

n

)



Chapitre 3 : Décodage des Codes de Reed-Muller 76Théorème 3.4.2 (théorème 16, [16]), Pour les codes de Reed-Muller RM(r,m),de grande longueur n = 2m, l'algorithme Ψ(., r,m) a une borne de décodageasymptotique (voir Dé�nition-1.6.1) n
2
avec le terme résiduel (m2r+1

n
)1/2r .

• Il corrige avec une grande probabilité toute erreur de poids inférieur à
n

2

(
1 − 2r

√
m2r+2

n

)

• Avec une probabilité non négligeable il ne corrige pas les erreurs de poidssupérieur ou égale à :
n

2

(
1 − 2r

√
2r

n

)Soit c un mot de code RM(r,m), soit y = c+e, le vecteur reçu, pour une transmissionsur un canal binaire symétrique le vecteur d'erreur e est la réalisation d'une variablealéatoire avec probabilité p = 1
2
(1 − ε). Nous avons vu que la première étape de ces deuxalgorithmes consiste à calculer la dérivée du mot reçu, La dérivée fait augmenter le bruitd'un facteur carré (p = 1

2
(1 − ε2)). Regardez la branche tout à droite de la récursion(�gure-3.5), qui correspond à la dérivée, elle est visitée r-fois dans l'algorithme Ψ(., r,m)et (r− 1)-fois pour Φ(., r,m), pour arriver à un n÷ud que nous savons décoder à distanceminimale. C'est pour cette raison qu'on gagne un facteur carré dans le bruit. En cequi concerne le canal gaussien AWGN , le lecteur intéressé trouvera dans [10] l'étude del'algorithme Φ.3.5 Décodage en listeLe décodage en liste a été introduit par P. Elias dans son article [18]. Soit C un codeet δ un rayon de décodage. Pour un mot reçu y, un décodeur en liste retourne la liste :
LT,C(y) = {c ∈ C : d(y, c) ≤ T}de tous les mots du code C dans une boule de rayon T autour du mot y. Une questionimportante consiste à dé�nir un rayon de décodage maximal pour lequel il existe desalgorithmes de décodage en liste de faible complexité. Il existe une borne qui garantit quela taille de la liste retournée par un décodeur en liste LT,C(y) reste bornée. C'est la bornede Johnson . Soit C[n, d] un code de longueur n et de distance minimale d = δn. Soit

Bn,T (y) = {x : d(x, y) ≤ T} la boule de Hamming de rayon T = ωn centrée sur un point
y. La borne de Johnson limite le nombre de mots de code à(3.18) |LT,C(y)| = |C ∩ Bn,T (y)| ≤ δ

δ − 2ω(1 − ω)à condition que le dénominateur de l'équation (3.18) soit positif.



3.5 Décodage en liste 77La borne de Johnson a été dé�nie dans [34] pour un code binaire (non nécessairementlinéaire). Elle a été généralisée dans [25](théorème 4.2 page 554). Pour un code
RM(r,m) = [n = 2m, k, d = 2m−r] la borne de Johnson (Jr) est la fraction d'erreurlimite au delà de laquelle l'équation 3.18 n'est plus utilisable, donc nous avons :

d = 2m−r ⇒ δ = 2−r

δ − 2Jr(1 − Jr) = 0 ⇒ Jr = 1
2
(1 −

√
1 − 2−r+1)Pour un rayon de décodage Tε(r) = n(Jr − ε) l'équation 3.18 borne la taille de la liste desmots du code RM(r,m) dans un rayon de décodage Tε(r) par la constante suivante :(3.19) |LT,C(y)| = |C ∩Bn,T (y)| ≤ 1

2r+1ε(1 − 2Jr + ε)Ceci est vrai quel que soit le mot reçu y. Notons que cette borne est largement supérieureà la capacité de correction (décodage non ambigu), ceci est véri�é par l'inégalité suivante.
∀r > 0, nous avons :

d

2
+

d

2r+2
≤ nJr ≤

d

2
+

d

2r+1pour le code du premier ordre (r = 1), bien que la transformée de Hadamard(algorithme-4 FHT) soit très rapide, elle est impraticable pour les paramètres qui nousintéressent par exemple m = 64, comme dans la cryptanalyse linéaire du DES. La bornede Johnson J0 = 1
2
, ce qui signi�e qu'un algorithme de décodage en liste réussit à décoderaussi bien qu'un algorithme à maximum de vraisemblance9. Ceci n'est plus vrai pour lesordres supérieurs, donc un algorithme de décodage en liste jusqu'à la borne de Johnson(erreur de poids nJr) réussit à décoder bien au-delà de la capacité de correction descodes de Reed-Muller, mais beaucoup moins qu'un algorithme de décodage à maximumde vraisemblance(voir La �gure 3.6).Pour les codes d'ordre 1, Goldreich et Levin [24] ont publié en 1989 le premieralgorithme de décodage en liste en caractéristique 2, qui a été étendu par Sudan, Rubinfeldet Goldreich [25] aux autres caractéristiques. Ces algorithmes fonctionnent en m étapes. Achaque étape, on teste tous les candidats, et on garde ceux qui ont une chance de provenirde véritables solutions du problème de décodage. Cédric Tavernier a étudié dans sa thèse[54] l'algorithme de Goldreich et Levin. Il a remarqué que la liste des candidats, qui ne sontpas nécessairement des bons candidats et qui vont être éliminés dans les étapes suivantes,au cours de l'algorithme peut dépasser la borne de Johnson, ceci augmente la complexitéde l'algorithme et la mémoire nécessaire à son exécution. Cédric Tavernier a proposé unnouvel algorithme, en modi�ant le critère d'acceptation des candidats à la solution et enutilisant l'algorithme de décodage à maximum de vraisemblance (FHT) comme premièreétape de l'algorithme (trouver rapidement les candidats qui sont des fonctions de quelquespremières variables).9MLD (Maximum Likelihood Decoding) : On appelle décodage à maximum de vraisemblance,l'obtention du mot de code qui a la plus grande probabilité d'être transmis ayant reçu le mot y.



0 2m−r 2m−1t = 2m−r−1 − 1

nJr = 2m−1(1 −
√

1 − 2−r+1) ML

Fig. 3.6 � Les bornes de décodage des codes de Reed-Muller
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Chapitre 4Algorithme de Sidel'nikov et Pershakov
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D
ans ce chapitre nous allons décrire l'algorithme de décodage des codes deReed-Muller d'ordre deux, proposé par Sidel'nikov et Pershakov [50]. C'est unalgorithme de décodage souple. Nous allons analyser sa capacité de correctionpour une transmission sur un canal BSC. Les algorithmes de décodage récursif qui sontplus rapides, ont la même borne de décodage asymptotique, mais pour les codes delongueurs moyennes l'algorithme SP décode plus loin que les algorithmes récursifs. Nousallons présenter cet algorithme et faire l'analyse de sa capacité de correction asymptotique.Nous proposons aussi une simpli�cation de l'algorithme qui a une complexité m2n et quia la même capacité de correction asymptotiquement. Nous expliquerons ensuite la versionparamétrée de l'algorithme SP que les auteurs ont proposé dans leur article.



Chapitre 4 : Algorithme de Sidel'nikov et Pershakov 804.1 Idée de l'algorithmeLe groupe d'automorphismes de RM(r,m), r > 1 (voir 2.4) est l'espace a�ne GA(m)formé de transformations de la forme suivante :
σ : F

m
2 → F

m
2

x 7→ A.xt + αavec A ∈ GLm(F2) une matrice inversible m × m d'éléments de F2, et α ∈ F
m
2 . Nousnotons g(x) 4

= f(A.xt + α). Alors le vecteur ev(g) est un mot du code RM(r,m) et cevecteur est obtenu à partir de ev(f) par une permutation σ de ses coordonnées. Le vecteur
ev(f + g) = ev(f) + ev(g) est aussi un mot du code RM(r,m) .Pour certaines valeurs de A et α le vecteur ev(f + g) est dans un sous code de
RM(r,m) . L'article de V.M.Sidel'nikov et A.S.Pershakov traite le cas A = Im (la matriceidentité). Dans ce cas particulier, nous avons1 :

f(x) + g(x) = f(x) + f(x+ α) = Dα(f)(x)et l'ordre de la fonction Dα(f) est au plus r − 1 (voir propriété-3.1.1). Dans ce cas :
Dα(f) ∈ RM(r − 1, m)De plus, la fonction Dα(f) prend les mêmes valeurs pour les combinaisons x et x+α,alors par un changement de variable adéquat elle dépend de m− 1 variables.Note 9 Nous rappelons que l'algorithme de décodage récursif est basé sur la dérivée dansune direction particulière qui est em, pour une fonction

fm
r (x1, . . . , xm) = fm−1

r (x1, . . . , xm−1) + xm.f
m−1
r−1 (x1, . . . , xm−1)La dérivée s'écrit :

Dem
(fm

r (x)) = fm−1
r−1 (x1, . . . , xm−1) ∈ RM(r − 1, m− 1)Nous considérons l'erreur comme un vecteur qui va être rajouté au mot du code f ∈

RM(r,m), et notons le vecteur reçu y = f + e, ainsi :
Dα(y) = Dα(f) +Dα(e)1La fonction dérivée voir dé�nition-3.1.1, page-46



4.2 Reed-Muller d'ordre 2 81Notons bien que le nombre d'erreurs dans Dα(y) est plus grand que dans y, mais comme
Dα(y) ∈ RM(r − 1, m) alors nous pouvons décoder Dα(y) plus simplement que y. Dansce qui suit nous allons exploiter plus en détail cette idée pour le code RM(2, m).4.2 Reed-Muller d'ordre 2Nous allons décrire l'algorithme de décodage pour RM(2, m), C'est un code delongueur n = 2m, de dimension k = 1 +

(
m
1

)
+
(

m
2

), et de distance minimale d = 2m−2.Un mot de RM(2, m) correspond à une fonction f(x) de degré deux de la forme :
fa(x) = fa(x1, · · · , xm)

=
∑

i<j aijxixj +
∑

i ai.xi + a0 , i, j = 1 · · ·m, aij , ai ∈ F2.la fonction d'encodage est la suivante :
Cm : F

k
2 → F

n
2

a 7→ ev(fa) = ( fa(α1), · · · , fa(αn))tels que
{α1, · · · , αn} = F

m
2et

a = (a0, a1, · · · , am, a12, a13, · · · , a1m, a23, · · · , a2m, · · · , am−1.m)Après transmission du vecteur de code ev(fa) ∈ RM(2, m) nous recevons le vecteur
y = (yα1, · · · , yαn

),Cherchons l'e�et de la dérivée sur les mots de code RM(2, m). Nous avons :
fa(x) = fa(x1, · · · , xm)

=
∑

i<j aijxixj +
∑

i aixi + a0 , i, j = 1 · · ·m, aij, ai ∈ F2.

= x.L.xt + l.xt + a0Où :
l = (a1, . . . , am)

L =




0 a12 · · · a1m

0
. . . . . . ...... . . . . . . am−1,m

0 · · · 0 0




Dα(f)(x) = f(x) + f(x+ α)
= x.L.xt + l.xt + a0 + (x+ α).L.(x+ α)t + l.(x+ α)t + a0

= a0 + f(α) + α.(L+ Lt).xt

= tα + α.B.xt



Chapitre 4 : Algorithme de Sidel'nikov et Pershakov 82avec
B = L+ Lt =

Bt
1︷︸︸︷ Bt

2︷︸︸︷ Bt
m︷︸︸︷




0 a12 · · · a1m

a12
. . . . . . ...... . . . . . . am−1,m

a1m · · · am−1,m 0




α = (α1, · · · , αm) x = (x1, · · · , xm)

où tα = a0 + f(α) ∈ F2, et α.B = (α.Bt
1, . . . , α.B

t
m) ∈ F

m
2 .Le vecteur Dα(f) = tα +α.B.xt, est un mot de code RM(1, m). Nous nous intéressonsà la partie linéaire des dérivées de la fonction (α.B).Soit Bi la ligne i de la matrice B, la matrice ( (α1.B

t)t, (α2.B
t)t, . . . , (αn.B

t)t) ∈
Mm×n(F2) a la forme suivante :

(α1.B)t

︷︸︸︷ (α2.B)t

︷︸︸︷ (αn.B)t

︷︸︸︷


α1.B
t
1 α2.B

t
1 · · · αn.B

t
1

α1.B
t
2 α2.B

t
2 · · · αn.B

t
2... ... · · · ...

α1.B
t
m α2.B

t
m · · · αn.B

t
m




Les lignes de cette matrice sont des mots du code Reed-Muller d'ordre-1.Regardons maintenant comment il est possible de décoder un mot erroné y = c+e, c ∈
RM(2, m) où e est le vecteur d'erreur. Le décodage c'est retrouver les bits d'informations
a ∈ F

k
2, tels qu'on estime que ev(fa) = c. Nous illustrons le décodage par le schéma 4.1.et nous décrivons la procédure de décodage comme suit :



4.2 Reed-Muller d'ordre 2 83Mot du code Vecteur erroné
fa(x) = x.L.xt + l.xt + a0 ∈ RM(2, m) y = c + e ∈ F

n
2 , c = ev(fa)

∀α ∈ {α1, . . . , αn} ∀α ∈ {α1, . . . , αn}
Dα(f)(x) = tα + α.B.xt ∈ RM(1, m), Dα(y) = Dα(c) +Dα(e) ⇒
α.Bt ∈ F

m
2 bα = MDD(Dα(y)) = α.B + ẽα

(α1.B
t
1, . . . , αn.B

t
1) ∈ RM(1, m) yB1 = ( (bα1)1, . . . , (bαn

)1) MDD→ B̃1... ...
(α1.B

t
m, . . . , αn.B

t
m) ∈ RM(1, m) yBm

= ( (bα1)m, . . . , (bαn
)m) MDD→ B̃m

dl(f, g)
4
= min{dH(f, g), dH(f, g + 1)}, f, g ∈ F

n
2

aij = (Bi)j = (Bj)i ãij =

{
(B̃i)j si dl(yBi

, x.B̃i
t
) < dl(yBj

, x.B̃j
t
)

(B̃j)i sinon
fa(x) + x.L.xt = l.xt + a0 ∈ RM(1, m) y + ev(

∑
i<j ãij .xi.xj)

MDD→ ã0, ã1, . . . , ãmSoit y le mot reçu, nous commençons par calculer sa dérivée Dα(y) dans toutes lesdirections possibles α ∈ F
m
2 , nous décodons ces dérivées par un algorithmeMDD (pour lescodes d'ordre-1 on sait décoder de façon optimale FHT ), nous obtenons une estimation

bα ∈ F
m
2 de la combinaison linéaire (α.B) des bits d'informations d'ordre deux aij etde la direction de la dérivation α. Les vecteurs yBi

composés des coordonnées i desestimations bα sont des versions corrompues des mots d'ordre 1 (ev(x.Bt
i) ∈ RM(1, m)).En les décodant avec un algorithme optimal nous obtenons les estimations B̃i dont lacoordonnée j est une estimation du bit d'information aij .Ayant deux estimations pour chaque bit d'information, nous faisons le choix selon ladistance du résultat du décodage B̃i et du vecteur corrompu yBi

.Dans les vecteurs yBi
nous nous intéressons à la composante linéaire, c'est pourquoi nouschoisissons la distance dl invariante par la translation +1, c'est-à-dire que si f et g sontdeux fonctions booléennes alors :

dl(f, g)
4
= min{dH(f, g), dH(f, g + 1) = min{dH(f, g), n− dH(f, g)} , f, g ∈ F

n
2 .Nous dé�nissons la sûreté notée R d'un résultat de décodage par la distance dl entre lemot du code retourné par l'algorithme et l'entré y (le mot du code erroné). La sûreté asa valeur maximum si les deux vecteurs sont identiques ou complémentaires R(f, f) =

R(f, f+1) = n, et dans le cas spécial des mots d'ordre-1, cela veut dire que les deux motsont la même composante linéaire.Nous avons utilisé la sûreté pour choisir une des deux valeurs estimées pour chaquebit d'information d'ordre deux aij . Regardons le schéma de l'algorithme dans la �gure-4.1. Nous pouvons associer aussi une valeur de sûreté pour chaque résultat de décodage,



Chapitre 4 : Algorithme de Sidel'nikov et Pershakov 84en particulier ici pour les bα, et utiliser cette valeur dans l'algorithme dans la suite duprocessus de décodage.Nous dé�nissons la sûreté dans une direction α par la formule :
Rα = R( Dα(y) , ev(bα.x)) , bα = MDDRM1(Dα(y)) .Ainsi, nous avons une information en plus à exploiter ; nous avons vu le décodage soupledans le premier chapitre et dans le deuxième nous avons décrit des algorithmes de décodagesouple, notamment l'algorithme FHT et les algorithmes récursifs. Nous allons maintenantdécrire l'algorithme de décodage souple des codes de Reed-Muller d'ordre deux.

Donnée
y = c+ e

→





Dα1y...
Dαn

y

c=a0+l.xt+x.L.xt

L=(aij)1≤i<j≤m

B=L+Lt

l=(a1,...,am)

Dα(y)=tα+α.B.xt+Dα(e)

tα∈F2

bα1 = α1.B + ẽα1...
bαn

= αn.B + ẽαn

-

-

-

MDDRM1

MDDRM1

MDDRM1L | y + x.L.xt a0, lRésultat
a = a0, l, L

Fig. 4.1 � Schéma de l'algorithme de décodage des codes de Reed-Muller d'ordre deux
4.3 Algorithme de décodageL'algorithme fait du décodage souple et dur, ainsi nous considérons le changementd'un symbole binaire a ⇔ (−1)a, a ∈ F2. De cette manière, nous supposons qu'un motdu code RM(r,m) appartient à l'espace {1,−1}n ce qui signi�e que la somme dans lecorps à deux éléments F2 sera transformée en le produit de leurs images :

a+ b⇔ (−1)a(−1)b = (−1)a+b | a, b ∈ F2L'algorithme de décodage souple prend en entrée le vecteur réel reçu Y = (Yα1 , · · · , Yαn
) ∈

R
n. Dans ce cas la dérivée vaut :

Dα(Y ) = (Yα1+αYα1, · · · · · · , Yαn+αYαn
)et se déroule de la manière suivante :



4.3 Algorithme de décodage 85Algorithme 10 SP (y,m).Donnée : Y = (Yα1, . . . , Yαn
) ∈ {−1, 1}n.Résultat :a = (a0, a1, . . . , am, a12, a13, . . . , a1m, a23, . . . , a2m, . . . , am−1.m)1. Pour tout α ∈ F

m
2 , α 6= 0, calculer

Zα = (Yα1+αYα1, · · · · · · , Yαn+αYαn
), Zα

i = Yαi+αYαi2. Pour tout α ∈ F
m
2 , α 6= 0, trouver la fonction linéaire

bα(x) = bα.x
t =

m∑

i=1

(bα)i xiqui maximise la fonctionnelle
|(Zα, C(x))| = |

n∑

i=1

Zα
i .(−1)C.αi| , C ∈ F

m
2On note bα = ( (bα)1, · · · , (bα)m) , Rα = |(Zα, bα(x))|, et R0 = 0.3. Pour i = 1 · · ·m, calculer les fonctions linéaires Bi(x) = Bi.x

t =∑m
j=1(Bi)jxj , avec (Bi)i = 0 qui maximisent la fonctionnelle

Ti(a(x)) =

n∑

j=1

Rαj
(−1)a.αj

t+(bαj
)itel que a est une fonction linéaire de m variables a(x) = a.xtCalculer di = Ti(Bi(x)), et noter que

Bi = ((Bi)1, · · · , (Bi)i−1, 0, (Bi)i+1, · · · , (Bi)m)4. Trouver aij , avec
aij =

{
(Bi)j si di ≥ dj

(Bj)i si di < djces valeurs dé�nissent π(x) =
∑

i<j aijxixj .5. Chercher la fonction linéaire l0(x) =
∑m

i=1 aixi + a0 qui maximise lafonctionnelle (Y, π(x) + l(x)).Le résultat de décodage est le vecteur
a = (a0, a1, · · · , am, a12, a13, · · · , a1m, a23, · · · , a2m, · · · , am−1.m)tel que : fa(x) = π(x) + l0(x)



Chapitre 4 : Algorithme de Sidel'nikov et Pershakov 864.4 Analyse de l'algorithme SPNous allons, dans un premier temps, faire l'analyse de l'algorithme. Cette analyseest similaire à celle qui est faite dans 3.2.2.2. Ensuite nous calculons la probabilité decorrection en fonction du poids de vecteur d'erreur.Nous transmettons ev(fa) et soit y = (yα1 , · · · , yαn
) le mot reçu. Le décodage c'estretrouver les bits d'informations (a0, a1, · · · , am, a12, · · · , a1m, a23, · · · , am−1,m) à partir duvecteur y. La fonction fy associée au vecteur y est dé�nie de la façon suivante :

fy : F
m
2 → F2

α 7→ yαDé�nissons l'opérateur U suivant :
U : Fm → {−1, 1}n

f 7→ Uf = ( (−1)f(α1), · · · , (−1)f(αn))Et comme Fm ≡ F
n
2 , nous donnons la dé�nition de l'opérateur U sur l'espace vectoriel

F
n
2 :

U : F
n
2 → {−1, 1}n

a 7→ Ua = ( (−1)aα1 , · · · , (−1)aαn)� L'entrée de l'algorithme est le vecteur Y = Ufy
.� La première étape de l'algorithme c'est le calcul de Zα, pour tout α ∈ F

m
2 .le vecteur reçu y = fy est le vecteur fa sur lequel des erreurs de transmission ontété rajoutées.

fy = fa + e, e = (eα1 , · · · , eαn
)donc :

Ufy
= Ufa+e = Ufa

.Ue

Dα(e) = (eα1 + eα1+α, · · · , eαn
+ eαn+α)

Dα(fa)(x) = tα + α.B.xt , tα ∈ F2, lα(x) = αB.x
tet le vecteur Zα s'écrit alors :

Zα = Ufy(x)+fy(x+α)

= UDα(fy)

= UDα(fa)+Dα(e)

= UDα(fa)+ê , ê = Dα(e)
= (−1)tα Ubα(x).Uê , bα(x) = α.B.xt� La deuxième étape qui consiste à maximiser la fonctionnelle |(Zα, C(x))|, pour

C(x) = C.x une fonction linéaire. Ce calcul est identique à celui de la transforméed'Hadamard2 et nous avons :( Zα, C(x)) =
∑

β∈F
m
2
Zα

β .(−1)C.β

= Ẑα(C)2La transformée d'Hadamard est dé�nie dans 3.2.2.2



4.4 Analyse de l'algorithme SP 87le vecteur Zα est le vecteur erroné du vecteur UDα(fa),Ce qui implique :
max
C∈F

m
2

|(Zα, C(x))| = max
C∈F

m
2

|Ẑα(C)|Par conséquence, le résultat noté bα(x) est la fonction linéaire à distance minimalede yNotons que le terme Rα dans l'algorithme signi�e :
Rα = |Ẑα(bα)| = |n− 2.d( Zα(x), bα(x)) |Dans le cas de transmission sans erreur e = 0 la valeur de Rα sera le plus élevéepuisque ∀C ∈ F

m
2 , Ẑ

α(α.B) ≥ Ẑα(C), dans ce cas Rα = n� L'expression utilisée dans la troisième étape pour décoder les m mots( (bα1)i, · · · , (bαn
)i) , i = 1 · · ·mest pondérée par les coe�cients de sûreté (Rα1 , . . . , Rαn

)

Ti(a(x)) =
n∑

j=1

Rαj
(−1)a(αj )+(bαj

)i , a(x) = a.xt� Ensuite nous trouvons dans la troisième étape les estimations des bits d'informations
(aij).� Et dans les deux dernières étapes Nous retrouvons les estimations des a0, · · · , am−1,avec l'algorithme de décodage à distance minimale.Nous allons maintenant étudier la complexité de cet algorithme ainsi que sa capacitéde correction, qui est évaluée par le calcul de la borne de décodage asymptotique.Théorème 4.4.1 Pour le code de Reed-Muller d'ordre deux RM(2, m), degrande longueur n = 2m, l'algorithme SP (., m) a une borne de décodageasymptotique :

SP2 =
n

2

(
1 − 4

√
4 ln(2)

m

n

)Ce qui signi�e : La probabilité que l'algorithme décode un mot du code erronéavec une erreur de poids t < SP2, tend vers 1.
B Preuve : Soit p = 1−ε

2 , ε > 0, la probabilité d'erreur dans un canalbinaire symétrique, f(x) =
∑

i<j aij .xi.xj +
∑

i ai.xi + a0 , i, j = 1 · · ·m, ev(f) =(f(α1), · · · , f(αn)), f ∈ RM(2,m), après transmission de ce vecteur sur un canal
BSC, nous recevons le vecteur

y = f + e, e = (eα1 , · · · , eαn)tel que :
Pr [eα = 1] = p , ∀α ∈ F

m
2



Chapitre 4 : Algorithme de Sidel'nikov et Pershakov 88Notons ê = Dα(e) = (eα1 + eα1+α, · · · , eαn + eαn+α), et nous obtenons ainsi
Dα(y) = Dα(f) + êPour α ∈ F

m
2 , α 6= 0, soit w = w(ê), .Nous allons calculer l'espérance et la variance de la variable aléatoire w. les eαi

est uneréalisation d'une variable aléatoire X suivant la loi de Bernoulli(p), Ainsi
∀α ∈ F

m
2 , Pr [eα = 1] = Pr [X = 1] = pPour α 6= 0, les deux réalisations eβ et eβ+α, de la variable aléatoire X sontindépendantes, et nous pouvons exprimer la probabilité d'erreur dans le vecteur dérivé

Dα(e) en fonction de p :
p̂ = Pr [êβ = 1]

= Pr [eβ + eβ+α = 1]
= Pr [eβ = 1]Pr [eβ+α = 0] + Pr [eβ = 0] Pr [eβ+α = 1]
= 2p(1 − p)
= 1

2(1 − ε2)Ainsi l'erreur dans le vecteur Dα(e) est la réalisation d'une variable aléatoire, qu'onnote X̂ suivant la loi de Bernoulli avec le paramètre p = 1
2(1 − ε2).Soit t le poids du vecteur d'erreur e (wt(e) = t), donc

0 ≤ w = wt(ê) ≤ 2tPuisque nous avons l'égalité suivante :
eαi

+ eαi+α = e(αi+α) + e(αi+α)+αSoit w = wt(ê), donc w
2 est la somme de n

2 variables aléatoires indépendantes, ce quiimplique que w
2 suit la loi binomiale (voir Annexe-A), la moyenne µw et la variance σ2

wvalent :
µw = E(2X̂)

= 2 E(X̂)
= n

2 p̂
= n

2 (1 − ε2)

σ2
w = V ar(2X̂)

= 4 V ar(X̂)
= 4 n

2 p̂(1 − p̂)
= n

2 (1 − ε4)Le vecteur dérivé du mot reçu y, est décoder avec un algorithme MDD de RM(1,m)(algorithme-4), c'est un algorithme de décodage à distance minimale, alors d'aprèsle théorème-3.2.1 (voir dé�nition-3.2.2), nous savons que la borne de décodageasymptotique du code de Reed-Muller d'ordre-1 vaut :
ML1 =

n

2

(
1 − 2

√
ln(2)

m

n

)



4.4 Analyse de l'algorithme SP 89Calculons, maintenant, la probabilité que le poids du vecteur d'erreur w dans le vecteurdérivé reste borné, quand m 7→ ∞ :
Pr [w ≥ML1] = Pr [w − µw ≥ML1 − µw]

= Pr


w −E(w) ≥ n

2

(
ε2 − 2

√
ln(2)

m

n

)

︸ ︷︷ ︸
δ


pour ε =

√
`
√

m
n , où, ` est une constante, ` > 2

√
ln(2), en utilisant l'inégalité deChebyshev (voir Annexe-A), nous obtenons :

Pr [w ≥ML1] ≤ (σ2
w

δ2 )

≤ 1
2

n
2
(1−ε4)

(n
2 (ε2−2

√
ln(2)m

n ))2

≤ 1

m
�
`−2

√
ln(2)

�2 −−−−→
m→∞

0Nous avons en résultat qu'en choisissant α aléatoirement dans F
m
2 , avec une grandeprobabilité nous aurons un vecteur Dα(y) où le poids d'erreur dans ce vecteur estplus petit que la borne de décodage asymptotique de l'algorithme FHT , et il seracorrectement décodé et nous arrivons à retrouver tous les bits d'informations d'ordredeux aij , 1 ≤ i < j ≤ m.Ensuite nous décodons le vecteur y + ev(

∑
i<j aij .xi.xj) avec l'algorithme FHT , dansce vecteur le poids de l'erreur wt(e) = n

2 (1 −
√
`
√

m
n ) < ML1. alors il est corrigible,et nous retrouvons tous les bits d'informations.C.Q.F.D CEt en ce qui concerne la complexité de l'algorithme nous avons le lemme suivant.Lemme 4.4.1 Pour le code RM(2, m), m > 2, n = 2m, l'algorithme de décodage

SP (., m) a la complexité suivante :
|SP (., m)| ≤ n2(2 log2(n) + 1) + n(log2(n))2

≈ O(n2 log2(n))

B Preuve : La première étape de l'algorithme coûte n2 additions modulo deux pourcalculer les vecteurs Zα, ∀ α ∈ F
m
2 .Dans la deuxième étape nous utilisons l'algorithme de décodage en maximum devraisemblance pour décoder les Zα, cela revient à calculer le max de la fonctionnelle

|(Z(α), C(x))|, En conséquence le coût pour chaque α est de n log2(n)La troisième, nécessite n2 log2(n)Dans la quatrième nous faisons m(m−1)
2 comparaisons pour sélectionner les aij. et dansla dernière nous avons besoin d'encoder π(x) qui vaut n m(m−1)

2 et n additions pourformer le vecteur y + π et en�n n log2(n) opérations pour décoder y + π et retrouver



Chapitre 4 : Algorithme de Sidel'nikov et Pershakov 90tous les bits d'informations.
|SP (.,m)| = n2 + n2 log2(n) + n2 log2(n) + (n+ 1)

m(m− 1)

2
+ n+ n log2(n)la complexité se réduit à O(m n2).

CDans le calcul de la borne de décodage asymptotique nous avons utilisé le fait que dans ladérivée du mot reçu, l'erreur ne dépasse pas la borne de décodage de l'algorithme FHTdu code RM(1, m), ainsi nous pouvons atteindre la même borne avec un algorithme quicalcule un nombre su�sant de dérivées (en l'occurrence m) et c'est ce que nous allons voirtout de suite.Il est très logique de croire que l'algorithme SP corrige plus loin que cette borne mais iln'est pas évident de prouver ce fait. Les résultats expérimentaux appuient notre intuition.4.5 Les Variantes de l'algorithme de décodageNous allons exposer, dans ce qui suit, une optimisation possible pour cet algorithmepour réduire la complexité à O(nm2). L'algorithme de décodage SP (., m), revient àdécoder nmots de RM(1, m) (les dérivées du vecteur reçu Zα, pour tout α dans F
m
2 ). Noussavons que dans le calcul même de la borne de décodage asymptotique, pour tout moterroné avec une erreur de poids plus faible que cette borne, nous retrouvons correctementtoutes les dérivées. De ce fait, pas besoin de calculer toutes les dérivées, nous pouvonsnous satisfaire d'une base de l'espace F

m
2 .4.5.1 La base canonique de F
m
2Prenons (ei)i=1···m la base canonique de l'espace F

m
2 , pour une fonction d'ordre deux :

f(x) =
∑

i<j

aij .xi.xj +
∑

i

ai.xi + a0 , i, j = 1 · · ·m, aij , ai ∈ F2.Soit
B =




0 a12 · · · a1m

a12
. . . . . . ...... . . . . . . am−1,m

a1m · · · am−1,m 0


et Bt

i la colonne i de la matrice B, Bi = eiB tel que ei = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
m−i

).Par conséquent :
Dei

(f)(x) = ai + ei.B.x
t

= ai +Bi.x
t



4.5 Les Variantes de l'algorithme de décodage 91Donc pour un mot reçu y = fa + e, le vecteur Dαi
(y), est un mot erroné du code

RM(1, m), nous décodons ce vecteur avec un algorithme de décodage à distance minimale,cela nous donne des estimations des bits d'informations aij .Maintenant, nous allons retrouver la matrice B à partir des Bi. Nous obtenons les (ai)avec un décodage à distance minimale ensuite.D'où l'algorithme suivant :Algorithme 11 SPS(y,m).1. Pour i = 1 · · ·m, calculer Zei
= (Yα1+ei

Yα1, · · · · · · , Yαn+ei
Yαn

)2. Pour i = 1 · · ·m, Bi = FHT (Zei
).Noter Bi = ((Bi)1, · · · , (Bi)m), Ri = dl(Zei

, ev(Bi.x
t)) donnée aussi parl'algorithme FHT .3. Trouver aij , avec

aij =

{
(Bi)j si Ri ≥ Rj

(Bj)i si Ri < Rjces valeurs dé�nissent π(x) =
∑

i<j aijxixj .4. Chercher la fonction linéaire l0(x) =
∑m

i=1 aixi+a0 qui maximise la fonction
(Y, π(x) + l(x)).Le résultat de décodage est le vecteur

a = (a0, a1, · · · , am, a12, a13, · · · , a1m, a23, · · · , a2m, · · · , am−1.m)tel que : fa(x) = π(x) + l0(x)La complexité de cet algorithme est m2n +m2 +mn = O(m2n).

Note 10 La deuxième et la troisième étape de l'algorithme 10 ont été remplacées en uneseule étape dans cet algorithme, dans cette deuxième étape nous trouvons deux valeursprobables pour chaque aij et nous garderons la valeur la plus probable en comparant les
Ri.



Chapitre 4 : Algorithme de Sidel'nikov et Pershakov 92Théorème 4.5.1 Pour le code de Reed-Muller d'ordre deux RM(2, m), delongueur n = 2m, l'algorithme SPS(., m) a la même borne de décodageasymptotique que celle de SP (algorithme-10) :
SP2 =

n

2

(
1 −

√
2
√

ln(2) 4

√
m

n

)et l'algorithme corrige avec une grande probabilité toute erreur e de poidsinférieur à cette borne wt(e) < SP2.
B Preuve : Nous procédons de la même façon que dans le théorème-4.4.1, pourune transmission sur un CBS avec une probabilité d'erreur p = 1

2(1 − l 4
√

m
n ) pour

l >
√

2
√

ln(2). Nous avons vu que pour tout α dans F
m
2 , avec une grande probabiliténous aurons un vecteur Dα(y) où le poids d'erreur dans ce vecteur est plus petit que laborne de décodage asymptotique de l'algorithme FHT , et il sera correctement décodé etnous arrivons à retrouver tous les bits d'informations d'ordre deux aij, 1 ≤ i < j ≤ m.Ensuite nous décodons le vecteur y + ev(

∑
i<j aij .xi.xj) avec l'algorithme FHT , dansce vecteur le poids de l'erreur wt(e) < ML1. alors il est corrigible, et nous retrouvonstous les bits d'informations.

C4.5.2 Algorithme de décodage paramétréL'algorithme de décodage SP (., m) résout le problème de décodage d'un mot de
RM(2, m) en e�ectuant n + m fois le décodage dans le code du premier ordre. Le code
RM(1, m) de longueur n = 2m est décodé avec l'algorithme-4 FHT , qui nous fournit passeulement le mot le plus proche (ou le plus probable pour les canaux BSC, AWGN),mais aussi la distance à tous les mots du code. Nous pouvons donc sélectionner une listedes mots les plus proches.Quand le poids du vecteur d'erreur est assez important dans la dérivée, le mot leplus proche du vecteur dérivé erroné n'est pas nécessairement la bonne valeur. Commel'algorithme FHT peut nous donner la liste des mots les plus proches, la question se posede comment pouvoir utiliser cette liste pour améliorer le décodage. Ainsi l'algorithmeparamétré SP (., s, h, r) tient compte de la liste des s-mots les plus proches de chaquedérivée.Soit fa =

∑
i<j aij .xi.xj +

∑
i ai.xi + a0 un mot du code en transmettant c = ev(fa) nousrecevons le vecteur erroné y = c+ e. Nous avons :

Dαfa(x) = tα + α.B.xt.avec une constante, tα ∈ F2, et une matrice B ∈ Mm×m composée des bits d'informationsd'ordre deux aij , 1 ≤ i, j ≤ m. dans le mot dérivé, la partie linéaire α.B est essentielle à



4.5 Les Variantes de l'algorithme de décodage 93l'algorithme de décodage, c'est une combinaison linéaire des bits d'informations. Notonsl'équation de linéarité véri�ée par les parties linéaires des dérivées :(4.1) α.B + β.B + (α + β).B = 0 , α, β ∈ F
m
2 .où la somme + est l'addition (composante à composante) dans l'espace vectoriel F

m
2 . C'estintéressant de pouvoir utiliser cette équation à �n d'améliorer le décodage. Cette équationsera utilisée pour augmenter ou diminuer la valeur de sûreté associée à chaque dérivée.Nous allons maintenant décrire l'algorithme de décodage paramétré pour un mot reçu

y = c+ e, avec les deux paramètres s ≥ 1 et h ≥ 0 :1. pour une transmission sur un canal BSC, nous considérons en entrée le vecteur réel
Y = U(y) (voir équation-4.4 pour la dé�nition).2. Pour toutes les directions possibles α ∈ F

m
2 , nous calculons la dérivée selon chaquedirection Dα(Y ), nous décodons ce vecteur avec l'algorithme FHT en prenant encompte les s mots les plus proches que nous notons b1α, . . . , bsα avec leurs valeurs desûreté respective R1

α, . . . , R
s
α, rappelons que la valeur de sûreté vaut :

Rα = |n− 2.d( Dα(y)(x), bα(x)) |3. Soit D0 < 1 < D1 deux constantes, e�ectuer h fois un ra�nement sur les
R1

α, . . . , R
s
α qui dépend de la façon dont les mots biα véri�ent l'équation de linéarité4.1, de la façon suivante :

Ri
α(β) =





D0R
i
α si ∃/1 ≤ j, k ≤ m, β ∈ F

m
2 | biα + bjβ + bkα+β = 0

D1 max

{
Rα+Rj

β
+Rk

α+β

3
| biα + bjβ + bkα+β = 0 , 1 ≤ j, k ≤ s

} sinon
Ri

α = (n− 2)−1
∑

β∈F
m
2 /{0,α} Ri

α(β)le but de cette étape dans l'algorithme est d'accroître la valeur de sûreté des bαvéri�ant l'équation de linéarité 4.1.4. Choisir les bα avec un maximum de sûreté :
bα = biα , Rα = Ri

α | Ri
α ≥ Rj

α , 1 ≤ j ≤ s.5. Continuer le décodage comme dans l'algorithme-10 SPLe schéma-4.2, montre le processus de décodage.Les auteurs de l'article [50] n'ont pas analysé cet algorithme. Notez bien que pourdes paramètres s = 1, h = 0 nous obtenons l'algorithme sous sa forme simpli�ée présentéauparavant (algorithme-10) pour lequel nous avons analysé la capacité de correction. Lecoût de l'algorithme SP (., s, h,m) est O ((m+ hs3)n2).
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Donnée
Y

→





Dα1Y.........
Dαn

Y





b1α1
, R1

α1
→ →...

bsα1
, Rs

α1
→ →





b1αn
, R1

αn
→ →...

bsαn
, Rs

αn
→ →

-

-

MDD

MDD

Résultata




b1α1
, R1

α1...
bsα1
, Rs

α1

max
=⇒ bα1 , Rα1





b1αn
, R1

αn...
bsαn

, Rs
αn

max
=⇒ bαn

, Rαn

Ra�nement répété h fois︷ ︸︸ ︷

Fig. 4.2 � Schéma de l'algorithme paramétré SP (., s, h, r) de décodage du code RM(2, m)
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C

e chapitre a fait l'objet de deux publications [33] qui furent présentées àInternational Workshop on Algebraic and Combinatorial Coding Theory (ACCT)en Juin 2004, et [45] accepté à ITW2005 (IEEE ITSOC Information TheoryWorkshop 2005 on Coding and Complexity). Nous allons commenter le décodage des codesde Reed-Muller d'ordre deux pour donner une borne sur la probabilité de bien décoderdans RM(2, m) une dérivée d'un vecteur au delà de la borne de décodage asymptotiquedes algorithmes récursifs. Nous ferons ensuite une étude sur le décodage souple. Nousdé�nissons ensuite un code non binaire qui nous servira pour commenter l'algorithme
SP , et nous décrivons notre algorithme en donnant une explication à la modi�cationapportée à l'algorithme d'origine. Nous donnons une preuve que les algorithmes SP et lenôtre font du décodage borné (jusqu'à capacité de correction).



Chapitre 5 : Algorithme de Sidel'nikov et Pershakov Modi�é 965.1 Commentaire général sur le décodage de RM(2,m)Nous avons présenté dans ce manuscrit tous les algorithmes existant jusqu'àmaintenant pour le décodage du code RM(2, m). Ils sont basés tous sur la dérivationdu vecteur à décoder, cette opération fait augmenter le bruit d'un facteur carré (voirFIG.5.1). Nous établissons le lemme suivant :Lemme 5.1.1 Pour une transmission sur un canal BSC (p = 1
2
(1 − ε)

) avec ε ≤
4
√
`m

n
où ` < 4 ln(2). La probabilité de bien décoder dans RM(1, m) la dérivée duvecteur reçu tend vers zéro quand la longueur du code tend vers l'in�ni.

B Preuve : La borne du décodage asymptotique du code RM(1,m) est ML1 =
n
2

(
1 −

√
4 ln(2)m

n

) (dé�nition-3.2.2). Soit w la variable aléatoire représentant le poidsde l'erreur dans la dérivée, elle suit la loi binomiale avec µw = n
2 (1−ε2) et σ2

w = n
2 (1−ε4),nous avons :

Pr [w < ML1] = Pr [µw − w > µw −ML1]
< Pr [|w − µw| ≥ µw −ML1]

≤ σ2

(µw−ML1)2

≤ n
2|µw−ML1|2

≤ 1
cm , c =

(
√

4 ln(2)−
√

`)2

2Une dérivée est décodée dans le code RM(1,m) et elle sera correctement décodéeavec un algorithme de décodage à maximum de vraisemblance si w < ML1, ainsi laprobabilité de bien décoder une dérivée vaut au plus 1
cm , ce qui tend vers zéro quand

m→ +∞ C

0101111000100111...1101011100001101y
00011010.. 11010110..10001001..

0110..De1De2y

a12

De1
De2

Dem

De1

Code
RM(2, m)

RM(1, m)

RM(0, m)

Bruit
1
2
(1 − ε)

1
2
(1 − ε2)

1
2
(1 − ε4)

Fig. 5.1 � Décodage des codes de RM(2, m)Ce lemme nous indique que l'algorithme de Dumer (décodage récursif) ne pourra pasdécoder au delà de la capacité de correction des algorithmes SP . Le théorème-3.4.2 donne
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n
2
(1 − 4

√
16m

n
) comme borne de décodage asymptotique pour le code RM(2, m), mais nenous précise pas si cette borne est stricte. Le lemme-5.1.1 donne une majoration de laborne de décodage asymptotique stricte de décodage récursif de l'algorithme-9 noté D2 :

D2 ≤
n

2

(
1 − 4

√
4 ln(2)

m

n

)

5.2 Préliminaire sur le décodage soupleNous considérons ici un canal de transmission probabiliste sans mémoire, que nousnotons CTP , tel que à l'entrée nous avons des symboles binaires xi, et la variable desortie pi prend ses valeurs dans un intervalle [0, 1]. Pour chaque valeur reçue nous faisonsle choix suivant :� si pi ≥ 1
2
alors yi = 1, p1(yi) = Pr [Y = 1 | X = 1] = pi� si pi <

1
2
alors yi = 0, p0(yi) = Pr [Y = 0 | X = 0] = 1 − piSoit X,Y les variables aléatoires représentant l'entrée et la sortie respectivement :(5.1) CTP : X 7−→ Y

xi −→ yi, pyi
= Pr [Y = yi | X = yi] ≥ 1

2Une fois que nous avons la probabilité que le bit reçu vaut un, nous avons la deuxièmeprobabilité, puisque la probabilité est dé�nie telle que Pr [yi|1]+Pr [yi|0] = 1. Nous notons
p0(yi) = Pr [yi|0] et p1(yi) = Pr [yi|1].Soient C un [n, k]-code binaire linéaire de longueur n = 2m et {β1, . . . , βn} = F

m
2 .Après transmission d'un mot du code sur un canal CTP , nous recevons le vecteur

y = (yβ1, . . . , yβn
) avec les probabilités associées. Le décodage optimal (MLD) consiste àtrouver un mot du code c = (cβ1, . . . , cβn

) qui maximise la probabilité Pr [y|c] (voir 3.2)avec
Pr [y|c] =

n∏

β∈F
m
2

Pr [yβ|cβ]De manière similaire à l'étude du décodage souple fait dans [4], maximiser Pr [y|c] estéquivalent à maximiser l'expression suivante :
M(c) = a

∑
β∈F

m
2

log Pr [yβ|cβ] + b

= a
∑

β∈Λ0
log p0(yβ) + a

∑
β∈Λ1

log p1(yβ) + bOù a est un réel positif et b est un réel, et les deux ensemble Λ0 = {β : cβ = 0} et
Λ1 = {β : cβ = 1}.Nous choisissons les valeurs des constantes de la façon suivante : a = 2 et

b = −
∑

β∈F
m
2

( log p0(yβ) + log p1(yβ))
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b est une constante par rapport à c. Ainsi nous écrivons l'expression à maximiser :

M(c) = 2
∑

β∈Λ0
log p0(yβ) + 2

∑
β∈Λ1

log p1(yβ) −∑
β∈F

m
2
( log p0(yβ) + log p1(yβ))

=
∑

β∈Λ0
log p0(yβ) −∑β∈Λ1

log p0(yβ) +∑
β∈Λ1

log p1(yβ) −∑β∈Λ0
log p1(yβ)

=
∑

β∈Λ0
log

p0(yβ)

p1(yβ)
+
∑

β∈Λ1
log

p1(yβ)

p0(yβ)D'où :(5.2) M(c) =
∑

β∈F
m
2

log
p0(yβ)

p1(yβ)
(−1)cβDans le canal CTP cette expression s'écrit :(5.3) M(c) =

∑

β∈Fm
2

log

(
pyβ

1 − pyβ

)
(−1)yβ (−1)cβ

Pour le canal CTP , nous avons pyβ
≥ 1

2
, donc log

(
pyβ

1−pyβ

)
≥ 0Soit y = (yβ1, . . . , yβn

) un vecteur reçu, et py = (pyβ1
, . . . , pyβn

) les probabilités associées.Nous dé�nissons la fonction fy :
fy : F

m
2 → R

β 7→ log
p0(yβ)

p1(yβ)
= log

(
pyβ

1−pyβ

)
(−1)yβLa transformée d'Hadamard de fy (voir 3.2.2.2), notée f̂y :

f̂y(α) =
∑

β∈F
m
2
fy(β) (−1)<α,β>, où < α, β >= α.βt = β1α1 + · · ·+ βmvm

=
∑

β∈F
m
2

log
p0(yβ)

p1(yβ)
(−1)<β,α>Si nous cherchons la forme linéaire C(x) = α.xt, Cα = ev(C(x)) qui maximise laprobabilité Pr [y|Cα], c'est aussi le mot qui maximise l'expression 5.2 ; et à l'aide de latransformée d'Hadamard nous écrivons la fonction de recherche de la forme linéaire laplus proche notée MLD` sur un canal CTP .



5.2 Préliminaire sur le décodage souple 99Algorithme 12 MLD`.- Entrée : y = (y1, . . . , yn), yi ∈ F2, Py = (py1 , . . . , pyn
), pyi

∈]0, 1[ .- Sortie : α = (α1, . . . , αm) ∈ F
m
2 , Rα ∈ R1. Calculer Y = (Y1, . . . , Yn), Yi = log

(
pyi

1−pyi

)
(−1)yi2. Calculer F̂pour i = 1 à m faire Y = MmY

t.
Mm =




1 1 0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 1 1 0 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 1 1
1 −1 0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 1 −1 0 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 −1 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 1 −1


3. Choisir α tel que Yα soit maximum, et soit (α1, . . . , αm) l'écriture binairede α, Rα = YαLa complexité de l'algorithme-12 est O(m× n).5.2.1 MLD sur les canaux BSC et AWGNDécoder à maximum de vraisemblance sur un canal probabiliste CTP c'est trouver lemot du code c qui maximise la probabilité de recevoir le vecteur y sachant que le mot ca été transmis. Nous avons démontré précédemment que c'est équivalent à maximiser lafonctionnelle M(y, c), telle que :

M(y, c) =
∑

β∈F
m
2

µ(yβ) (−1)cβAvec µ(yβ) = log
p0(yβ)

p1(yβ)
. Mais les canaux BSC et AWGN sont des canaux de transmissionde type CTP , et dans ces deux cas nous allons décrire la fonctionnelle à maximiser.



Chapitre 5 : Algorithme de Sidel'nikov et Pershakov Modi�é 1005.2.1.1 Canal BSCPour une probabilité d'erreur 0 < p < 1
2
, nous avons p0(1) = Pr [1 | 0] = p, p1(0) = pet p0(0) = p1(1) = 1−p et ainsi µ(0) = −µ(1) = log 1−p

p
. La fonctionnelleM(y, c) s'écrit :

M(y, c) = log
1 − p

p

∑

β∈F
m
2

(−1)yβ (−1)cβPar conséquent Le décodage MLD pour une transmission sur un canal BSC(p), p < 1
2c'est maximiser la fonctionnelleM(y, c) =

∑
β∈F

m
2
(−1)yβ (−1)cβ . Pour les codes RM(1, m)l'algorithme FHT (4) décrit en 3.2.2.2 est basée sur la maximisation de la fonctionnelle

M(y, c) et c'est un algorithme de décodage en maximum de vraisemblance.5.2.1.2 Canal AWGNDans le cas d'un canal de transmission sans mémoire avec une sortie continue, lesprobabilités de transition sont f0(yi), f1(yi), yi ∈ R avec f la densité de probabilité. Ledécodage MLD consiste à maximiser la probabilité f(y | c) 4
=
∏

β∈F
m
2
f(yβ | cβ), et parla même méthode utilisée dans 5.2 nous trouvons que c'est équivalent à maximiser lafonctionnelle M(y, c), pour µ(yβ) = log

f0(yβ)

f1(yβ)
.Pour le canal gaussien (1.2.2) la densité de probabilité f est la suivante :

f0(y) = 1
σ
√

2 π
e−

(y−1)2

2σ2

f1(y) = 1
σ
√

2 π
e−

(y+1)2

2σ2Ainsi nous avons :
log

f0(yβ)

f1(yβ)
=

2

σ2
yβD'où le décodage en maximum de vraisemblance sur ce canal consiste à maximiser lafonctionnelle :

M(y, c) =
∑

β∈F
m
2

yβ (−1)cβL'algorithme 4 de décodage FHT pour le code RM(1, m) est MLD algorithme pour unetransmission sur un canal AWGN en considérant en entrée le vecteur reçu.5.3 Décodage de RM(2,m)Nous allons analyser l'algorithme de décodage SP décrit dans le chapitre précédent,Nous commençons par décrire un code C`, ses caractéristiques et le décodage dans cecode, ensuite nous montrons que décoder dans RM(2,M) c'est décoder dans C`. Nousmontrerons ce que signi�e le terme "sûreté" utilisé dans l'algorithme SP . Ayant décritle code C` nous décrivons la modi�cation proposée pour pouvoir décoder plus loin enutilisant les caractéristiques de ce code.



5.3 Décodage de RM(2, m) 1015.3.1 code additif C`Nous dé�nissons le code C` suivant :(5.4) C` = {(α1B, . . . , αnB) | B ∈ Mm×m, B = Bt, {α1, . . . , αn} = F
m
2 }L'alphabet de ce code c'est F

m
2 , il est de longueur n et de distance minimale 3n

4
(puisqueles matrices B sont symétriques), donc sa capacité de correction est tc = 3n

8
− 1. Ainsi, Ilest possible de décoder correctement une erreur de poids ≤ tc, ce qui signi�e que pour lecode RM(2, m) si le nombre de dérivées non corrigées ne dépasse pas tc, il est possible dedécoder correctement le mot. Nous n'avons pas songé à trouver un algorithme qui décodejusqu'à la capacité de correction de ce code (tc), mais un moyen simple de faire le décodagec'est de se rendre compte que les m coordonnées de ce code sont des mots de RM(1, m) :

B = (Bt
1, . . . , B

t
m) ∀ i, 1 ≤ i ≤ m (α1.B

t
i , . . . , αn.B

t
i) ∈ RM(1, m)et avec les mêmes notations αB ∈ F

m
2 , αB = (α.Bt

1, . . . , αB
t
m)Soit B ∈ Mm×m(F2), l'encodage de B dans le code C` est le vecteur EC`

(B) =
(α1B, . . . , αnB) ∈ (Fm

2 )n. Ainsi la coordonnée α est l'image de α ∈ Fm
2 par l'action de latransformation linéaire dé�nie par la matrice B, d'où nous avons la propriété suivante.Équation de linéarité : αB + βB + (α + β)B = 0, ∀α, β ∈ F

m
2 .5.3.2 Lien entre le décodage dans RM(2, m) et dans C`L'algorithme-10 SP présenté au chapitre précédent transforme le problème de décoderun mot dans le code de Reed-Muller d'ordre deux en plusieurs problèmes de décodagede mots dans des codes de Reed-Muller d'ordre un en utilisant la propriété-3.1.1 dediminution d'ordre de l'opérateur dérivée.Un mot de RM(2, m) correspond à une fonction f(x) de degré deux de la forme :

fa(x) = fa(x1, · · · , xm)
=

∑
i<j aijxixj +

∑
i ai.xi + a0 , i, j = 1 · · ·m, aij , ai ∈ F2.Les bits d'informations sont les coe�cients a0, ai, aij, et le mot du code correspondant estl'évaluation de le fonction fa (i.e c = ev(fa)). Nous avons vu au chapitre précédent que ladérivée de la fonction fa selon une direction α ∈ F

m
2 est un mot du RM(1, m) :

Dα(f)(x) = tα + α.B.xtavec
B =

Bt
1︷︸︸︷ Bt

2︷︸︸︷ Bt
m︷︸︸︷




0 a12 · · · a1m

a12
. . . . . . ...... . . . . . . am−1,m

a1m · · · am−1,m 0



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α = (α1, · · · , αm) x = (x1, · · · , xm)où tα = a0+f(α) ∈ F2, et α.B = (α.Bt

1, . . . , α.B
t
m) ∈ F

m
2 . Le vecteur Dα(f) = tα+α.B.xt,est un mot de code RM(1, m), Nous nous intéressons à la partie linéaire des dérivées dela fonction (α.B).Soit Bi la ligne i de la matrice B, la matrice ( (α1.B

t)t, (α2.B
t)t, . . . , (αn.B

t)t) ∈
Mm×n(F2) a la forme suivante :
(5.5) (α1.B)t

︷︸︸︷ (α2.B)t

︷︸︸︷ (αn.B)t

︷︸︸︷


α1.B
t
1 α2.B

t
1 · · · αn.B

t
1

α1.B
t
2 α2.B

t
2 · · · αn.B

t
2... ... · · · ...

α1.B
t
m α2.B

t
m · · · αn.B

t
m




↔ ev (f1(x) = x.Bt
1)

↔ ev (f2(x) = x.Bt
2)...

↔ ev (fm(x) = x.Bt
m)Les lignes de cette matrice sont des mots du code Reed-Muller d'ordre-1. Soit b =

(bα1 , . . . , bα1) un vecteur erroné d'un mot de C`, avec bα = ((bα)1, . . . , (bα)m) ∈ F
m
2 , doncselon 5.5 les vecteurs bi = ((bα1)i, . . . , (bα1)i), i = 1 . . .m peuvent être décodés dans lecode RM(1, m).Remarque 3 Pour décoder le vecteur b, nous pouvons envisager de diminuer le bruitdans les vecteurs bi. Dans l'article [1] un algorithme de décodage pour les codes RM(1, m)est décrit, c'est un décodeur MAP 1, il minimise la probabilité d'erreur pour les symbolesreçus séparément. Pour le vecteur bi, MAP permet de trouver un vecteur b̃i avec un bruitatténué. Nous avons implémenté cet algorithme et nous l'avons utilisé pour améliorerles performances de l'algorithme SP , mais les résultats expérimentaux ont montré quel'utilisation n'a pas amélioré les performances de décodage.Rappelons que le décodage MLD du code RM(1, m) dans le canal BSC consiste àmaximiser l'expression :

Md(bi, c) =
∑

β∈F
m
2

(−1)(bβ)i (−1)cβ , c(x) = c.xtet pour un canal CTP (voir 5.3) c'est maximiser :
Ms(bi, c) =

∑

β∈F
m
2

log

(
p(bβ)i

1 − p(bβ)i

)
(−1)(bβ)i (−1)cβ , c(x) = c.xt, log

(
p(bβ)i

1 − p(bβ)i

)
≥ 0La troisième étape de l'algorithme-10 SP , qui correspond au triangle dans le schémade la �gure-5.3, est un décodage dans le code C`. Dans cette étape nous cherchons àmaximiser la fonctionnelle(5.6) Ti(a(x)) =

n∑

j=1

Rαj
(−1)a(αj )+(bαj

)i , a(x) = a.xt, Rαj
≥ 01MAP : en anglais "Maximum a posteriori decoder"



5.3 Décodage de RM(2, m) 103Notons que ne pas tenir compte de la sûreté Rαj
dans cette expression c'est faire dedécodage dur (canal BSC), et le fait d'utiliser cette information supplémentaire c'est uneapproche pour faire de décodage souple (canal CTP ). Nous allons donner l'interprétationde la valeur de sûreté dans l'algorithme de Sidel'nikov Pershakov.Nous allons montrer que sous certaine condition maximiser 5.6 est équivalent àmaximiser la fonctionnelle

M̃i(a(x)) =
∑

β∈F
m
2

log pyβ
(−1)yβ (−1)cβ , c = ev(a(x)) , yβ = (bβ)ipour une transmission sur un canal CTP . Ce n'est pas un décodage à maximum devraisemblance (comparer cet expression avec celle de MLD : équation-5.3).5.3.3 Signi�cation de la sûretéSoient C un code de longueur n, et z un vecteur binaire reçu après transmission d'unmot de code c. En décodant ce vecteur avec un algorithme de décodage nous obtenonsun mot c̃ ∈ C. Nous pouvons ensuite mesurer l'erreur dans le vecteur z par la distance

d(c̃, z). Cette distance est liée à la probabilité que le résultat du décodage est bien le mottransmis. Soit t = d(c̃, z), pour une transmission sur un canal BSC(p), nous avons :
Pr [z|c̃] = pt (1 − p)n−t

=
(

p
1−p

)t

(1 − p)nDonc pour p < 1
2
, nous avons :

log Pr [y|c̃] = t log

(
p

1 − p

)
+ log (1 − p)nDans l'algorithme de décodage de RM(2, m), pour un vecteur reçu y nous calculonsla dérivée selon toutes les directions possibles Dα(y). En décodant le vecteur dérivé, nousobtenons la forme a�ne bα.xt + tα et la sûreté Rα selon cette direction :(5.7) Rα

4
= n− 2 min{ d(Dα(y), bα.x

t), d(Dα(y), bα.x
t + 1) }

= n− 2d(Dα(y), bα.x
t + tα)La sûreté atteint sa valeur maximum si les deux vecteurs Dα(y) et ev(bα.xt) sont identiquesou complémentaires, ce qui signi�e que il n'y a pas d'erreur dans le vecteur dérivé. Elleest liée au poids de l'erreur dans la dérivée Dα(y).Comme bα est le résultat du décodage du vecteur Dα(y), nous pouvons donc écrire lasûreté Rα (equation-5.7), en fonction de la probabilité de recevoir le vecteur Dα(y) ayanttransmis sur un canal BSC le vecteur ev(bα.xt + tα) :

Rα = a log
(
Pr
[
Y = Dα(y) | X = bα.x

t + tα
])

+ b, a, b ∈ R, a > 0
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y
c1

c2

t

Dα1y

Dα1c1

Dα1c2

2t

Dérivée selon la direction α1

Dα2y
Dα2c2

Dα2c1

b2

2t

Dérivée selon la direction α2

Dαn
y

Dαn
c1

Dαn
c2

2t

Dérivée selon la direction αn

Dα1 Dα2
Dαn

Fig. 5.2 � Dérivées selon toutes directions possiblesNous déduisons que maximiser la fonctionnelle 5.6 revient à maximiser l'expression :
M̃i(c) =

∑

β∈F
m
2

log
(
Pr
[
Dβ(y) | bβ.xt + tβ

])
(−1)yβ (−1)cβ , c = ev(a(x)) , yβ = (bβ)i5.3.4 E�cacité de l'utilisation de la sûretéDans l'algorithme de décodage SP du code RM(2, m), nous calculons les dérivéesselon toutes les directions possibles et nous appliquons le décodage MLD dans un codedu premier ordre. Nous récupérons la partie linéaire bα ∈ F

m
2 . Pour certaines dérivées(voir �gure-5.2) nous retrouvons les dérivées qui viennent des mots proches du y, maispour d'autres nous retrouvons des mots qui ne sont pas dans le voisinage du y. Ayant levecteurs b = (bα1 , . . . , bαn

) qui est une version erronée du vecteur (α1B, . . . , αnB), nouscherchons à décoder le vecteur b de manière optimale (retrouver les bits d'informationsd'ordre-2 ou de manière équivalente la matrice B).Prenons une dérivée selon une direction α. Si dans cette direction le poids de l'erreurest très important, cette dérivée peut être proche d'un mot qui n'est pas proche du mottransmis (voir �gure-5.2, dérivée selon la direction α2). Ainsi la sûreté peut être élevéepourtant ils ne provient pas d'un mot de RM(2, m). Donc si le poids de l'erreur dépasse
n
2

(
1 − 4

√
4 ln(2)m

n

), le lemme-5.1.1 nous indique que pour la plupart des dérivées nousretrouvons des mots qui ne sont pas proches du mot transmis, ainsi la sûreté n'est passu�sante pour caractériser les bonnes directions de dérivation.
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Donné

Y = c+ e
→





Dα1Y...
Dαn

Y

c=a0+l.xt+x.L.xt

L=(aij)1≤i<j≤m

B=L+Lt

l=(a1,...,am)

Dα(Y )=tα+α.B.xt+Dα(e)

tα∈F2
Rα=Pr[bα=α.B]

bα1 → → b̃α1

bαn
→ → b̃αn

-

-

-

MDDRM1

MDDRM1

MDDRM1L | Y +x.L.xt a0, `Résultata = a0, `, L

Correction b̃α = Maj{bβ + bβ+α | β ∈ F
m
2 }︸ ︷︷ ︸

Fig. 5.3 � Schéma de l'algorithme SPM pour RM(2, m)5.4 Algorithme de décodage SPMSoit B ∈ Mm×m(F2), l'encodage de B dans le code C` est le vecteur EC`
(B) =

(α1B, . . . , αnB) ∈ (Fm
2 )n. Ainsi la coordonnée α est l'image de α ∈ Fm

2 par l'action de latransformation linéaire dé�nie par la matrice B, d'où nous avons la propriété suivante.(5.8) αB + βB + (α + β)B = 0, ∀α, β ∈ F
m
2 .La méthode de décodage utilisée dans l'algorithme-10 n'utilise aucune caractéristiquedu code C`. L'algorithme-4.2 paramétré SP (., s, h,m), utilise la linéarité véri�ée parles coordonnées du code C`. Mais la caractéristique la plus importante c'est que lescoordonnées sont des éléments de F

m
2 et l'erreur aussi. L'algorithme que nous allonsexposer exploite la linéarité véri�ée par les coordonnées et le fait que ces coordonnéessont dans F

m
2 . Si une coordonnée est erronée alors avec une grande probabilité l'équationde linéarité ne sera plus véri�ée.Notre modi�cation consiste à ajouter une étape de correction par vote majoritaire àl'algorithme d'origine nous illustrons l'algorithme de décodage par le schéma 5.3.La correction par vote utilise la propriété (5.8), ∀α ∈ Fm

2 dé�nissons b̃α par :(5.9) b̃α = Maj
β∈F

m
2

β 6=0,β 6=α

(bα+β + bβ)Tel que Maj est la fonction qui choisit l'élément le plus fréquent. Pour montrer lesmotivations d'une telle correction, nous allons décrire un code qui correspond à notresituation, ensuite nous analysons l'étape de la correction.



Chapitre 5 : Algorithme de Sidel'nikov et Pershakov Modi�é 106Soit B ∈ Mm×m nous l'encodons en (α1B, . . . , αnB), n = 2m, c'est un code quicontient le code C` dé�ni par l'équation 5.4 mais on n'impose pas la symétrie sur lamatrice B. Après transmission nous recevons le vecteur (bα1 , . . . , bαn
), bα ∈ F

m
2 où :

bα = αB + eαavec une erreur tirée aléatoirement dans F
m
2 .Propriété 5.4.1 Pour B ∈ Mm×m, b = EC`

(B) + e. Soit #{α | αB = bα} =

δ
√
n alors, pour b̃ ∈ F

m
2 /{α}

Prβ [bβ + bα+β = αB]

Prβ

[
bβ + bα+β = b̃

] ≥ δ2

B Preuve : Soit B ∈ Mm×m, et le vecteur b = {bα1 , . . . , bαn}, bα = αB + eα ∈ F
m
2supposons que nous avons t éléments corrects dans le vecteur b :

s = #{α | eα = 0}Nous allons calculer la probabilité P0 que la somme de deux éléments ne contiendrapas d'erreur, pour un α 6= 0 donnée nous avons :(5.10) P0(α) = Prβ∈F
m
2

[bβ + bβ+α = αB]

= Pr [eβ + eβ+α = 0]
= Pr [eβ = 0 et eα+β = 0] + Pr [eβ + eβ+α = 0 | eβ 6= 0]

≥ (s
2)

(n
2)Et la probabilité P1 que la somme de deux éléments prend une valeur b̃ 6= bα, pour un

α �xe nous avons :
P1(α) = Prβ∈F

m
2

[
bβ + bβ+α = b̃

]

= Pr
[
eβ + eβ+α = b̃+ αB 6= 0

]

= Pr
[
eβ = eβ+α + b̃+ αB 6= 0

]

≤ 1
n−1D'où :

P0(α)

P1(α)
≥ s(s− 1)

n
≈ δ2 , pour s = δ

√
n

CCette propriété nous indique qu'ayant δ√n dérivées décodées correctement, l'étape de lacorrection permet de retrouver une dérivée selon une direction α avec une probabilité δ2plus que retrouver une autre valeur.



5.4 Algorithme de décodage SPM 107Lemme 5.4.1 Soit B ∈ Mm×m et b = (bα1 , . . . , bαn
), bα ∈ F

m
2 , avec bα = αB + eαet F

m
2 = {α1, . . . , αn}, où l'erreur eα est tirée aléatoirement dans F

m
2 . Si le nombred'element sans erreurs dans le vecteur b est δ√n avec δ2 > m

log(m)
, alors le vecteur

(̃bα1 , . . . , b̃αn
) avec les b̃α dé�ni en 5.9 est sans erreur avec une grand probabilité.

B Preuve : Nous allons étudier un événement similaire au vote d'un vecteuraléatoire : Soit X la variable aléatoire prenant ses valeurs dans F
m
2 = {0, 1, 2, . . . , n−1},nous allons l'exécuter n fois en notant les valeurs prises comme X1,X2, . . . ,Xn et nousnotons la fréquence d'apparition d'une valeur quelconque i ∈ F
m
2 par

fi = #{j|Xj = i}

Il est démontré dans [6] que l'espérance de la plus grande fréquence est liée à n par laformule :
E(max{i∈F

m
2 }fi) =

log(n)

log log(n)

D'après 5.10 l'espérance de vote conduisant à une valeur correcte de la dérivée est δ2.Nous déduisons alors que pour une fraction de bonnes dérivées équivalent à δ√n avec
δ >

√
m

log(m) , l'étape de la correction par vote corrige avec une grande probabilité toutesles dérivées. C

Nous avons vu que le code C` a une capacité de correction qui vaut tc = 3n
8
−1, le lemme-5.4.1 nous indique que nous arrivons à décoder beaucoup plus loin que la capacité decorrection de ce code à l'aide de l'étape de correction par vote majoritaire, puisque il noussu�t d'une fraction de √ mn

log(m)
correct coordonnées pour décoder un mot erroné de cecode.



Chapitre 5 : Algorithme de Sidel'nikov et Pershakov Modi�é 108Algorithme 13 SPM(y,m).Donnée : Y = (Yα1, . . . , Yαn
) ∈ {−1, 1}n.Résultat :a = (a0, a1, . . . , am, a12, a13, . . . , a1m, a23, . . . , a2m, . . . , am−1.m)1. Pour tout α ∈ F

m
2 , α 6= 0, calculer

Zα = (Yα1+αYα1 , · · · · · · , Yαn+αYαn
)2. Pour tout α ∈ F

m
2 , α 6= 0, trouver la fonction linéaire

(tα, bα) = FHT (Zα)On note bα = ( (bα)1, · · · , (bα)m) ∈ F
m
2 , et b0 = 0.3. Pour tout α ∈ F

m
2 , α 6= 0 :

bα = Maj
β∈F

m
2

β 6=0,β 6=α

(bα+β + bβ)4. Pour i = 1 · · ·m, calculer les fonctions linéaires Bi(x) = Bi.x
t =∑m

j=1(Bi)jxj , avec (Bi)i = 0 qui maximisent la fonctionnelle
Ti(a(x)) =

n∑

j=1

(−1)a.αj
t+(bαj

)itel que a est une fonction linéaire de m variables a(x) = a.xtCalculer di = Ti(Bi(x)), et noter que
Bi = ((Bi)1, · · · , (Bi)i−1, 0, (Bi)i+1, · · · , (Bi)m)5. Trouver aij , avec

aij =

{
(Bi)j si di ≥ dj

(Bj)i si di < djces valeurs dé�nissent π(x) =
∑

i<j aijxixj .6. Chercher la fonction linéaire l0(x) =
∑m

i=1 aixi + a0 qui maximise lafonctionnelle (Y, π(x) + l(x)).Le résultat de décodage est le vecteur
a = (a0, a1, · · · , am, a12, a13, · · · , a1m, a23, · · · , a2m, · · · , am−1.m)tel que : fa(x) = π(x) + l0(x)



5.5 Analyse du décodage de RM(2, m) 109Pour le code RM(2, m) de longueur n = 2m l'algorithme SPM a une complexitécomparable à SP , nous avons
|SPM | ≤ n2(log2(n) + 1) + n log2(m)(log2(n) + 1) = O(mn2)Lemme 5.4.2 Les algorithmes SP, SPS, SPM réalisent le décodage à distancebornée, jusqu'à la capacité de correction ⌊d−1

2

⌋ du code RM(2, m)

B Preuve : Le code RM(2,m) est de longueur n = 2m et de distance minimale
d2 = n

4 . Soit y = c+ e ∈ F
n
2 où c = E(a0, ai, aij) ∈ RM(2,m) un mot reçu, avec unvecteur d'erreur de poids borné wt(e) ≤ n

8 − 1.Pour chaque α ∈ F
m
2 la dérivée Dαy = Dαc +Dαe contient au plus n

4 − 2 erreurs, etcomme Dαc ∈ RM(1,m) où la distance minimale du code d'ordre-1 vaut d1 = n
2 doncl'algorithme FHT corrige certainement n

4 − 1 erreurs.Ainsi les algorithmes de décodage de type SP retrouvent correctement tous les bitsd'informations d'ordre deux aij .L'étape de correction dans l'algorithme SPM , et le choix de plusieurs mots dansle décodages des dérivées dans l'algorithme paramétré SP (.s, h,m) n'a�ecte pas leséléments bα puisque dans ces cas nous avons bα = αB, et les votes retournent le mêmevecteur bα pour SPM . Dans SP (., s, h,m) les mots les plus proches sont les vecteurs
αB avec la plus grande valeur de sûreté. Suite aux étapes du ra�nement, ils gardentaussi la même valeur de sûreté qui sera la plus élevée.Pour retrouver les bits d'informations d'ordre-1, nous décodons avec l'algorithme FHTle mot y +

∑
1≤i<j≤m aijxixj qui contient wt(e) < n

4 erreurs. C5.5 Analyse du décodage de RM(2,m)Soit w la variable aléatoire représentant le poids d'erreur dans la dérivée selon unedirection α du vecteur reçu y. Nous avons vu dans 4.4 théorème-4.4.1 que cette variablesuit la loi binomiale avec µw = n
2
(1 − ε2) et σ2

w = n
2
(1 − ε4). Sachant que la borne dudécodage de MDDRM1 est ML1 = n

2

(
1 −

√
4 ln(2)m

n

) (dé�nition-3.2.2).Dans l'étude de la borne de décodage asymptotique de l'algorithme SP et de décodagerécursif, nous avons démontré que si ε = 4
√
l m

n
, l > 4 ln(2) ces algorithmes corrigentavec une grande probabilité les mots transmis sur le canal BSC(p = 1

2
(1 − ε)), ceci estillustré par la �gure-5.4. Nous constatons que la probabilité de mal décoder une dérivéeest proportionnelle à (σ

d

)2, où d est la distance entre l'espérance de w et la borne ML1.Pour ε = 4
√
l m

n
, l > 4 ln(2), nous avons σ2 ≈ n

2
et d2 ≈ c nm avec c une constante. Doncla probabilité de mal décoder selon une direction de dérivation tends vers zéro quand mtends vers l'in�ni.Nous voulons étudier la borne de décodage asymptotique pour l'algorithme-13,donc d'après le lemme-5.4.1 il nous su�t de trouver la probabilité d'erreur du canal
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Fig. 5.4 � Nous avons ML1 = n
2
(1 − 2

√
ln(2)m

n
), Pour ε = 4

√
l m

n
, l > 4 ln(2), soient

s = σw et d = ML1 − E(w) > s, nous avons Pr [w > ML1] ≤ Pr [|w −E(w)| > d] ≤(
σ
d

)2
= 1

c m

BSC(p), p = 1
2
(1− ε) pour lequel l'algorithme de décodageMDDRM1 du code RM(1, m)(voir schema-5.3) corrige au moins δ√n, δ =

√
m

log(m)
. nous illustrons sur le schéma-5.5 la probabilité à calculer en utilisant l'approximation de la loi binomiale par une loigaussienne décrit en A.3.1.

Pr [w < ML1] ≥
δ√
nPour ε√lm

n
, l < 4 ln(2), donc µw = E(w) > ML1, En utilisant l'inégalité de Chebyshevnous avons :

Pr [w < ML1] ≤ Pr [|w − µw| ≥ |µw −ML1|]
≤ σ2

|µw−ML1|2
≤ n

2|µw−ML1|2

≤ 1
cm
, c =

(
√

4 ln(2)−
√

l)2

2La fraction de 1
cm

est largement su�sante, mais c'est malheureusement une bornesupérieure, qui ne nous sera pas utile. Puisque nous ne savons toujours pas, pour quellevaleur de ε, cette probabilité est supérieure à δ/√n. Nous ne savons pas actuellementborner inférieurement de façon stricte la probabilité qu'une variable aléatoire suivant laloi gaussienne ait des petites valeurs. En utilisant l'inégalité de Cherno� nous obtenonsune borne supérieure aussi qui ne peut pas nous aider à déterminer la borne de décodageasymptotique de notre algorithme.Soit p = 1
2
(1 − ε) la probabilité d'erreur sur le canal BSC, et ε = 4

√
lm

n
, l < 4 ln(2),nous notons w la variable aléatoire représentant le poids d'erreur dans la dérivée selonune direction α du vecteur reçu y. Elle suit la loi binomiale avec µw = n

2
(1 − ε2) et
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Fig. 5.5 � Nous cherchons ε, qui véri�e que la zone hachée soit plus grand que√ m
log(m)

n− 1
2

σ2
w = n

2
(1− ε4). Nous voulons calculer la probabilité de bien décoder (Pr [w < ML1]) dansune direction de dérivation. En utilisant l'inégalité de Cherno� (A.3.3), nous écrivons :

Pr [w < ML1] ≤ Pr [|w − µw| ≥ |µw −ML1|]
≤ 1

2
|µw−ML1|

2

3n

≤ 1
2cm , c =

(
√

4 ln(2)−
√

l)2

12

≤ 1
6
√

n
, Pour l = 0De la même manière, nous trouvons que la borne inférieur donnée par l'inégalité de Markovne nous donne pas de précision sur la borne de décodage asymptotique.
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Chapitre 6Simulation et Résultats expérimentaux

C
e chapitre est dédié aux résultats numériques que nous avons obtenus à l'aidedes algorithmes que nous avons présentés dans les di�érents chapitres de cemanuscrit, il concerne donc le décodage du code RM(2, m). Pour simuler le canalde transmission BSC nous avons besoin d'un générateur d'aléa, nous avons utiliser legénérateur d'aléa HAVEGE (HArdware Volatile Entropy Gathering and Expansion)1 misau point par André Seznec et Nicolas Sendrier [48].Pour mesurer numériquement la performance des algorithmes, nous tironsaléatoirement un grand nombre de mots du code, pour chaque mot nous tironsaléatoirement une erreur de poids t. Le tirage d'un vecteur de longueur n et de poids tse fait de la façon suivante :� Pour générer un vecteur d'erreur e de poids t :� Initialiser le vecteur e = (e1, . . . , en), ∀i, ei = 0, nombre d'erreur pe = 0.� Tant que pe < t faire :

• Tirer un nombre j aléatoirement avec Havege entre 1 et n.
• Tester si ej = 0 faire :

ej = 1Incrementer(pe).� le vecteur e est de poids tAinsi ∀i = 1 . . . n, Pr [ei = 1] = t
n
.Soit c un mot du code, et e le vecteur d'erreur tiré aléatoirement de la manière décriteprécédemment. Le vecteur y = c + e est décodé avec un algorithme de décodage D, onnote c̃ = D(y) le mot du code renvoyé par l'algorithme. Nous mesurons deux événements,le premier est le pourcentage des mots correctement décodés, c'est le cas où l'algorithme1C'est un générateur de nombres aléatoires très performant, il exploite comme source d'incertitude lestrès nombreuses modi�cations de l'état interne de l'ordinateur. Téléchargeable en accord avec la licenceLesser GNU General Public License sur http ://www.irisa.fr/caps/projects/hipsor/



Chapitre 6 : Simulation et Résultats expérimentaux 114retrouve le mot D(y) = c. Le deuxième événement est quand D retrouve un mot plusproche du vecteur y que le mot du code c (d(c̃, y) ≤ d(c, y) = wt(e)). C'est un événementtrès important aussi puisqu'il nous indique le poids de l'erreur pour lequel un algorithme
MDD n'arrive pas à décoder avec une grande probabilité un vecteur erroné. Notez quenous ne savons toujours pas décoder de façon optimale le code RM(2, m).Nous utilisons fréquemment dans ce chapitre les notations suivantes :
c mot de code de RM(2, m).
c̃ le résultat d'un algorithme de décodage.
t poids du vecteur d'erreur.
SP L'algorithme de décodage de Sidel'nikov et Pershakov ( Algorithme 10)
SPP L'algorithme de décodage de Sidel'nikov et Pershakov paramétré

s = h = 3 (Algorithme-4.5.2).
Dumer L'algorithme récursif de Dumer Ψ(., 2, m) algorithme-8
SPM L'algorithme de décodage proposé ( Algorithme-13)Nous avons programmé tous les algorithmes de décodages étudiés en langage C++,et comme les algorithmes FHT,Dumer, SP, SPP, SPM ont besoin de manipuler desnombres réels, en fait tous les algorithmes appellent l'algorithme FHT qui manipule desréels et peut être exécuté pour des entiers vu que nous simulons un canal BSC. et pourun code RM(2, m) la longueur du code est n = 2n, dans le cas de 14 variables n = 16384,et pour un entier sur deux octets (FHT les composant du vecteur sont dans l'intervalle

[−n, n], la matrice génératrice de ce code contient nk = 3Moctets. Le temps du calculpour une simulation de l'algorithme SPP = 24 minutes sur une machine AMD Athlon1,8GHz et SPP = 21 minutes AMD Opteron 2GHz.Nous rappelons dans le tableau-6 les bornes de décodage asymptotique des di�érentsalgorithmes.
Algorithme Complexité borne de décodage asymptotiqueVote Majoritaire O(m2 n) n

2
(1 − 8

√
4 m

n
)Dumer O(m n) n

2
(1 − 4

√
16m

n
)SP O(m n2) n

2

(
1 − 4

√
4 ln(2)m

n

)MLD O(nm) n
2

(
1 −

√
6 ln(2)m2

n

)Tab. 6.1 � bornes de décodage asymptotique pour le code RM(2, m)

Nous tenons à rappeler que les performances pour les moyennes longueurs nousintéressent beaucoup plus que les performances en asymptotique. Et nous allons voirdans la suite que les deux algorithmes SP et Dumer ont la même borne asymptotiquetandis que SP corrige plus loin que Dumer.



6.1 Les codes de petites longueurs 1156.1 Les codes de petites longueursNous allons comparer les algorithmes de décodage quand le nombre de variablesm variede 7 à 10. Dans le tableau 6.1, nous avons extrait quelques résultats numériques pour des
m n = 2m d−1

2
t c = c̃Dumer SP SPP SPM7 128 15 25 64 95 98 987 128 15 28 30 54 81 827 128 15 30 12 10 43 508 256 31 47 99 100 100 1008 256 31 50 96 100 100 1008 256 31 56 84 99 100 1008 256 31 60 60 99 100 1008 256 31 64 37 92 99 998 256 31 72 6 3 36 569 512 63 115 100 100 100 1009 512 63 116 97 100 100 1009 512 63 142 48 100 100 1009 512 63 145 40 99 100 1009 512 63 155 15 59 99 1009 512 63 156 13 52 96 999 512 63 166 1 0 9 6410 1024 127 257 100 100 100 10010 1024 127 258 99 100 100 10010 1024 127 310 57 100 100 10010 1024 127 335 18 97 100 10010 1024 127 347 6 45 99 10010 1024 127 352 3 11 96 10010 1024 127 359 1 0 51 9910 1024 127 370 0 0 0 54Tab. 6.2 � Pourcentage de mots bien décodés par di�érents algorithmes pour le code

RM(2, m), 7 ≤ m ≤ 10, pour 100000 essaiscodes RM(2, m) de petites longueurs, nous pouvons remarquer que l'algorithme proposé
SPM corrige plus loin que les autres algorithmes pour ces petites longueurs et que quandle nombre de variables m augmente l'algorithme SPM corrige exponentiellement plusloin, en fonction du nombre de variables, que les autres algorithmes cette remarque restevalide pour les longueurs moyennes et il sera présenté graphiquement. Pour les petiteslongueurs notre algorithme arrive à retrouver avec une probabilité > 1

2
un mot c̃ plusproche que le mot transmis c ce qui n'est plus le cas pour des longueurs moyennes. Nousn'avons pas encore d'explications sur cette remarque.
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Fig. 6.4 � Performance pour RM(2, 10)6.2 Les codes de longueurs moyennes
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Fig. 6.5 � Performance pour RM(2, 11)Soit D un algorithme de décodage des codes RM(2, m), sa borne de décodageasymptotique est notée bD = n
2
(1 − εD) et c'est le poids de l'erreur que l'algorithmedécode avec une grande probabilité. Si εD =

(
`D

m
n

)aD , donc
− log εD = − log

(
1 − 2 b

n

)

= aD(m− logm) − aD log `D
= aD(m− logm) − bDPour les algorithmes étudiés nous avons considéré la borne de décodage asymptotique pourchaque nombre de variable m = 7, . . . , 14, comme le poids de l'erreur que l'algorithmedécode avec une grande probabilité (100% des tests executés), et nous avons calculé

− log
(
1 − 2 b

n

), nous avons pris le polynôme de premier degré qui approche le plus ausens moindre carré. La �gure-6.9 montre les résultats obtenus. Nous constatons que
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m n = 2m d−1

2
t c = c̃Dumer SP SPP SPM11 2048 255 605 100 100 100 100- - - 630 92 100 100 100- - - 736 6 99 100 100- - - 760 0 2 100 100- - - 765 0 0 89 100- - - 770 0 0 54 100- - - 780 0 0 0 100- - - 786 0 0 0 99- - - 790 0 0 0 9212 4096 511 1300 100 100 100 100- - - 1310 99 100 100 100- - - 1470 53 100 100 100- - - 1550 7 100 100 100- - - 1580 4 91 100 100- - - 1600 0 19 100 100- - - 1605 0 4 100 100- - - 1610 0 3 97 100- - - 1620 0 0 58 100- - - 1640 0 0 0 100- - - 1655 0 0 0 99- - - 1670 0 0 0 5513 8192 1023 2810 100 100 100 100- - - 3000 84 100 100 100- - - 3300 3 99 100 100- - - 3360 0 4 90 100- - - 3400 0 0 0 100- - - 3435 0 0 0 99- - - 3445 0 0 0 70- - - 3450 0 0 0 4014 16384 2047 6010 99 100 100 100- - - 6300 80 100 100 100- - - 6700 10 100 100 100- - - 6870 0 95 100 100- - - 6950 0 0 69 100- - - 7000 0 0 0 100- - - 7070 0 0 0 100- - - 7075 0 0 0 90- - - 7100 0 0 0 40Tab. 6.3 � Pourcentage de mots bien décodés par di�érents algorithmes pour le code

RM(2, m), 11 ≤ m ≤ 14, pour 10000 essais
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Fig. 6.6 � Performance pour RM(2, 12)
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Chapitre 6 : Simulation et Résultats expérimentaux 120l'algorithme de Dumer a bien une pente qui vaut 0.238 ≈ 1
4
qui correspond bien à saborne de décodage asymptotique donnée dans le tableau 6. Pour l'algorithme SP et SPPla pente vaut 0.33 qui est plus élevée que la borne asymptotique, pour notre algorithmela pente vaut 0.37 donc ce qui montre expérimentalement que nous arrivons à décoder unbruit plus élevé de l'ordre ε =

(
`m

n

)a
, a = 0.37 > 1

3
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m − log m
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g

−Log(1−2b/n) = a (m − log m) + b

Dumer = 0.23843 x − 0.53098
SP      = 0.32802 x − 0.70121
SPP    = 0.33808 x − 0.67107
SPM   = 0.37186 x − 0.80374

Fig. 6.9 � Comparaison, et borne de décodage asymptotiqueNous avons prouvé que la borne de décodage asymptotique stricte de l'algorithme
Dumer est majorée par n

2

(
1 − 4

√
4 ln(2)m

n

) (voir 5.1.1), ce qui est véri�éexpérimentalement, sur la �gure-6.9. Les algorithme SP et SPP peuvent décoder audelà de la borne SP2, et notre algorithme décode exponentiellement plus loin que tousles autres algorithmes. La borne de décodage asymptotique stricte d'un algorithmeMLD(voir 3.2.2), est
ML2 =

n

2

(
1 −

√
12 ln(2)

m2

n

)et sur la �gure ce sera une droite d'une pente 1
2
.
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Conclusion

L
es travaux de cette thèse portent sur le décodage des codes de Reed-Muller. Nousavons décrit les codes de Reed-Muller, ainsi que leur groupe d'automorphismes, enutilisant la description de ces codes à l'aide des fonctions booléennes. La notionde borne de décodage asymptotique ainsi que la borne de décodage asymptotique stricteont été dé�nis. Une majoration de la borne de décodage asymptotique stricte pour lesalgorithmes de décodage récursif est donnée (lemme-5.1.1). Cette borne de décodage nepeut pas être franchie avec les méthodes utilisées jusqu'à présent (basées sur la dérivée).Les travaux que j'ai e�ectués ont amélioré de manière signi�cative l'e�cacité del'algorithme de Sidel'nikov-Pershakov en le simpli�ant et en ajoutant une étape decorrection par vote majoritaire qui permet d'accroître de manière importante lesperformances du décodage à complexité constante [33]. L'algorithme proposé décode plusloin que tous les autres algorithmes [45]. Si pour le moment la borne de décodage strictede notre algorithme n'est pas déterminée, nous donnons des arguments qui nous laissentcroire en l'e�cacité de notre modi�cation.Le décodage des codes de Reed-Solomon, non binaires dé�nis à l'aide des polynômesunivariés a connu une avancé remarquable après la mise au point, par Madhu SUDAN,d'un algorithme exploitant les propriétés algébriques de ces codes. Mais cet algorithmen'est pas applicable aux codes binaires. Tous les anciens algorithmes de décodage sontbasés sur la reconstruction de polynôme.Les codes de Reed-Muller ont une description similaire des codes de Reed-Solomon,le décodage par reconstruction de polynôme des codes de Reed-Solomon développé parGOLDREICH, RUBINFELD et SUDAN [25] a donné suite à plusieurs algorithmes dedécodage en liste. GOLDREICH et LEVIN [24] ont proposé un algorithme applicable auxcodes de Reed-Muller binaires. Ce dernier a été bien étudié et amélioré dans les travauxrécents de TAVERNIER et KABATIANSKIY [28, 27].L'étude e�ectuée dans cette thèse montre que tous les algorithmes de décodage connuspour les codes RM sont basés sur la dérivée discrète. L'algorithme proposé exploite le fait



Conclusion 122que l'ensemble des dérivées d'un mot de RM(2, m) forme un groupe de codes non binaires,et décrit un moyen de décoder ce code en exploitant cette remarque. Nous avons montréque la dérivation fait augmenter le bruit d'un facteur carré, cela impose une limite di�cileà franchir avec les algorithmes existants. Les résultats expérimentaux ont montré que notrealgorithme arrive à décoder plus loin que cette limite, il serait intéressant d'analyser lecomportement asymptotique de notre algorithme a�n de voir s'il dépasse en e�cacité, neserait-ce que légèrement, les algorithmes par décodage récursif, ce qui est suggéré par lescourbes tracées pour des décodages en longueur moyenne.Perspectives généralesIl serait intéressant d'utiliser l'algorithme d'encodage récursif (algorithme-7) avec uncoût nmin(r,m− r) et qui ne nécessite pas le stockage de la matrice génératrice du codeen mémoire. Nous pouvons ainsi faire les tests pour un nombre de variables m > 14, etnous pouvons mesurer les performance de notre algorithme, mais le temps de calcul croîtexponentiellement en le nombre de variables.Pour les codes d'ordre trois, nous pouvons avoir de manière similaire un algorithme detype SPS simple en choisissant le nombre exacte de dérivées nécessaires, et un algorithmede type SPM en ajoutant une étape de correction par vote majoritaire. Du point de vuethéorique cela ne vas pas améliorer la borne de décodage asymptotique de ces codes,puisque nous n'avons pas pu le déterminer pour les codes d'ordre deux. Du point devue pratique nous obtenons deux algorithmes qui décodent plus loin que les algorithmesrécursifs, et avec une complexité de plus en plus élevée si nous voulons décoder plus loin.
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Annexe ARappels de probabilités

Nous allons juste ici faire les rappels de probabilités nécessaires à la bonnecompréhension du document. Le lecteur intéressé pourra se reporter à [20] pour desinformations additionnelles sur le sujet. La partie fondamentale est le théorème centrallimite. Les éléments présentés permettent de justi�er l'approximation d'une distributionobservée par une loi théorique. De plus ces éléments permettent de donner l'ordre deserreurs corrigibles dans le calcul de la capacité de correction d'un algorithme de décodage.A.1 Loi de probabilitéUne variable aléatoire est une fonction dé�nie sur l'ensemble des résultats possiblesd'une expérience aléatoire, telle qu'il soit possible de déterminer la probabilité pour qu'elleprenne une valeur donnée ou qu'elle prenne une valeur dans un intervalle donnéla variable aléatoire la plus simple c'est la variable de Bernoulli. Celle-ci peut prendredeux états, codés 1 et 0, avec les probabilités p et 1−p. Une interprétation simple concerneun jeu de dé dans lequel on gagnerait un euro en tirant le six (p = 1/6). Sur une séquencede parties, la moyenne des gains tend vers p lorsque le nombre de parties tend vers l'in�ni.Une loi de probabilité, ou distribution de probabilité, a commencé par décrire lesrépartitions typiques des fréquences d'apparition des résultats d'un phénomène aléatoire.On associe naturellement une loi de probabilité à une variable aléatoire pour décrire larépartition des valeurs qu'elle peut prendre.Parmi l'ensemble des lois de probabilités possibles, on distingue un certain nombre defamilles usuelles qui correspondent à des phénomènes aléatoires simples : lancer de dés, jeude pile ou face, erreurs de mesures, etc. En théorie des probabilités, une loi de probabilitéest une mesure positive sur un espace mesuré, de masse �nie égale à 1. Lorsque le supportde cette mesure est un ensemble �ni ou dénombrable, par exemple N, on parle de loi



Annexe A : Rappels de probabilités 124discrète, tandis que lorsque la mesure est absolument continue, on parle de loi continue.Dé�nition A.1.1 On appelle densité de probabilité d'une variable aléatoire X réellecontinue une fonction f� positive ou nulle sur R� intégrable sur R� véri�ant ∫
R
f(t) dt = 1On appelle distribution de probabilité de X la fonction :

F (x) = Pr [X < x] =

∫ x

−∞
f(t) dtLa probabilité Pr [a < X < b] se calcule alors par la relation suivante :

Pr [a < X < b] =

∫ b

a

f(t) dt = F (b) − F (a)En traçant la représentation graphique de la densité de probabilité, la probabilité
Pr [a < X < b] se lit comme l'aire sous la courbe sur l'intervalle ]a; b[.Dé�nition A.1.2 Espérance et VarianceSoit X une variable aléatoire nous nous intéressons à deux quantités, l'espérance et lavariance de cette variable. L'espérance, notée E(X), nous indique la moyenne des valeursprises par cette variable en le répétant un grand nombre de fois. Habituellement on note
µ = E(X).La variance, notée V ar(X), est une mesure servant à caractériser la dispersion d'unéchantillon, dé�nie par le carré de l'écart type. Habituellement on note σ2 = V ar(X),ainsi σ est l'écart type.Pour une variable aléatoire suivant une loi discrète, prenant pour valeurs x1, x2, . . .avec les probabilités respectives p(x1), p(x2), . . . , l'espérance et la variance sont calculéesde la façon suivante :

E(X) =
∑

k

xkp(xk)

V ar(X) = (σX)2 =
∑

k

pk (xk − E(X))2 =
∑

k

(pkx
2
k) − (E(X))2Dans le cas continu, la variable aléatoire X possède une densité de probabilité f , Nousavons :

E(X) =

∫

R

x f(x) dx

V ar(X) =

∫

R

x2 f(x) dx−
[∫

R

x f(x) dx

]2



A.2 Quelques lois de probabilité 125Notez que nous avons toujours :
V ar(X) = E(X2) − (E(X))2Ces deux valeurs (µ, σ) sont caractéristique pour une loi de probabilité.Dé�nition A.1.3 Soit X et Y deux variables aléatoires, nous disons qu'elles sontindépendantes si :

Pr [Y | X] = Pr [Y ]La probabilité conditionnelle Pr [Y | X] est dé�nie par
Pr [X, Y ]

Pr [X]A.2 Quelques lois de probabilitéOn réalise une épreuve aléatoire dont la probabilité d'un succès est p. Si X est lavariable aléatoire qui vaut 1 s'il y a succès, 0 sinon, alors X suit une loi de Bernoullide paramètre p, notée Bernoulli(p).Note 11 Bernoulli(p)� µ = p� σ =
√
p(1 − p)L'erreur de transmission sur un Canal binaire symétrique (BSC) suit la loi de Bernoulliavec un paramètre p qui dépend des caractéristique du canal.La loi binomiale apparaît naturellement lorsqu'on considère la somme de n variablesaléatoires indépendantes Xi de même loi de Bernoulli de paramètre p

X = X1 +X2 + · · ·+XnAlors X est une variable aléatoire de loi Binomiale B(n, p), et X prend ses valeurs dansl'ensemble 0, 1, · · · , n avec probabilité1
Pr [X = k] =

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k

Note 12 B(n, p)1Le coe�cient binomial (n
k

)
= n!

k!(n−k)!



Annexe A : Rappels de probabilités 126� µ = np� σ =
√
np(1 − p)

Exemple A.2.1 Le tirage de boules avec remise.Soit une urne contenant b boules blanches et r boules rouges, on note p = b
b+r

. One�ectue n tirages avec remise, alors la probabilité de l'évènement Ek (l'échantillon de nboules obtenu contient exactement k boules blanches) est.
Pr [Ek] =

n!

k!(n− k)!
pk(1 − p)n−kEspérance et variance : L'espérance d'une loi binomiale B(n, p) est np et sa variance

np(1 − p)Dé�nition A.2.1 La densité normaleLa fonction g : R → R
+ dé�nie par :

g(t) =
1√
2 π

e−
t2

2est une densité de probabilité : elle est continue, et son intégrale sur R est égale à 1.Son intégrale
N (x) =

∫ x

−∞
g(t)d(t)est appelée distribution normale.On sait en e�et que ∫ +∞

−∞ e−
t2

2 dt =
√

2 π (intégrale de Gauss).Dé�nition A.2.2 On appelle loi normale (ou gaussienne) centrée réduite, et on le note
N (0, 1) la loi dé�nie par la densité de probabilité normale g(t)Soit X une variable aléatoire avec une densité de probabilité normale g(t), nous avons :

E(X) =

∫ +∞

−∞
t g(t)dt =

1√
2 π

[− e−
t2

2 ]+∞
−∞ = 0l'espérance est nulle : la loi est centrée.

V ar(X) = E(X2)−(E(X))2 =

∫ +∞

−∞
t2 g(t)dt = −

∫ +∞

−∞
t ǵ(t)dt = [−t g(t)]+∞

−∞+

∫ +∞

−∞
g(t) = 1
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Fig. A.1 � Gaussienne centrée réduite N (0, 1)la variance vaut 1 : la loi est réduite.La représentation graphique de cette densité, Figure-A.1, est une courbe en cloche (oucourbe de Gauss).Lemme A.2.1 Soit X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite N (0, 1).Alors on a :
(x−1 − x−3)g(x) < Pr [X > x] < x−1g(t), x > 0

B Preuve : On montre aisément que
(1 − 2x−4)g(x) < g(x) < (1 + x−2)g(x)par intégration entre 0 et l'in�ni, on obtient le résultat. CA.2.1 La loi normale généraleSoient X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite, et deux réels

µ, σ, où σ > 0.On dé�nit la variable aléatoire Y = σ X+µ, dont on note F la fonction de répartition.On a E(Y ) = σE(X) + µ = µ et V(Y ) = σ2 V(X) = σ2 puisque E(X) = 0 et
V(X) = 1.Cherchons la loi de Y : pour tout x ∈ R,

F (x) = Pr [Y ≤ x] = Pr [σ X + µ ≤ x] = Pr

[
X ≤ x− µ

σ

]
= N

(
x− µ

σ

)
,



Annexe A : Rappels de probabilités 128puisque la fonction de répartition de X est Φ.Ainsi, F est continûment (et même indé�niment) dérivable : Y suit une loi à densité,et la dérivée f de F est une densité de probabilité de cette variable aléatoire ; pour tout
x ∈ R,

f(x) = F ′
m(x) =

1

σ
Ń
(
x− µ

σ

)
=

1

σ
g

(
x− µ

σ

)
=

1

σ
√

2 π
e−

1
2(

x−µ
σ )

2

.Nous donnons la dé�nition générale suivante.Dé�nition A.2.3 On appelle loi normale (ou gaussienne) de paramètres µ, σ2 (où σ >
0), notée N (µ, σ2), la loi de probabilité dé�nie par la densité f : R → R

+, telle que pourtout x ∈ R :
f(x) =

1

σ
g

(
x− µ

σ

)
=

1

σ
√

2 π
e−

1
2(

x−µ
σ )

2

.

A.3 Théorème central limiteIl fut établi par Liapouno� et Lindeberg. On se place dans une situation d'épreuvesrépétées, caractérisées par une suite X1, X2, X3, · · · , Xn de n variables aléatoiresindépendantes et de même loi (espérance E(Xi) = m et variance V (Xi) = σ2 ). Ondé�nit ainsi une nouvelle variable aléatoire : la somme Sn = X1 + X2 + · · · + Xn Tellesque : E(Sn) = nm, V (Sn) = nσ2Ces formules nous donne l'estimation de l'erreur sur les canaux de transmission sansmémoire (dont l'erreur est une variable aléatoire indépendante des événements passés surle canal, d'où vient la nomination).Théorème A.3.1 (Théorème central limite) Soit la variable aléatoire Snrésultant de la somme de n variables, X1, . . . , Xn, aléatoires indépendantes et demême loi, avec une espérance �ni µ = E(Xk) et une variance �nie σ2 = V ar(Xk).On construit la variable centrée réduite telle que :
Zn =

Sn − nµ

σ
√
nAlors pour tout x ∈ R, la fonction de répartition Fn(x) = Pr [Zn < x],a la limitesuivante :

Fn(x) = Pr [Zn < x] −−−→
n→∞

N (x)où N est la distribution normale (dé�nition :A.2.1).Une variable aléatoire résultant de la somme de plusieurs v.a. ayant même loi etmêmes paramètres est distribuée suivant une loi normale lorsque le nombre d'épreuves n
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Fig. A.2 � La loi binomiale et la normaletend vers l'in�ni. Le théorème central limite s'applique quelque soit la loi de probabilitésuivie par les variables aléatoires discrètes ou continues, pourvu que les épreuves soientindépendantes, reproductibles et en très grand nombre.Grâce au théorème centrale limite, on peut voir que des phénomènes dont la variationest engendrée par un nombre important de causes indépendantes sont généralementsusceptibles d'être représentés par une loi normale.A.3.1 Approximation gaussienneSoit X une variable aléatoire de loi binomiale B(n, p), l'approximation gaussienne sebase sur le théorème central limite qui spéci�e que lorsque n tend vers l'in�ni, la loi de lavariable
Z =

X − dnpe√
np(1 − p)tend vers la loi normale centrée réduite. Alors pour des valeurs de n assez grandes nousavons :(A.1) Pr [X] dX ≈ g(Z) dZ =
1√
2π

g

(
X − dnpe√
np(1 − p)

)
1√

np(1 − p)
dXDonc une approximation de la loi binomiale est donnée par la formule suivante :(A.2) Pr [X = k] =

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k ≈ 1√

2πnp(1 − p)
e

�
− (k−dnpe)2

2np(1−p)

�Nous pouvons voir sur la �gure-A.2 que même pour une petite valeur de n la loi binomialeest bien proche de la loi normale. et plus particulièrement, pour n = 2m, k = m, p = 1
2nous obtenons :(A.3) (

2m

m

)
≈ 22m

√
mπ



Annexe A : Rappels de probabilités 130A.3.2 Quelques formulesL'inégalité de Markov et l'inégalité de Bienaymé-Tchébyche� s'appliquent aussi bienaux variables aléatoires discrètes ou absolument continues. Elles permettent pour unevariable aléatoire X d'espérance E(X) = m et de variance σ2 d'évaluer la probabilitépour que X di�ère de la moyenne d'une quantité inférieure à une valeur δ. Nous voulonsdémontrer que plus l'écart-type d'une variable aléatoire est faible, plus sa distributionde probabilité est concentrée autour de son espérance mathématique. A�n de démontrercela, nous allons présenter tout d'abord l'inégalité de Markov.Dé�nition A.3.1 Inégalité de Markov : Soit X une variable aléatoire positive telle quela quantité E(|X|r) existe et �ni pour r > 0. Pour tout ε > 0 et tout r > 0

Pr [X ≥ ε] ≤ E[Xr]

εroù | | désigne la valeur absolue :Dans l'analyse d'un algorithme manipulant des variables aléatoires, il est essentiel depouvoir borner la probabilité qu'une variable aléatoireX s'éloigne de son espérance E(X).En fait, lorsqu'une variable aléatoire est générée plusieurs fois, cela revient à borner lavitesse de convergence de la valeur moyenne des tirages obtenus.Dé�nition A.3.2 L'inégalité de Chebyshev(Bienaymé-Tchébyche�) : Soit X unevariable aléatoire telle que la quantité E(|X|r) existe et �ni pour r > 0. Pour tout ε > 0,et toute valeur c on a
Pr [|X − c| ≥ ε] ≤ E(|X − c|r)

εrEn particulier, si c = E(X), r = 2 alors
Pr [|X − E(X)| ≥ ε] ≤ V ar(X)

ε2L'inégalité de Chebyshev donne une majoration de la probabilité de succès de l'évènement
|X − E(X)| ≥ ε. Et comme

Pr [|X −E(X)| ≥ ε] + Pr [|X −E(X)| < ε] = 1elle donne une minoration de la probabilité d'échec.Dé�nition A.3.3 (Okamoto [37]) L'inégalité de Cherno� dans le cas spécial (loibinomiale) : Soit X1, . . . ,Xn des variables aléatoires booléennes indépendantes de mêmeloi pour lesquelles Pr [Xi = 1] = p < 1
2
, considérons la somme Sn = X1 + · · ·+Xn . Pourtout δ, 0 < δ ≤ 1 − p,

Pr [Sn − E(Sn) ≥ nδ] ≤ e−2nδ2
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Dé�nition d'un groupeDé�nition B.0.4 Un groupe est un ensemble G, muni d'une loi de composition interne(lci), c'est à dire une application de G×G→ G, généralement notée par la concaténation( (x, y) 7→ xy), véri�ant :
• la loi est associative : ∀x, y, z ∈ G, (xy)z = x(yz)
• Il existe un élément neutre : ∃1 ∈ G | ∀x, x.1 = 1.x = x, 1 est dit l'élément neutre
• Tout élément de G possède un inverse dans G : ∀x, ∃x−1 ∈ G | xx−1 = x−1x = 1Un sous ensemble H de G est dit sous groupe, si la restriction de la loi interne de Gà H dé�nit une structure de groupe sur H .Dé�nition B.0.5 H ⊂ G est un sous groupe de G, si et seulement si :
• 1 ∈ H
• (x, y) ∈ H2 → xy ∈ H
• ∀xx−1 ∈ HOn appelle groupe symétrique d'un ensemble G l'ensemble des permutations de cetensemble.Dé�nition B.0.6 On note Sn, n-ième groupe symétrique standard l'ensemble despermutations de In = {1, 2, ..., n}.Tous les groupes symétriques sur des ensembles de cardinal n sont isomorphes à Sn.



Annexe B : Préalables mathématiques 132Avec G un groupe et X un ensemble, on appelle action à gauche de G sur X uneapplication α de G×X dans X telle que :
• α(1, x) = x , 1 l'élément neutre de G
• α(g, α(h, x)) = (g.h, x)On dit aussi que G opère à gauche sur X où que G est une opération à gauche sur

X. Usuellement on note plus simplement g.x au lieu de α(g, x). Les deux conditionsdeviennent alors :
•1.x=x
•(g.h).x=g.(h.x)
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Notations

Nous donnons ici la liste des notations utilisées dans cette thèse ainsi que la page deleur dé�nition.
4
= : Par dé�nition :
Fp : Corps premier de caractéristique p..
< ., . > : le produit scalaire euclidien usuel : < a, b >=

∑n
i=1 aibi

m : Nombre de variables d'une fonction du type F
m
p → Fp.

α, β : Les éléments de l'espace vectoriel F
m
2 .

C[n, k] : Code Correcteur de Longueur n et dimension k.
C⊥ : Le code dual du code considéré.
n : Longueur du code considéré.
RM(r,m) : Code de Reed-Muller de longueur 2m et d'ordre r sur l'alphabet F2 (p. 34)
wt(x) : Le poids d'un mot binaire x (p. 17).
wt(f) : Le poids de la fonction f .
d(x, y) : distance de Hamming entre x et y (p. 17).
deg(f) : Le degré de la fonction f .
supp(f) : Le support de la fonction f .
(e1, . . . , em) : La base canonique de l'espace vectoriel F

m
2 .:

BSC : Le canal binaire symétrique (p. 13).
AWGN : Le canal additif gaussien blanc (p. 14).| . | : La complexité en nombre d'opérations élémentaires d'un algorithme
H(x) : La fonction d'entropie de Shannon
E(.) : L'espérance d'une variable aléatoire
V ar(.) : La variance d'une variable aléatoire
Pr [(] .) : La probabilité d'un événement
ln : La logarithme népérien
log : La logarithme à base deux
GLn(K) : l'ensemble des matrices carrées inversibles d'ordre n à coe�cient dans un corps K.
Sn : Le groupe symétrique de toutes les permutations de n-symboles.
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n
), Pour ε = 4

√
l m
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(

σ
d
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Étude et amélioration du décodage des codes de Reed-Muller d'ordre deux.Résumé : Dans cette thèse, nous étudions les codes de Reed-Muller qui constituent unedes familles de codes correcteurs les plus étudiées, et les plus utilisées dans la transmissiondes communications numériques. Grâce à leur rapidité d'encodage et de décodage, ilsfurent notamment utilisés pour les transmissions satellitaires. Ils ont également un lientrès fort avec les notions de fonctions booléennes. L'étude de ces dernières constitue lecoeur de la réalisation et de la sécurité des systèmes de chi�rement à clé secrète, tant parblocs que par �ot. Depuis l'introduction de ces codes, de très nombreux algorithmes dedécodage virent le jour, et aujourd'hui encore étudier leur structure a�n de construire desalgorithmes de décodage constitue un fructueux domaine de recherche. Ces algorithmesde décodage peuvent être utilisés dans l'étude de la structure de systèmes de chi�rementà clé secrète.Nous exposons un point de vue uni�cateur à l'ensemble des algorithmes de décodagedes codes de Reed-Muller, ce point de vue étant celui de la dérivée discrète. Nous exposonsun algorithme performant pour le décodage des codes d'ordre deux, que nous analysonsensuite. Nous discutons les résultats de simulations des algorithmes étudiés pour les petiteset moyennes longueurs de code. Ces résultats montrent que l'algorithme proposé décodebeaucoup plus loin en pratique que les autres algorithmes.Study and improvement of the decoding of Reed-Muller codes of second order.Abstract : In this thesis, we study the Reed-Muller codes which constitute one ofthe classes of error correcting codes the most studied, and most used in numericalcommunications. Thanks to their speed of encoding and decoding, they were in particularused for the satellite transmissions. They also have a strong bond with the concepts ofBoolean functions. The study of Boolean functions constitutes the heart of the realizationand the safety of secret key cryptography. Since the introduction of these codes, manydecoding algorithms were introduced, and even today the study of their structure in orderto build decoding algorithms constitutes an interested �eld of research in coding theoryand in cryptography for �nding good linear, quadratic etc approximations to Booleanfunctions used in cryptographyWe expose a unifying point of view to all known decoding algorithms of this codes,this point of view is that of the discrete derivative. We expose a powerful algorithm forthe decoding of the codes of order two, which we analyze then. We discuss the results ofsimulations of the algorithms studied for the small and average lengths of code. Simulationresults show that the proposed algorithm decodes in practice much further that the otheralgorithms.Discipline : Mathématiques et InformatiqueLaboratoire : UMA, ENSTA, 32 Boulevard Victor, 75739 Paris Cedex 15, France.
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