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Introduction générale

Depuis la découverte de I’effet mémoire de forme dans les années 50, I’intérét
porté a I’étude des matériaux pouvant manifester cet effet ne cesse de croitre. D’abord
considérés comme des « curiosités de laboratoire », les matériaux a mémoire de forme,
ou MMF, ont revétu un intérét pratique avec la découverte par Buehler, en 1961, de
I’effet mémoire au sein d’un alliage en Nickel-Titane qu’il a baptisé « Nitinol ». Le
Nitinol, supérieur aux alliages classiques de par ses propriétés mécaniques, a attiré 1’at-
tention de la compagnie « Raychem » qui I’a utilisé pour la fabrication d’éléments de
raccordement pour les tuyauteries des avions F-14 de la marine américaine. L’ usage
du Nitinol s’est ensuite étendu a d’autres secteurs de 1’industrie militaire, mais aussi
a des applications civiles technologiquement avancées, notamment dans le domaine
aérospatial. Les qualités du Nitinol ne se limitent cependant pas a ses remarquables
propriétés mécaniques. Cet alliage possede, en effet, une bonne biocompatibilité qui
permet son utilisation pour des applications biomédicales, en particulier pour la fabri-
cation de stents. Utilisés d’abord en tant qu’endoprotheses vasculaires, les stents ont
ensuite été adaptés a ’'usage de la chirurgie des voies respiratoires. En méme temps,
d’autres applications biomédicales ont vu le jour, on en cite notamment des implants
variés et des agrafes ainsi que nombreux outils chirurgicaux : cathéters, fils orthodon-
tiques, aiguilles de suture, etc.

La particularité du Nitinol, et des MMF en général, est due en grande partie a un
changement de phase a I’état solide appelé « transformation martensitique », caracté-
risé a 1’échelle microscopique par une transition de la structure cristallographique du
matériau d’une configuration symétrique dite « austénitique » vers une autre moins
symétrique dite « martensitique ». Cette transition permet 1’accommodation de larges
déformations recouvrables par simple chauffage.

La transformation martensitique, pouvant étre induite sous diverses conditions de
chargement thermomécanique, est largement influencée par des facteurs tels que la
composition du matériau et les conditions de sa mise en oeuvre : autant d’éléments qui
compliquent la compréhension des mécanismes inhérents a cette transformation, aussi
bien sur le plan expérimental que sur le plan théorique, mais qui motivent en contre-
partie des travaux de recherche toujours plus nombreux. Parmi ces travaux, certains
concernent 1’élaboration de MMF moins cofiteux, plus faciles a mettre en oeuvre et
plus performants, d’autres, comme c’est le cas dans ce mémoire, portent sur la modé-
lisation du comportement de ces matériaux et la prédiction de leur tenue pour diverses
conditions d’utilisation.

Les modeles de comportement proposés dans la littérature se limitent souvent a
la description d’un nombre réduit de phénomenes associés aux MMF. IIs peuvent étre
classés en fonction de leur niveau de complexité et de leur intérét en plusieurs catégo-
ries :
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— les nombreux modeles permettant la description du comportement pseudoélas-
tique unidimensionnel ;

— les modeles unidimensionnels capables de simuler d’autres types de comporte-
ment, en particulier 1’orientation de la martensite, et dont I’'intérét est générale-
ment d’ordre qualitatif;

— les modeles tridimensionnels qui s’appliquent au cas des chargements méca-
niques multiaxiaux proportionnels. Ces modeles sont peu nombreux et leur capa-
cité a décrire le comportement de structures en MMF est généralement explorée
a ’aide d’exemples simples faisant souvent appel aux seuls chargements uni-
axiaux ;

— les modeles applicables au calcul de structures en MMF soumises a des char-
gements thermomécaniques complexes multiaxiaux non nécessairement propor-
tionnels. Ces rares modeles font souvent intervenir des parametres difficiles a
identifier. Leur utilisation dans des codes de calcul se limite essentiellement a
des exemples simples, souvent unidimensionnels.

Notre travail établit un nouveau modele de comportement des MMF qui se dis-
tingue par son caractére « complet » et « unifié » : complet, parce qu’il permet la
description des principaux phénomenes caractéristiques des matériaux a2 mémoire de
forme ; unifié, parce qu’il s’appuie sur une méme loi de comportement et sur les mémes
lois complémentaires. Notre modele ne fait pas I’hypothese des chargements méca-
niques proportionnels, souvent adoptée dans la littérature ; ceci nous permet de réaliser
des calculs de structures soumises a des chargements complexes, comme le montre
I’exemple proposé au chapitre 5 concernant la modélisation du comportement d’un
stent pseudoélastique. En outre, nous proposons une généralisation du modele permet-
tant la prise en compte des chargements cycliques et ouvrant la voie vers la modélisa-
tion de la fatigue des MMF. Dans ce cadre, en opérant une analogie entre la réponse
pseudoélastique cyclique des matériaux a mémoire de forme et la réponse élastoplas-
tique cyclique des aciers, nous proposons un critere énergétique permettant la déter-
mination de la durée de vie d’un MMF pseudoélastique. Nous montrons d’ailleurs, en
s’appuyant sur des résultats d’essais, que les prédictions du modele ainsi que celles du
critere sont satisfaisantes.

La these est répartie en six chapitres complétés par deux annexes. Le développe-
ment des arguments suit un enchainement progressif qui part d’un modele unidimen-
sionnel simple, mais polyvalent, pour aboutir a un modele complet associé a un critere
de calcul de durée de vie a la fatigue des structures en MMF.

Le contenu est organisé de la maniere suivante :

— le premier chapitre introduit la transformation martensitique et les propriétés
qu’elle confere aux matériaux a mémoire de forme. Cette introduction est suivie
d’une synthese bibliographique et de quelques exemples d’application des MMF.
L’étude bibliographique, sans prétendre a 1’exhaustivité, constitue une descrip-
tion comparative générale des modeles existants, permettant de justifier le choix
de notre démarche de modélisation ;

— le deuxiéme chapitre présente le cadre théorique des matériaux standards gé-
néralisés dans le cas ou les variables définissant 1’état local du matériau sont
indépendantes ainsi que dans le cas, plus général, ou ces variables sont liées.
Un exemple d’application est proposé sous forme de la loi de comportement
Moumni—-Nguyen, permettant une description qualitative de 1’effet pseudoélas-
tique associé¢ aux MMF ;

— le troisieme chapitre propose une généralisation du modele Moumni—-Nguyen
améliorant la modélisation de la pseudoélasticité et offrant la possibilité de si-
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muler divers autres phénomenes tels que I’autoaccommodation de la martensite,
I’ orientation de la martensite autoaccommodante, 1I’effet mémoire simple sens et
I’effet superthermique. La généralisation proposée considere des transformations
a trois phases : ’austénite et deux variantes martensitiques, ol la température
peut varier et ou les modules €lastiques de I’austénite et de la martensite ne sont
pas nécessairement égaux.

Notre modele généralisé est validé en comparant ses prédictions a des résul-
tats d’essais tirés de la littérature. Nous montrons ainsi que ce modele permet
une description quantitative satisfaisante du comportement unidimensionnel des
matériaux a mémoire de forme. Une procédure simple d’identification des para-
metres matériels est décrite en détail ;

— le quatrieme chapitre est consacré a la généralisation du modele 1D du chapitre
précédent afin de permettre le calcul de structures soumises a des chargements
multiaxiaux en 3D. Si la généralisation est immédiate, dans le sens ou elle s’ob-
tient directement en substituant des quantités tensorielles & certains scalaires, elle
se limite aux seuls chargements proportionnels ;

— Au cinquieme chapitre, nous proposons un nouveau modele, complet et unifié,
du comportement des MMF. Ce modele est développé, en 3D, dans un cadre
similaire a celui de 1’élastoplasticité classique. Plus précisément, 1I’orientation
de la martensite est décrite a ’aide d’un tenseur variable de déformation inélas-
tique locale dont le module définit le niveau d’orientation et les composantes
permettent de déterminer les directions selon lesquelles s’alignent les variantes
martensitiques sous 1’effet de la contrainte. Notre modele est validé dans le cas
des chargements uniaxiaux et sa capacité a simuler la réponse de structures en
MMF a des chargements multiaxiaux non proportionnels est illustrée a I’aide
d’un exemple ;

— Nous nous intéressons, dans le dernier chapitre au comportement sous charge-

ment cyclique et a la fatigue en régime pseudoélastique des structures en MMF.
Le chargement cyclique peut induire un changement de phase répété entrainant
une stabilisation des propriétés thermomécaniques d’'un MMF, conduisant ainsi
a I’« éducation » du matériau. Nous simulons la réponse cyclique en faisant dé-
pendre les parametres matériels d’une fraction cumulée de martensite permettant
de décrire I’évolution du comportement avec le nombre de cycles, cette approche
nous permet en méme temps de modéliser 1’ « effet mémoire double sens » carac-
térisant le passage réversible d’un MMEF, sous I’effet d’un chargement thermique
uniquement, d’un état austénitique a un état martensitique déformé.
Le modele obtenu est validé dans le cas d’une traction répétée dans le domaine
pseudoélastique faisant apparaitre une succession de boucles d’hystérésis qui se
stabilisent apres un certains nombre de cycles. Ce comportement rappelle le phé-
nomene d’accommodation dans le cas des matériaux élastoplastiques usuels. De
ce fait, en s’appuyant sur un travail existant concernant la fatigue oligocyclique
des aciers, nous proposons d’utiliser 1’énergie dissipée associée a la boucle stabi-
lisée afin d’estimer la durée de vie a la fatigue des MMF pseudoélastiques. Nous
validons le critere dans le cas des chargements cycliques en traction.

— enfin, dans deux annexes, nous détaillons les calculs ayant permis d’établir les
modeles de comportement des chapitres 3 et 6. Tous les résultats énoncés a tra-
vers les différents chapitres peuvent €tre retrouvés a 1’aide de ces calculs.

Par souci de clarté, puisque la procédure de modélisation subit peu de modifications
tout au long du présent mémoire, nous avons organisé de la méme maniere les chapitres
3a6.






CHAPITRE 1

N

A propos des matériaux a mémoire de
forme

1.1 Introduction

L’ appellation « matériaux a mémoire de forme », ou MMF, désigne une classe
de métaux ainsi que quelques plastiques (Gandhi et Thompson, 1992), céramiques
(Uchino, 1999) et polymeres (Irie, 1999) pouvant étre déformés inélastiquement jus-
qu’a plusieurs pourcents (Buehler et coll., 1963 ; Wayman et Otsuka, 1999 ; Shaw,
2002) et retrouver leur forme initiale moyennant un chargement thermomécanique
approprié. Autrement dit, le matériau agit comme s’il mémorisait son état avant dé-
formation, d’out son nom. La particularité du comportement des MMF est due a un
changement de phase, appelé « transformation martensitique », affectant leur structure
cristallographique a 1I’état solide.

1.2 Transformation martensitique

La transformation martensitique désigne un changement de phase particulier a
I’état solide. Elle possede les propriétés suivantes (Otsuka, 2001 ; Ahluwalia et coll.,
2004 ; Van Humbeeck, 1993) :

— elle est « displacive », ce qui veut dire que les atomes de la configuration cristal-
lographique initiale (figure 1.1.a) se déplacent solidairement lors de la transfor-
mation. Le déplacement des groupes d’atomes se fait selon des plans cristallo-
graphiques bien définis (figures 1.1.b et 1.1.c) de telle sorte que le déplacement
relatif des atomes reste inférieur aux distances inter-atomiques ;

— elle s’effectue sans diffusion d’atomes, affectant le degré de symétrie du réseau
cristallographique sans modifier la concentration des atomes au sein du cristal ;

— c’est une transformation de premier ordre. C’est-a-dire que lors de la transition
d’une phase a I’autre, I’énergie de Gibbs est identique pour les deux phases a la
température de transition mais ses dérivées par rapport a la température et a la
pression sont discontinues (International Union of Pure and Applied Chemistry,
1997);
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— le changement de phase est associé, comme en plasticité classique, a un cisaille-
ment des plans atomiques. Le changement de volume résultant est souvent consi-
déré négligeable (Lexcellent et coll., 2000).

La transformation martensitique conduit a une transition d’une configuration cris-
tallographique symétrique d’une phase mere, stable a haute température, dite « austé-
nite », vers une phase produit, moins symétrique, appelée « martensite » (McNaney
et coll., 2003 ; Miiller et Seelecke, 2001 ; Shaw et Kyriakides, 1995). La perte de sy-
métrie permet la formation de plusieurs variantes martensitiques a partir d’une méme
phase mere (Wayman et Otsuka, 1999).

Groupe d' atomes () Groupe d' atomes (a)

Groupe d'atomes (a)

I;IIIIII
(Ll Ll Ll
1.1.a — Réseau non 1.1.b — Réseau déformé 1.1.c — Réseau déformé au niveau mi-
déformé d’un cristal au niveau microsco- croscopique, a déformation macrosco-
de matériau a mé- pique, a déformation pique non nulle.
moire de forme. macroscopique nulle.

F1G. 1.1 — Exemple d’un cristal de matériau a mémoire de forme subissant une trans-
formation martensitique.

Le mécanisme de la transformation martensitique ressemble a celui de la déforma-
tion plastique dans les aciers. La différence principale est 1’absence du changement de
phase dans le cas de la plasticité classique (Guillet et Poupeau, 1973).

Les plans séparant les variantes martensitiques de 1’austénite sont dits « plans li-
mites » ou « d’habitat » et sont généralement considérés comme invariants lors du
changement de phase (Wechsler et coll., 1953 ; Bowles et Mackenzie, 1954 ; Ball et
James, 1987). Les variantes martensitiques, au nombre de 24 (Lim et McDowell, 2002),
peuvent €tre définies par leurs orientations relatives par rapport & un plan limite. L’iden-
tification de ces orientations n’est cependant pas facile, surtout dans le cas des poly-
cristaux (Guillet et Poupeau, 1973).

1.3 Diagramme d’état

En fonction de 1’état de contrainte au sein du cristal ainsi que de sa température,
on arrive a situer I’état du matériau soit dans le domaine austénitique, soit dans le do-
maine martensitique, ou encore dans une zone de mélange. Le diagramme d’état sert
a délimiter ces domaines dans un espace température—contrainte (figure 1.2). Sur le
diagramme d’état de la figure 1.2, M2 et M° représentent respectivement les tempéra-
tures de début et de fin de la transformation dite « directe » de I’austénite en martensite
a contrainte nulle. A2 et A? sont les températures de début et de fin de la transformation
« inverse » de la martensite en austénite.
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Martensite orieréte
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Martensite
autoaccommodante
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+
Martensite

M M2 AL A) Temperature

FI1G. 1.2 — Diagramme d’état schématique d’un matériau a mémoire de forme.
1.4 Propriétés des matériaux a mémoire de forme

Un réseau cristallin qui a subi une transformation martensitique peut retrouver son
état initial non déformé (Guillet et Poupeau, 1973). C’est le cas pour les matériaux a
mémoire de forme ou plusieurs types de comportements peuvent étre distingués.

1.4.1 Autoaccommodation de la martensite

A haute température, dans le cas d’un chargement mécanique nul, un MMF se
trouve a I’état austénitique (figure 1.2). Si I’austénite, monovariante, est refroidie, elle
se transforme en martensite a partir d’une température—seuil caractéristique du ma-
tériau. En I’absence de contraintes au sein du MMF, aucune orientation particuliere
du réseau cristallographique n’est favorisée. La conséquence est la formation d’agglo-
mérations de variantes martensitiques avec une déformation macroscopique moyenne
nulle (Bhattacharya, 1992 ; Madangopal, 1998) (figure 1.1.b).

1.4.2 Orientation de la martensite

La martensite autoaccommodante peut étre orientée sous I’effet d’un chargement
mécanique. La contrainte créée au sein du matériau privilégie dans ce cas la formation
des variantes martensitiques compatibles avec son orientation (Liu et coll., 1999). Ceci
entraine des déformations macroscopiques importantes, de 1’ordre de 10 % dans le cas
d’un alliage 2 mémoire de forme de type Nickel-Titane par exemple (Buehler et coll.,
1963). Ces déformations persistent apres la décharge (figure 1.3).

Martensite orieréte

Contrainte

Martensite
autoaccommodante|

G .

Déformation

F1G. 1.3 — Orientation en traction d’une éprouvette en MMF.
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1.4.3 Effet mémoire simple sens

Un MMEF, déformé a I’état martensitique, peut retrouver sa forme initiale par chauf-
fage au-dela d’une température seuil qui dépend notamment de 1’état de contrainte au
sein du matériau (figure 1.2). Le chauffage conduit, au niveau cristallographique, a une
transformation dite « inverse » entrainant la transition de 1’état déformé basse tem-
pérature vers un état austénitique haute température plus symétrique de sorte que la
déformation macroscopique observée a 1’état martensitique disparait (figure 1.4).

2
c
8
‘g Martensite orierée
© Orientation
Martensite
autoaccommodante
\o‘e/ Déformation
RS
<
<&
1
Austenite
Transformation
inverse

FI1G. 1.4 — Courbe température—contrainte—déformation représentant I’effet mémoire
simple sens. Le MMEF, apres avoir été refroidi et déformé, retrouve sa forme initiale
suite a la transformation inverse de la martensite en austénite.

1.4.4 Effet superthermique

Cet effet est provoqué par un chargement thermique a contrainte constante. L’ austé-
nite, refroidie, se transforme en martensite orientée sous 1’effet de la contrainte. La dé-
formation résultante peut étre recouvrée, comme dans le cas de 1’effet mémoire simple
sens, par chauffage de la martensite au-dela de la température de fin de changement de
phase inverse.

A

Martensite

oriente @
g Transformation
inverse

Orientation
@ Austenite

Manensited _
autoaccommodante Temerature

Déformation

F1G. 1.5 — Transformation de 1’austénite en martensite orientée par refroidissement
sous un chargement mécanique constant. La transformation inverse se produit en chauf-
fant suffisamment le matériau pour qu’il retrouve sa forme austénitique initiale.
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1.4.5 Pseudoélasticité

11 est possible de déformer, de maniere réversible ! une structure en MMF lors d’un
cycle de chargement mécanique a haute température. Le changement de phase direct se
produit dans ce cas a partir d’un niveau de contrainte dépendant de la température du
matériau et entraine la formation de martensite orientée. La transformation inverse se
produit lors de la décharge, ramenant le matériau a sa forme austénitique initiale (Chen
et coll., 2001 ; Duerig et Pelton, 1994).

i

Transformation Martensite orieréte
directe

Contrainte

Transformation
inverse

Austénite

Déformation

F1G. 1.6 — Réponse pseudoélastique en traction d’un MMF.

1.4.6 Education et effet mémoire double sens

A partir d’un certain niveau de contrainte (Wayman et Otsuka, 1999), la transfor-
mation martensitique est accompagnée d’une génération de défauts irréversibles par
glissement au niveau des plans limites (Abeyaratne et Joo Kim, 1997).

Un chargement thermomécanique cyclique peut entrainer la stabilisation des dé-
fauts et la création au sein du matériau d’un champ de contraintes résiduelles associé,
provoquant une orientation de la martensite lors d’une transformation directe (figure
1.7). Suite a cette « éducation », une structure en MMF peut transiter entre deux formes,
austénitique et martensitique, sous I’effet d’'un chargement purement thermique. L’ effet
mémoire double sens désigne cette aptitude d’un MMF éduqué a se souvenir, simul-
tanément, d’une forme a haute température et d’une autre forme a basse température.

Contrainte constante

Martensite
orienee @

Transformation
inverse

G i

Orientation Austénite

Déformation

Temperature

Fi1G. 1.7 — Effet mémoire double sens. L austénite se transforme en martensite orientée
par refroidissement en 1’absence de chargement mécanique.

1. La transformation martensitique est un processus dissipatif. Elle est cependant réversible au niveau
cristallographique.
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1.4.7 Effet caoutchoutique

Le mouvement relatif des interfaces inter-variantes au sein de la martensite em-
péche un comportement parfaitement élastique, méme quand le niveau de contrainte au
sein du matériau n’est pas suffisant pour orienter les variantes martensitiques (figure
1.3). Ce mouvement produit, en effet, une dissipation par frottement interne dans le
MMF (Van Humbeeck et Stalmans, 1999 ; Berveiller et Patoor, 1993), donc un com-
portement inélastique a 1’origine de 1’effet caoutchoutique (figure 1.8).

u &
Martensite orieréte

—

Contrainte

Energie dissipe
par
effet caoutchoutiqy

Martensite
autoaccommodantg

2

F1G. 1.8 — Dissipation d’énergie par effet caoutchoutique. Le mouvement relatif des
interfaces entre les variantes est a 1’origine de cette dissipation.

»

Déformation

1.5 Synthese bibliographique

Outre sa complexité sur le plan théorique, la modélisation des MMF se heurte a
certaines difficultés d’ordre physique et expérimental :

— certains phénomenes physiques inhérents aux MMF ne sont toujours pas bien

expliqués (Van Humbeeck et Stalmans, 1999) ;

— les résultats expérimentaux ne sont pas suffisamment nombreux (Liu et coll.,
1999), et peuvent parfois étre contradictoires (Tanaka et coll., 1995).

Les lois de comportement existant aujourd’hui ne permettent pas une prise en
compte de tous les phénomenes associés aux MMF. La validité de la plupart de ces
lois se limite d’ailleurs & des conditions de chargements mécaniques unidimension-
nels ou bien tridimensionnels proportionnels (Lim et McDowell, 2002 ; Govindjee et
Kasper, 1999 ; Helm et Haupt, 2003 ; Brinson et coll., 2004 ; Abeyaratne et Joo Kim,
1997).

D’une maniere générale, on peut classer les modeles de comportement des MMF
en trois grandes catégories : les modeles a 1’échelle microscopique, les modeles phé-
noménologiques a 1’échelle macro et les modeles micro—macro.

— dans le cadre de la micromécanique, Falk (Falk, 1980) a proposé un modele
phénoménologique unidimensionnel anisotherme basé sur une énergie libre a
plusieurs puits. L’énergie du cristal est développée en série de puissances de la
température et de la déformation. La stabilité des minima de cette série dépend
donc de la température. Plusieurs autres travaux ont été€ proposés depuis, dans le
contexte des théories de Landau et de Landau—Ginzburg, dont quelques-uns ont
été généralisés pour des calculs 2D et 3D (Barsch et Krumhansl, 1984 ; Saxena
et coll., 1998 ; Ahluwalia et coll., 2004). Ces modeles s’intéressent surtout aux
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phénomenes se manifestant a une échelle microscopique au sein d’un MME, tels
que la nucléation et de la propagation des plaquettes martensitiques. Les para-
metres de ces modeles sont généralement difficiles a déterminer expérimentale-
ment. Abeyaratne et Vedantam ont, eux aussi, étudié 1’évolution des frontieres
inter-variantes a I’intérieur d’un cristal en MMF (Abeyaratne et Vedantam, 2003 ;
Vedantam et Abeyaratne, 2005).

L’étude de I’orientation des plans limites et de la structure des variantes marten-
sitiques au sein d’un cristal en MMF a aussi fait 1’objet de plusieurs théories,
telles que la théorie phénoménologique de la cristallographie martensitique de
Wechsler, Lieberman et Read (Wechsler et coll., 1953) et de Bowles et Macken-
zie (Bowles et Mackenzie, 1954) et la théorie cristallographique de la martensite
de Ball et James (Ball et James, 1987). Ces théories font I’hypothese du plan
limite invariant au cours du changement de phase. Récemment, 1’invariance du
plan limite a été contestée (Xiangyang et coll., 2000) suite a des observations
expérimentales (Sun et coll., 1997, 1999).

Les modeles précédents permettent de décrire la microstructure du MMF, mais
ne conviennent pas au calcul de structures.

— les modeles microscopiques avec passage micro—macro partent d’une étude du
comportement matériel a I’échelle des grains austénitiques et martensitiques. La
transition micro—macro s’effectue ensuite en deux étapes, d’abord pour modéli-
ser un monocristal et ensuite pour modéliser le matériau polycristallin (Huang
et coll., 2000).

Comme exemple des modeles de cette catégorie, on peut citer le travail de Pa-
toor (Patoor et coll., 1988). Ce modele est multivariant, I’interaction entre les
variantes est quantifiée a I’aide d’une matrice constante H telle que ’expres-
sion de 1’énergie d’interaction au niveau d’un volume élémentaire représentatif
est proportionnelle a z;H;;z;. z; est la fraction de la phase i. La matrice H est
déterminée expérimentalement.

Un autre exemple des modeles micro—macro est proposé par Tanaka (Tanaka
et coll., 2002). Le MMF est traité comme un composite ou un systéme matrice—
inclusions oul les inclusions représentent la martensite. Ces inclusions, réparties
en agrégats distribués au sein de la matrice, sont cachées a 1’état austénitique. Le
chargement thermomécanique nécessaire a I’orientation d’une inclusion est fonc-
tion notamment de son orientation et la déformation macroscopique de transfor-
mation est obtenue par moyennation, selon la théorie d’Eshelby, des déforma-
tions individuelles des inclusions sur un volume représentatif.

Les modeles obtenus par passage micro—macro font généralement intervenir des
parametres difficiles a identifier expérimentalement. D’ailleurs, 1’utilisation de
ces modeles pour le calcul de structures nécessite souvent des moyens de calcul
considérables, a cause d’un nombre important de degrés de liberté.

— les modeles a I’échelle macroscopique ont 1’avantage de la simplicité comparés
aux modeles utilisant I’approche micro—macro. Ils sont généralement plus faciles
a identifier et a utiliser pour le calcul de structures en MMF.

Le modele unidimensionnel de Tanaka (Tanaka et Nagaki, 1982 ; Tanaka, 1986)
décrit I’état cristallographique du MMF a I’aide d’une variable interne représen-
tant la fraction volumique de la martensite, les autres variables d’état étant la
déformation et la température. Ce modele propose une évolution exponentielle
de la fraction martensitique avec la contrainte et la température. Il est simple a
identifier, mais son domaine d’application est restreint a cause de sa nature unidi-
mensionnelle et sa limitation a une description qualitative de la pseudoélasticité
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des MMF. Brinson et Huang (Brinson et Huang, 1996) montrent que la loi de
comportement de Tanaka peut étre dérivée a partir d’un modele phénoménolo-
gique ol 1’austénite et la martensite sont disposées en parallele. Le modele est
modifié par Liang et Rogers pour permettre une meilleure description quantita-
tive de la pseudoélasticité unidimensionnelle (Liang et Rogers, 1990). Tanaka
et coll. (Tanaka et coll., 1995) ont proposé une extension du méme modele per-
mettant de simuler la réponse d’un MMF a un chargement thermomécanique
cyclique en 1D. Pour cela deux variables d’état supplémentaires ont été intro-
duites, représentant la déformation et la contrainte résiduelle résultant du pro-
cessus d’éducation.

Ivshin et Pence (Ivshin et Pence, 1994) ont proposé un modele phénoménolo-
gique ol I’on considere deux phases, austénitique et martensitique, disposées en
série. La fraction volumique de I’austénite est prise comme variable d’état. Un
modele équivalent est développé par Moumni et Nguyen (Nguyen et Moumni,
1998 ; Moumni, 1995). Il prévoit deux variantes martensitiques en 1D : I’une
favorisée en cas de chargement en traction et 1’autre en cas de compression. Le
matériau est considéré comme standard généralisé (Halphen et Nguyen, 1974)
et les lois de comportement ainsi que les cinétiques sont dérivées dans ce cadre.
Le modele Moumni—Nguyen n’est pas le seul & avoir adopté cette description
de la martensite comme un mélange de deux phases a orientations opposées, on
retrouve cette idée par exemple dans les travaux de Miiller (Miiller et Seelecke,
2001) qui propose de dériver les lois relatives au comportement du MMF a partir
d’une expression de I’énergie de déformation ayant trois minima : deux d’entre
eux correspondent aux deux martensites et sont stables tandis que le troisieme
est métastable et correspond a I’ austénite. Le modele est développé dans le cadre
de la thermodynamique statistique.

Un autre modele qui adhere au formalisme des matériaux standards généralisés
est celui de Frémond (Frémond, 1987, 2001, 1998). Ce modele, tridimensionnel,
utilise deux fractions volumiques pour étudier le cas ou deux variantes marten-
sitiques M T et M~ existent dans le cas 1D. Savi et coll. (Savi et coll., 2002)
ont ensuite ajouté une troisieme fraction pour décrire 1’autoaccommodation de
la martensite. La démarche utilisée pour la modélisation est caractérisée par la
prise en compte des contraintes matérielles internes a 1’aide de fonctions indica-
trices, dans le cadre de 1’analyse convexe. Le travail de Frémond sert de base a
plusieurs autres modeles (Shimperna et Stefanelli ; Baéta-Neves et coll., 2004 ;
Shirakawa et Stefanelli, 2004 ; Laurencot et coll., 2002 ; Bonetti, 2001 ; Pagano
et Alart, 1999 ; Colli, 1995 ; Paiva et coll., 2005).

Le modele Ry de Raniecki et Lexcellent (Raniecki et coll., 1992) considere la
fraction volumique de la martensite comme variable interne. L’évolution de cette
variable est compatible avec les cinétiques semi-empiriques de type Koistinen—
Marburger (Koistinen et Marburger, 1959) utilisées dans le cas des aciers. Ce
modele a été repris plusieurs fois (Boubakar et coll., 1998 ; Bouvet et coll.,
2004 ; Leclerq et Lexcellent, 1996 ; Lexcellent et Bourbon, 1996 ; Lexcellent
et coll., 2000 ; Raniecki et Lexcellent, 1998 ; Raniecki et coll., 1992, 2001) pour
permettre la prise en compte d’un nombre croissant de phénomenes associés
au comportement des MMF. Les cinétiques initiales de la loi Ry, sont rempla-
cées par des lois d’évolution dérivées de fonctions critéres, comme dans le cas
de I’élastoplasticité classique, et les interactions a 1’échelle mésoscopique sont
prises en compte a 1’échelle macro moyennant des termes introduits dans 1’ex-
pression de I’énergie et exprimant I’interaction entre 1’ austénite et la martensite.
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Abeyaratne, Kim et Knowles (Abeyaratne et Joo Kim, 1997 ; Abeyaratne et coll.,
1994 ; Abeyaratne et Knowles, 1993) ont proposé un modele thermoélastique
unidimensionnel simplifié du comportement des MMF. Aucune fraction volu-
mique n’est introduite. Seule la déformation de transformation maximale est né-
cessaire pour la modélisation. L’intérét de ce modele est essentiellement qualita-
tif.

Toujours a I’échelle macroscopique, Boyd et Lagoudas (Bo et Lagoudas, 1999b ;
Lagoudas et Bo, 1999a,b; Bo et Lagoudas, 1999a) ont développé un modele
décrivant la plupart des phénomenes associés aux MMF. La martensite est repré-
sentée par une fraction massique et un tenseur de déformation dont I’évolution
ressemble a celle de la déformation plastique dans le cas d’un matériau élasto-
plastique usuel. Ce modele a été étendu ensuite par Lagoudas et Shu (Lagoudas
et Shu, 1999), de sorte que la martensite est représentée a I’aide de trois variantes
au lieu d’une seule dans le modele initial. Ces variantes correspondent aux mar-
tensites autoaccommodante, orientée a partir de la phase mere et orientée a partir
de la martensite autoaccommodante. Le modele a été amélioré (Lagoudas et Ent-
chev, 2004) en considérant notamment que la transformation martensitique est
accompagnée de I’apparition de déformations plastiques dépendant d’une frac-
tion cumulée de martensite.

Dans le méme cadre de plasticité généralisée, Auricchio a proposé des modeles
ayant plusieurs niveaux de complexité en fonction de la nature et du nombre des
phénomenes qu’on cherche a reproduire (Auricchio, 1995). Un modele 1D fait
intervenir une seule variante martensitique pour modéliser la pseudoélasticité ou
deux variantes pour pouvoir aussi décrire I’effet mémoire simple sens. Ces deux
modeles ont été généralisés pour des calculs 3D en introduisant une variable sup-
plémentaire tensorielle permettant de simuler 1’orientation de la martensite. Le
comportement des MMF sous chargement cyclique est abordé dans des travaux
plus récents (Auricchio et Sacco, 2001 ; Auricchio et coll., 2003).

Bekker et Brinson (Bekker et Brinson, 1998, 1997) ont utilisé une approche dif-
férente. Le comportement thermomécanique unidimensionnel des MMF est mo-
délisé a I’aide de deux variables d’état représentant les fractions volumiques des
martensites autoaccommodante et orientée. Les équations d’évolution de ces va-
riables sont dérivées a partir du diagramme d’état. Un trajet de chargement ther-
momécanique est décomposé dans le plan contrainte—température en une suite de
segments, délimités par des « points de commutation », qui interviennent dans
la modélisation. Ce modele a été ensuite repris et généralisé (Brocca et coll.,
2002 ; Gao et Brinson, 2002 ; Gao et coll., 2000; Huang et coll., 2000) pour
prendre en compte le comportement tridimensionnel des MMF. La réponse 3D
du matériau est obtenue par superposition des réponses unidimensionnelles sur
un ensemble de « microplans », c’est-a-dire des plans orientés au sein du ma-
tériau. Pour appuyer cette démarche, il est signalé que les modeles s’inspirant
de I’élastoplasticité, tels que ceux de Lagoudas et d’ Auricchio, ne décrivent pas
correctement le mécanisme de la transformation martensitique faisant intervenir
plusieurs variantes a la fois. D autre part, les schémas de moyennation utilisés
dans les modeles meso—macro supposent généralement un grand nombre d’in-
clusions martensitiques au sein de la matrice austénitique, ce qui n’est pas le cas
des cristaux de MMF ot un seul plan limite se forme au sein d’un cristal.

La plupart des modeles a I’échelle macroscopique se limitent a la description
unidimensionnelle d’un nombre réduit d’effets caractéristiques des MMF. Des
modeles 3D existent, mais ne permettent pas, pour la plupart, de simuler le com-



14 A propos des matériaux & mémoire de forme

portement sous chargement non proportionnel.

En plus des travaux précédents, certains chercheurs, notamment Silling (Silling,
1992), Shaw et Kyriakides (Shaw et Kyriakides, 1997, 1995 ; Shaw, 2002) et Li et Sun
(Li et Sun, 2002 ; Sun et Li, 2002), ont étudié le probleme de propagation des fronts
de changement de phase dans les MMF et plus particulierement dans certains types de
structures simples. La transformation martensitique est traitée comme une instabilité
qui se propage, ce qui est conforme a plusieurs résultats expérimentaux (Li et Sun,
2002 ; Tan et coll., 2004 ; Orgéas et coll., 1998).

1.6 Applications

L’effet mémoire de forme a été observé des 1951 (Wayman et Otsuka, 1999 ; Bek-
ker et Brinson, 1997), mais ce n’est que plus tard, apres la découverte de 1’effet mé-
moire dans des alliages de type Nickel-Titane par Buehler (Buehler et coll., 1963), que
des applications réussies ont fait intervenir les MMF (Gandhi et Thompson, 1992).

Les alliages a mémoire de forme en Nickel-Titane, ou Nitinol (NiTi Naval Ord-
nance Laboratory, du nom du laboratoire américain ol Buehler travaillait), ont des
propriétés mécaniques supérieures aux autres alliages manifestant un comportement
mémoire de forme (Stockel, 2001 ; Otsuka et Ren, 2005). Les prix généralement élevés
des MMF, ainsi que la difficulté de leur mise en ceuvre, sont parmi les raisons qui
restreignent leurs utilisations a des domaines technologiques de pointe.

1.6.1 Applications biomédicales

La biocompatibilité du Nitinol (Duerig et coll., 1999) en fait I’alliage a mémoire de

forme par excellence pour les applications biomédicales. Ces applications incluent :

— les stents, structures tubulaires aux parois sous forme de treillis fin, sont généra-
lement produits par découpage au laser ou par gravure. Ils sont souvent utilisés
comme endoprotheses coronaires (Duerig et coll., 2000). Les stents servent aussi
a la prévention de 1’occlusion des conduits respiratoires ;

— les agrafes, utilisées surtout pour la fixation de fragments d’os suite a une frac-
ture, par exemple dans le cadre de la chirurgie maxillo-faciale. Les agrafes ont
une forme pré-programmée en position fermée a haute température. Le chirur-
gien fait refroidir 1’agrafe, la ramene en position ouverte, avant de 1’introduire a
I’endroit voulu. La température du corps agit ensuite de facon a refermer 1’agrafe
en lui « rappelant » sa forme haute température. Ceci fait rapprocher progressi-
vement les fragments osseux sous 1’action d’une force presque constante.

D’autres applications biomédicales du Nitinol incluent des fils orthodontiques, des

filtres et des systemes d’occlusion artérielle, des aiguilles et des fils de suture, des
protheses de fémur, etc.

1.6.2 Applications aérospatiales et militaires

On peut citer :

— les mécanismes de déploiement de certaines structures dans I’espace. Le déploie-
ment des panneaux solaires du télescope Hubble de la NASA a été réalisé a 1’aide
d’un dispositif en MMF ;
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— des manchons en NiTi ont servi de joints de raccordement étanches pour les
tuyauteries difficiles a souder des avions F—14 de I’armée américaine (Gandhi et
Thompson, 1992);

— Des ailes d’avion a forme variable et des dispositifs de contrdle de 1’inclinaison
des pals du rotor de certains hélicopteres ;

— Des actionneurs contr6lés par chauffage électrique et des fusibles réarmables.
A titre d’exemple, un mécanisme de dégagement de gaz en MMF était intégré a
I’analyseur de gaz miniature de la sonde Rosetta de I’agence spatiale européenne
(ESA). Un dispositif en MMF équipait aussi le véhicule-robot Sojourner de la
sonde Mars Pathfinder de la NASA.

1.6.3 Applications en génie civil

Des composants en MMF sont utilisés comme inclusions anti-séismiques dans les
batiments et autres constructions du génie civil. Cette utilisation des MMF est motivée
par la capacité de ce genre de matériaux a dissiper une grande quantité d’énergie par
unité de masse lors d’un changement de phase (Van Humbeeck, 1999).

1.6.4 Diverses autres applications

Notamment des films protecteurs en Nitinol, hautement résistants a 1’érosion, ainsi
que des valves hydrauliques et pneumatiques.

Les MMF entrent aussi dans la fabrication d’une classe de matériaux intelligents.
Dans ce cas, des fibres en MMF sont souvent introduits dans une matrice constituée
d’un autre matériau afin de pouvoir controler la forme du composite résultant en agis-
sant sur celle des fibres. Ceci est en général réalisé par chauffage électrique.

La liste des applications citées jusqu’ici n’est en aucun cas exhaustive. Elle peut
étre élargie et inclure des interrupteurs thermiques, des montures de lunettes résistant a
la déformation, des actionneurs de mini-robots simulant le fonctionnement des muscles
et contrdlés électriquement, certaines ceuvres d’art, etc.
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CHAPITRE 2

Cadre théorique de la modélisation

2.1 Introduction

Dans la suite de ce mémoire, nous abordons le probleme de la modélisation du com-
portement des matériaux a mémoire de forme. La démarche adoptée utilise la méthode
des deux potentiels en présence de variables d’état liées, nous avons donc trouvé inté-
ressant de consacrer une partie de ce deuxieme chapitre a un rappel du cadre théorique
que fournit cette méthode. Le reste du chapitre présente, a titre d’exemple, le modele
Moumni-Nguyen (Moumni, 1995 ; Nguyen et Moumni, 1995) décrivant la pseudoé-
lasticité des MMF en 1D.

2.2 Méthode des deux potentiels

Le postulat de I’état local considere que 1’état thermodynamique d’un point maté-
riel est completement défini a un instant donné par la donnée en ce point et a cet instant
des valeurs d’un ensemble fini de variables indépendantes. Ces variables sont appelées
« variables d’état ».

Dans le cadre de ce chapitre, I’ensemble des variables d’état inclut le tenseur de
déformation macroscopique &, la température 7, ainsi que des variables internes « et
B décrivant respectivement des phénomenes dissipatifs et non dissipatifs.

La méthode des deux potentiels consiste a dériver les lois de comportement d’un
matériau a partir des expressions d’une énergie libre VW et d’un pseudo-potentiel de
dissipation D.

W est fonction de 1’ensemble des variables d’état, ¢’est-a-dire

W=We,T,a,pB), @2.1)

tandis que D est fonction des variables dissipatives « et de leurs dérivées «. Le pseudo-
potentiel D est positif, convexe par rapport a o, semi-continu inférieurement et nul en
a = 0. Comme il est rappelé plus tard, ces propriétés de D permettent de définir faci-
lement des lois d’évolution qui satisfont le deuxieme principe de la thermodynamique.
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2.2.1 Cas des variables d’état indépendantes

Une loi de comportement doit vérifier les principes de la thermodynamique. Si W
est la densité d’énergie en un point matériel donné, o le tenseur contrainte de Cau-
chy et s la densité d’entropie, I’inégalité de Clausius—Duhem traduisant les premier et
deuxiéme principes s’écrit

o6 —sT —W=0, (2.2)

ce qui donne apres développement

ow ow\ . w ow . . .
— L )e— — )T--"La——B=0, V(&T.aB). (.
(a 8@)6 (S+8T) o 8ﬂﬂ>0 (s ozﬂ) (2.3)

En supposant que :
1. W dépend uniquement de la température 7" et des variables €, a et 8 ;

2. L’énergie interne U dépend uniquement de la densité d’entropie s et des variables
e,aetf;

aw
le terme s + T dans I’équation (2.3) devient nul a cause de la relation
U=WH+Ts (2.4

définissant 1’énergie interne a partir de 1’énergie libre. En faisant par ailleurs I’hypo-

d d d .
these que [ 0 — —W s —W et ﬂ sont indépendantes de &, & et B, on déduit de (2.3)
de da B
les lois d’état
ow ow
9% O 9B (2.5)

ow
Si I’on note A la quantité “a I’inégalité (2.2) se réduit a
o

A-a = 0. (2.6)
Une maniere de vérifier (2.6) consiste a se servir du formalisme des matériaux stan-
dards généralisés (Halphen et Nguyen, 1974). Pour un matériau standard généralisé, A
est choisi comme un sous-différentiel de D par rapport a o, c’est-a-dire

Ae aoﬂ). 2.7

Si D* est la transformée de Legendre—Fenchel de D définie par

D = sup (A-a — D), (2.8)

D* ales mémes propriétés de D et on a les équivalences suivantes :
A€ 03D & acigD* & Aa=D+ D" (2.9)

D et D* étant positifs, la positivité de la dissipation A-a est assurée. L'inégalité de
Clausius—Duhem est automatiquement vérifiée.
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2.2.2 Cas des variables d’état dépendantes

La méthode des deux potentiels s’applique aussi dans le cas ot des liaisons existent
entre les variables d’état (Frémond, 1987, 1998, 2001 ; Moumni, 1995 ; Nguyen et
Moumni, 1998 ; Auricchio et Petrini, 2002). La méthode des multiplicateurs de La-
grange peut €tre utilisée pour prendre en compte ces liaisons. En effet, en supposant
que les variables e, 7', a et B vérifient des liaisons parfaites bilatérale et unilatérale
données respectivement par

g=0 et h=0, (2.10)

g=4E T aB) et h=he Top), @2.11)

on démontre (Germain, 1986) qu’il existe un potentiel VW, dont dérivent les relations
(2.10). L’expression de VW, est donnée par

Wy =—-Ag—puh, oo ph=0etpu=0. (2.12)

Dans (2.12), A et u sont des multiplicateurs de Lagrange.
L’énergie libre du matériau, compte tenu de 1’ensemble des liaisons, s’écrit

L=W+W (2.13)
et les lois d’état sont données par
L oL aL
T % T Tar % B @.14)

D’autre part, la force thermodynamique A associée a la variable dissipative & est
donnée par

aL

dor
ow g oh 2.15)

A=

et la positivité de la dissipation est assurée—comme dans le cas des variables d’état
indépendantes—en choisissant la force thermodynamique A parmi les sous-gradients
d’un pseudo-potentiel de dissipation D.

Il est intéressant de remarquer que si g et s ne dépendent que de la variable dissipa-
tive ¢ et si & est scalaire (o et AL A), la force thermodynamique A peut s’écrire
indépendamment de g et de & quand « évolue, tant que g, /1 et u restent dérivables.
Dans ce cas, les équations

donnent
§=0 2.17)
et
h + ph = 0. (2.18)
L’équation (2.17) s’écrit
0
L (2.19)
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dg
ce qui entraine — = 0 dans I’expression de A pour ¢ # 0. De la méme maniere,

o
quand la liaison unilatérale définie par i > 0 est effective, c’est-a-dire quand & = 0,
(2.18) se réduit a

ah .

po b =0. (2.20)

oh
L’expression p— est donc nulle pour & # 0 quand 4 = 0. Elle ’est aussi pour 2 > 0

car, dans ce cas, . = 0 d’apres (2.16), d’out

u% =0 Va 0. 2.21)

En conclusion, lorsque la variable dissipative évolue, si cette variable est scalaire,
il n’est pas nécessaire de prendre en compte les liaisons ne dépendant que de cette
variable dans I’expression de la force thermodynamique associée tant que ces liaisons
et les multiplicateurs de Lagrange associés sont dérivables.

2.2.3 Exemple d’application : modéle Moumni—-Nguyen

Le modele Moumni-Nguyen (Nguyen et Moumni, 1998 ; Moumni, 1995) fournit
une description qualitative simplifiée du comportement pseudoélastique des MMF a
I’échelle macroscopique. Il sert de base au premier des deux modeles développés dans
le cadre de cette these.

La modélisation est fondée sur un modele rhéologique de Reuss représentant 1”aus-
ténite A et deux variantes martensitiques M+ et M ~ en série (figure 2.1). Un charge-
ment mécanique en traction privilégie la formation de M * tandis que M ~ est favorisée
lors d’une compression.

| MartensiteM* | | Austénite | [ Martensitel~ |

F1G. 2.1 — Modele rhéologique d’un matériau & mémoire de forme. L’ austénite et deux
variantes martensitiques sont en série.

Dans le cas de la pseudoélasticité, on démontre que les deux variantes martensi-
tiques ne peuvent pas se former simultanément a partir de 1’austénite. Par conséquent,
la modélisation est simplifiée en considérant le matériau comme un mélange de deux
phases : I’austénite et la martensite M ™. L ensemble des variables choisies pour la
description de I’état local comprend les déformations locales de I’austénite et de la
martensite M, respectivement e et m, ainsi que la fraction volumique z de la marten-
site et la déformation macroscopique ¢. La température intervient en tant que parametre
constant lors du changement de phase.

En suivant la démarche décrite au paragraphe 2.2.2, on définit une densité d’énergie

W=(1A-z)U(e) +zW(m) + I1(2), (2.22)
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out U (e) et W (m) représentent respectivement les densités des énergies libres indivi-
duelles de I’austénite et de la martensite M *. Elles sont données par

1 1
Ue) = EKez et W(m) = zK(m —g0)? + C(T), (2.23)
ou K est le module élastique supposé le méme pour ’austénite et la martensite, et

C(T) une chaleur latente de changement de phase. /(z) est une énergie d’interaction.

Pe(z)
I(z)= ————z(z—1). (2.24)

P
2(1——
K
P et g¢ sont des parametres du matériau. En particulier, ¢ représente la déformation

inélastique maximale pouvant survenir suite a un changement de phase.
Les relations reliant les variables d’état sont données par

(1—2)e+zm—e=0, (2.25)
1—z>=0, (2.26)
z=0. (2.27)

Ces liaisons dérivent du potentiel
Wy =—-A1—-2)e+zm—¢)— A (1 —z)—Ayz. (2.28)
Les équations (2.13) et (2.14) permettent d’établir la loi de comportement
o = K(g—zsgg). (2.29)

La loi d’évolution de la fraction volumique z dérive d’un pseudo-potentiel de dis-
sipation

[—I’(z)—i—l’(O)]é siz>0et0<z <1,
= . .. (2.30)
[-I'z) + 1'(1)] 2 siz<0et0<z<I.
Cette loi est donnée par
0 en I’absence de changement de phase,
z= é (2.31)

— au cours d’un changement de phase.
€o

Il est intéressant de noter qu’en vertu des équations (2.29) et (2.31), le change-
ment de phase dans le cadre du modele Moumni—Nguyen se fait toujours a contrainte
constante (figure 2.2). En effet

& = K(é — e9)

. £ (2.32)
=0 pourz=—.
€0
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Cadre théorique de la modélisation

Contrainteo

Déformatione

FIG. 2.2 — Modele Moumni—-Nguyen de la pseudoélasticité. Le changement de phase

s’effectue a contrainte constante.

2.3 Conclusion

La méthode des deux potentiels, dans le cas ou des liaisons existent entre les va-

riables d’état, offre un cadre théorique robuste et élégant pour le développement de lois
de comportement vérifiant les principes de la thermodynamique. Un exemple d’appli-
cation est fourni par le modele Moumni—Nguyen qui permet de décrire 1’ effet pseudoé-
lastique. Cette méthode est utilisée dans la suite de cette these pour le développement
de nouveaux modeles plus élaborés pouvant servir au calcul de structures en MMF.
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CHAPITRE 3

Un premier modele unidimensionnel
unifié

3.1 Introduction

On développe dans ce chapitre un modele de comportement des matériaux a mé-
moire de forme en généralisant la loi Moumni—-Nguyen (Moumni, 1995).

La modélisation proposée s’inscrit dans le cadre des matériaux standards géné-
ralisés en présence de liaisons internes entre les variables d’état. Les différences par
rapport a la loi Moumni—Nguyen sont essentiellement dues a des choix différents de
I’énergie d’interaction et du pseudo-potentiel de dissipation.

Le présent modele prend en compte les transformations a trois phases, telles que
la transformation simultanée de 1’austénite en deux variantes martensitiques. Il permet
une simulation unifiée des principaux phénomenes caractéristiques du comportement
des MMEF, notamment : la pseudoélasticité, la formation de la martensite autoaccom-
modante, 1’orientation, 1’effet superthermique et 1’effet mémoire simple sens.

Le déroulement des calculs est rapporté de maniere simplifiée dans les paragraphes
suivants. Pour plus de détails, le lecteur intéressé est invité a consulter I’annexe A.

3.2 Modele de comportement des MMF

On considere pour la modélisation le méme modele rhéologique utilisé par Moumni
et Nguyen, c’est-a-dire un arrangement en série de I’austénite A et de deux variantes
martensitiques M ~ et M +. L austénite se transforme préférentiellement en martensite
M sous effet d’une traction et en M~ sous 1’effet d’une compression.

3.2.1 Variables d’état et énergie libre

L’ensemble des variables d’état retenues pour la modélisation comporte

— la déformation macroscopique ¢ et la température 7 ;

— les fractions volumiques de I’austénite, de la martensite M * et de la martensite
M, respectivement zy, z; et z3 ;

— et les déformations locales correspondantes €1, €; et €3.
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On considere que seul le changement de phase est un processus dissipatif, les variables
dissipatives sont donc les fractions volumiques zy, z; et z3.
Puisque I’austénite est une phase élastique, on lui associe la densité d’énergie libre

§ 1
Wi E Wile)) = 5 Kael, G.1)

ou K, estle module élastique de 1’austénite.
Les densités d’énergie des variantes martensitiques M+ et M~ dépendent de la
température. On leur associe les expressions respectives

& 1
W & Wa(ea, T) = 5 Ku(e2 —20)* + C(T) (3.2)

et

déf
Ws =

Wi(e3, T) = %KM(83 + 80)? + C(T). (3.3)
K, est le module élastique supposé étre le méme pour les deux variantes martensi-
tiques tandis que C(7') est une chaleur latente de changement de phase et &g est la
déformation non-€lastique maximale que peut engendrer la transformation de 1’ austé-
nite en martensite. £ est positive.

La densité d’énergie libre WV du MMF s’écrit naturellement comme la somme des

I . . . def .
contributions de chacune des trois phases ! et d’une énergie T = I(zy, z5, z3) repré-
sentant I’interaction entre ces phases.

Wﬁf W(E, T,81,82,83,21,22,Z3) =z Wi 4+ 22Wh 4+ z3Ws + 1. (3.4)

D’apres la littérature (Miiller et Seelecke, 2001 ; Raniecki et Lexcellent, 1998 ; Ber-
veiller et Patoor, 1993), 7 est une fonction des fractions volumiques. On lui associe
I’expression
déf

T=1(z1,22,23) = Gz1(22 + 23) + Hzpzs, (3.5)
ou G quantifie I’interaction de 1’austénite avec chacune des deux variantes martensi-
tiques et H quantifie I’interaction au sein de la martensite entre les variantes M T et
M.

3.2.2 Liaisons internes et lagrangien

Les variables d’état proposées pour la description du comportement des MMF
doivent obéir a certaines contraintes physiques, notamment :
— le modele rhéologique retenu est un modele en série, la déformation macrosco-
pique ¢ au niveau du volume élémentaire de référence est donc égale a la somme
des déformations dues a chacune des phases, d’ol

3

Zziei —e=0; 3.6)

i=1

1. En réalité¢ M+ et M~ ne sont pas deux phases différentes mais deux variantes de la méme phase
martensitique. On acceptera cependant cet abus de langage tant qu’il ne préte pas a confusion.
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— le matériau est uniquement constitué des trois phases de fractions volumiques
z1, z et z3, sans qu’il y ait interpénétration entre ces phases. La somme des
fractions volumiques est donc identiquement égale & 1’ unité.

3
Zz,-—l:O; (3.7

i=1

— les fractions volumiques ne peuvent pas étre négatives. Il en résulte les liaisons
unilatérales

=0 Vie{l,?23). (3.8)

Si I’on admet que les liaisons précédentes, indépendantes du temps réel, sont par-
faites 2, on démontre (Moumni, 1995) que ces liaisons dérivent d’un potentiel W tel
que

3 3 3
W= Sae-e) o(Sa1) - T as
i=1 i=1 i=1

A, vetA;, pourtouti dans {1, 2, 3}, sont des multiplicateurs de Lagrange. Les multipli-
cateurs A; associés aux liaisons unilatérales doivent satisfaire les conditions (Germain,
1986)

Vie{l,2,3}, A =0ethAjz; =0. (3.10)
Le lagrangien £ est la somme de I’énergie libre et du potentiel V.
L=W+W. (3.11)
Autrement dit,

déf
L=L(eT,e1,6,83,21,22,23)

e
+ 22 [%Km(Ez —e0)’ + C(T)i| + 23 [%KM(% +e0)* + C(T)] (3.12)

+ Gzi(z22 +z3) + Hzoz3

S oS S

i=1 i=1 i=1

avec
Vie{l,2,3}, A =0ethiz; = 0. (3.13)

3.2.3 Lois d’état

On considere que le changement de phase, caractérisé par 1’évolution des fractions
volumiques z, z, et z3, est le seul mécanisme dissipatif. Si A, A, et A3 sont les forces

2. Les liaisons sont parfaites lorsque la puissance virtuelle des efforts de liaison, pour tout mouvement
virtuel compatible avec ces liaisons, est non négative (Germain, 1986).
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thermodynamiques duales des fractions volumiques, les équations d’état qui découlent
de I’inégalité de Clausius—Duhem s’écrivent

oL
de
aL
—— =0 = Z](KA81—)\)=0, (3.15)
881
oL
—— =0 = I [KM(82 — 80) — )»] =0, (3.16)
882
oL
-— =0 = z3[Ku(ea —0) —A] =0, (3.17)
883
aL 1 0z
——=A = A =-—=Kl——+Aer+v+iy, (3.18)
aZl 2 321
ac 1 0z
——=A = —|zKule2—20)+C(T)|—— +hrea+ v+ =A,
822 2 a22
(3.19)
aL 1 JaZ
——=A; = —|-Kule3+e)’+C(T)|———+res+v+i;=4s,
823 2 aZ3
(3.20)
oL
W =0 =  z1€1 + 2283 + z363 = €, 3.21)
oL
—8—20 = zi+z34+z3=1. (3.22)
v
Ces équations permettent d’établir la loi de comportement du matériau
0 = K[e—(z2 — z3)e0], (3.23)
ou K représente le module élastique équivalent du matériau. K est donné par
-1
k= (2= (3.24)
X. K. . .

Il est intéressant de signaler que le module K ainsi défini rappelle 1’expression
du module élastique équivalent d’un arrangement en série de ressorts. Ce résultat est
directement lié a la nature du modele rhéologique choisi pour la modélisation.

3.2.4 Pseudo-potentiel de dissipation

Le changement de phase étant un processus dissipatif, les forces thermodynamiques
associées ne sont pas nulles. En effet, A;, A, et A; représentent des quantités incon-
nues qui nécessitent 1’introduction de nouvelles relations afin que le comportement du
matériau soit completement déterminé. Dans le cadre des matériaux standards généra-
lisés (Halphen et Nguyen, 1974), ces nouvelles relations, appelées aussi « lois complé-
mentaires », dérivent d’un pseudo-potentiel de dissipation D « D(z1,22,23). D est
convexe, positif, nul a I’origine et semi-continu inférieurement.

On propose I’expression suivante de D :

D =oaz;+ iy + yis, (3.25)
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ou «, B et y sont définis par

o = a(zy + z3) sign 2y, (3.26)
B = (b1z1 + byz3) sign z,, (3.27)
y = (b1z1 + byz;) sign z3. (3.28)

a, by et b, sont des constantes du matériau. Il suffit que ces constantes soient positives
pour que le choix proposé de D soit acceptable.

3.2.5 Fonctions criteres et lois complémentaires

Les fonctions criteres associées aux différentes transformations possibles au sein
du matériau s’obtiennent naturellement en écrivant que les forces thermodynamiques
sont des sous-gradients du pseudo-potentiel de dissipation D par rapport aux dérivées
temporelles des variables dissipatives associées. On rappelle que, dans le cadre des ma-
tériaux standards généralisés, D doit &tre convexe, positif, semi-continu inférieurement
et nul a ’origine.

Les relations

A; €9;D Vie{l,23} (3.29)

sont équivalentes a 1’ensemble des inégalités

Fi <o, (3.30)
ou .7-";, pour tout i € {1,2,3} et j € {1,2}, est une fonction critere dépendant de la
force thermodynamique .4;, associée a la phase i, et des fractions volumiques zy, z; et
z3. j = 1 correspond a un accroissement de la fraction z; tandis que j = 2 correspond
a une diminution de z;. Les fonctions criteres }'j’ sont données par

1
]-'11 = —EKAgf +oe1+v—(G + a)(z; + z3), (3.31)
1
Fy = EKAsf —og1 —v + (G —a)(zy + z23), (3.32)
1
Fi= _EKM(SZ — &)’ (3.33)

—C(T)+oe2+v—(G+ b))z — (H + by)zs,

Fi = %KM(ez —&0)? (3.34)
+C(T)—0&2 —v + (G —b1)zy + (H — by)z3,

F = —%Km(& + £0)’ (3.35)
—C(T)+o0e3+v—(G+ b))z — (H + by)zy,

7

1
5 Kules + 20)® (3.36)
+ C(T) — 083 —V + (G - b1)21 + (H —bz)Zz.

Pour tout i € {1,2,3}, I’évolution de la fraction volumique z; est déterminée a
partir de la condition de charge appropriée :
— si z; croit, alors F { est nulle nécessairement et 1’expression de z; est donnée par
la condition de consistance .7-'{ =0;
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— si z; décroit, alors F, est nulle nécessairement et I’expression de Z; est donnée
par la condition de consistance F; = 0.

3.2.6 Procédure d’identification des parametres

L’ensemble des parametres a identifier comprend :

— les modules élastiques respectifs de 1’austénite et de la martensite, K, et Ky ;

— la déformation de transformation maximale en traction, &g ;

— a, by, by, G, H, & et k qui seront interprétés dans la suite, quand le probleme de

I’identification expérimentale des parametres sera traité.

K, et Ky peuvent étre déterminés a partir d’un seul essai de traction suivi d’une
décharge dans le domaine pseudoélastique.

Si I’on suppose que C (T') est une fonction linéaire de la température donnée par

Cc(T) = g(T - A?) t, (3.37)

la détermination complete des parametres nécessite en plus un essai d’orientation de la
martensite autoaccommodante suivie d’une décharge ainsi qu’un essai de calorimétrie
a balayage différentiel. La forme de C(T") donnée par (3.37) permet d’obtenir, confor-
mément aux résultats expérimentaux, une évolution presque linéaire des contraintes
seuils de changement de phase avec la température.

L’essai de calorimétrie a balayage différentiel

L’essai de calorimétrie a balayage différentiel (ou DSC, pour Differential Scanning
Calorimetry) permet en particulier la détermination des températures de changement
de phase pour un matériau sous contrainte nulle (Wang et coll., 2004 ; Uchil et coll.,
2001, 1998b).

‘ Transformation endothermiquq

Martensite

Puissance calorifique

Austénite

| Transformation exothermique]

Temgerature

FIG. 3.1 — Essai de calorimétrie a balayage différentiel (DSC). Les températures M2,
MP, A et A? sont les températures respectives de début et de fin des transformations
martensitiques directe et inverse.

L’essai consiste a mesurer le flux de chaleur, en fonction de la température qu’on
fait varier, entre une capsule contenant un échantillon du matériau étudié et une capsule
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de référence. La capsule de référence est identique a celle qui contient le matériau,
mais elle est généralement vide. Une bonne conduction calorifique est assurée entre les
capsules afin de maintenir une différence de température minimale ; la température peut
ainsi étre considérée comme parametre de contrle. En méme temps, le faible écart de
température entre les capsules permet de calculer a tout moment le flux de chaleur dii
principalement a I’inertie thermique du matériau, ainsi qu’a toute transformation au
sein du matériau nécessitant ou bien engendrant de la chaleur.

Dans le cas de la transformation martensitique, la perte de symétrie cristallogra-
phique lors de la transformation de 1’austénite en martensite est accompagnée d’un
dégagement de chaleur qui peut étre mesuré par DSC. Ceci permet la détermination
des températures—seuils de début et de fin de la transformation directe, respectivement
M2 et Mf0 (voir figure 3.1). Les températures de début et de fin de la transformation
inverse, respectivement A2 et A?, sont déterminées de la méme maniere, la transfor-
mation inverse étant un processus endothermique.

L’essai d’orientation

. . . 1
En I’absence de 1’austénite, la martensite est autoaccommodante si z, = z3 = 5

Lors d’un essai de traction, la variante M~ se transforme progressivement en M +,
entrainant I’apparition d’une déformation inélastique importante dite « déformation de
transformation ». La déformation de transformation atteint £y quand la transformation
de M~ en M ™ est compleéte, c’est-a-dire quand la fraction z, devient égale a I’unité
(voir figure 3.2).

1 contrainte
Martensite orieréte
Off e e e e e e e e e e e e e
Org|=——
Martensite A
Autoaccommodante /’ i Ky
£
7 - >
Y Déformation
&0

FIG. 3.2 — Essai de traction conduisant a 1’orientation de la martensite autoaccommo-
dante. L’essai permet notamment de déterminer le module élastique K\, de la marten-
site et la déformation de transformation maximale gg.

L’essai d’orientation permet de déterminer directement le module élastique Ky, de
la martensite ainsi que la déformation de transformation maximale &¢. D’ autre part, au
cours de I’orientation, les fonctions criteres f;’ et F 12 restent nulles. Ceci se traduit par
la relation

2089 = 2b1z1 — (H — by)zy + (H + by)zs. (3.38)
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1
Si o5 et o sont les contraintes de début (22 =z3 = 5) etde fin (z; = 1 et

z3 = 0) de ’orientation, la relation (3.38) donne

by = 2050, (3.39)
H = 2(0rs — 01)€o0. (3.40)

b, contrdle donc la valeur—seuil de la contrainte a partir de laquelle commence 1’ orien-
tation de la martensite autoaccommodante tandis que la pente de la courbe contrainte—
déformation lors de I’orientation est contrdlée par H et gy. Ceci est logique puisque H
mesure I’interaction entre les variantes Mt et M ~.

L’essai pseudoélastique

L’obtention de I’effet pseudoélastique nécessite le maintien de la température du
matériau a une valeur constante Ty supérieure a A?. Dans ce cas, en 1’absence de
chargement mécanique, le matériau est a 1’état austénitique caractérisé par z; = 1.

Si I’on fait subir au matériau une traction suffisamment importante, la transfor-
mation directe de I’austénite en martensite A+ commence pour une valeur oy, de la
contrainte et pour une fraction volumique de 1’austénite z; égale a ’unité. La fin de
la transformation est caractérisée par ¢ = oy, zo = | et une déformation inélastique
égale 4 £ quand 1’ austénite se transforme complétement en martensite M *. De méme,
la transformation inverse commence pour ¢ = 0,5 et z» = 1, et s’achéve pour 0 = oy
et z; = 1 (figure 3.3).

A .
Contrainte
N Z
Martensite orieréte
oms = ===
Oas Ty
Oaf |=— ,’
\ // TemperatureT = T,
/| /
l’: KA /
_ La /
Austenite ,/ -~
—

Déformation
F1G. 3.3 — Essai pseudoélastique. L’essai est réalisé a une température 7T supérieure

a A?. Oms> Omf> Oas €t ¢ T€présentent respectivement les contraintes de début et de fin
des transformations directe et inverse a la température 7.

La transformation directe étant gouvernée par les conditions .7-'21 =0etF 12 =0et
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la transformation inverse par ]-'22 =0et .7-'11 = 0, on a les relations
om (L _ 1), C(To)— (G + b1) =0 (3.41)
— — 7 | + om0 — - =0, :
> \k, K. 0 0 1
O (! ! + C(To)+(G—a)=0 (3.42)
= = - — Omt€0 — —a)=0, .
2 \%, K. £€0 0
ol (1 1
AV N 0aséo + C(To) — (G +a) =0, (3.43)
2
SO (L L e+ C(To) 4 (G = by) = 0 (3.44)
AV af€0 0 1) =0. .

Ce systeme de quatre équations permet de déterminer les quatre inconnues «, b, G et
C(To).

1| o2 —02( 1 1
a = E T — —— | + (O'mf - Uas)go P (3.45)
M A
1|02 —0c2( 1 1
b=t [mTf 1 —) + (Oms — oaf)ao} : (3.46)
M A
G- Moo L 1), ) (3.47)
= — - — — — Oas — Oqf)€ .
4 5 KM KA as af )¢ 0
2 2
Ome —Oms (1 1 _
T (KM KA) (O UmS)go}
1|oZ+o0%( 1 1
C(Ty) = —| =~ “aff ~ as a 3.48
(To) 4|: > (KM KA)+(U“ + 04f)&0 (3.48)
2 2
o'mf + O-mS L _ L
+ —2 (KM K. + (Umf + O—ms)go .

a et by, intervenant dans I’expression du pseudo-potentiel de dissipation D, controlent
la largeur de la boucle d’hystérésis tandis que G, une mesure de I’interaction entre
austénite et martensite, dépend des pentes de la courbe contrainte—déformation lors des
transformations directe et inverse. Il est intéressant de signaler que les valeurs de a, b,
et b, sont toujours positives ; ceci assure la positivité de D.

L’essai pseudoélastique peut servir aussi a la détermination de la déformation de
transformation maximale ¢ atteinte quand la fraction volumique z, de la variante mar-
tensitique M T devient égale 2 1’unité a la fin de la transformation pseudoélastique
directe.

La connaissance des valeurs de C (7p) etde A? permet de compléter I’identification
des parametres du modele. En effet, « égale C (A? ) d’apres (3.37). Or, C (A?) n’est

autre que la valeur de C(7") a la fin d’une transformation inverse sous contrainte nulle.
Les conditions sur les fonctions criteres dans ce cas, a savoir ]-"22 =0et ]—"11 = 0 pour
0 =0,T = A etz; = 1, donnent

k=b—G. (3.49)
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Connaissant les valeurs de C(T') pour T = A{ et pour T = Ty, on détermine & par

_ C(To) —«

§ To—AY

(3.50)

3.3 Modélisation des différents phénomeénes

On établit dans les paragraphes suivants les expressions des lois complémentaires
associées a divers phénomenes caractéristiques des matériaux a mémoire de forme, no-
tamment la pseudoélasticité, la formation de la martensite autoaccommodante, 1’ orien-
tation de la martensite autoaccommodante, 1’effet mémoire simple sens et 1’effet super-
thermique. Les lois complémentaires expriment 1’évolution des fractions volumiques
z1, z3 et z3 lors d’un changement de phase et permettent, en conjonction avec les lois
d’état établies au paragraphe 3.2.3, de définir compleétement le comportement du maté-
riau.

3.3.1 Pseudoélasticité

On considere un essai de traction a une température 7T, constante et supérieure a
AY pour que le matériau soit initialement 2 I’ état austénitique. La composition de départ
du MMF correspond donc a z; = 1, ce qui entraine ¢; = ¢ tandis que les déformations
&, et g3 sont indéterminées. L’ indétermination de &, et de &3 est normale dans ce cas
puisque les variantes M T et M~ sont inexistantes.

Dans le cas de la pseudoélasticité, la formation de la martensite a partir de I’austé-
nite est controlée par les fonctions criteres F, 1 F 12 et F, 13 de la maniére suivante :

— si ’austénite se transforme en martensite M T, les relations .7-'21 =0et .7-'12 =0
donnent

o2 (1 1
ogg+ —|——— =C(Tpe)+(G+b1)zl

2\ Ky K, 351

—(G —a)z G20

—[(G —a)—(H + by)]z3;

— si ’austénite se transforme en martensite M —, les relations .7-'21 = 0et F 13 =0
donnent

2

1 1
N 07(K_M - K_A) = C(Tpe) + (G + b1)z .
(G -a)—(H+ b))z P

— (G —a)z;.

Pour une température T, assez €levée, une seule de ces deux transformations peut se

produire. L’austénite se transforme, soit en martensite M + uniquement sous 1’effet

d’une traction, soit en martensite M ~ uniquement sous 1’effet d’une compression.
Les lois d’évolution des fractions volumiques lorsque la transformation A — M+
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est effective peuvent étre déduites des conditions de consistance }'21 =0et ]-'12 =0.

1 11
= —— = )o6 + 660, 3.53
TG —at b [(KM KA)UG+68°] (3-53)
f = —. (3.54)
5 =0 (3.55)

Dans le cas d’une transformation de 1’austénite en M ~ uniquement, ces lois s’éc-
rivent

1 1o
TR — N PSP 3.56
1T —at b [(KM KA)UU 080} (3.56)
=0, (3.57)
3 = —2. (3.58)

De maniére analogue, la transformation inverse de la martensite en austénite est
contrdlée par les fonctions criteres F. 2 }"; et F 11 :
— si la martensite M 1 se transforme en austénite, on a

o (1 1

—( = = =) + 080 = C(Tye) + (G — b1)z

2 \Kuy K, (3.99)
— (G +a)z .

+[(H = b2) = (G + a)] z3

et les lois d’évolution établies a partir des conditions de consistance sont données

par
. —1 1 1\ .. (.:60)
Z1=——— || — —— oo -0 |, .
" 26 +a—b |\K, Ky 0
iy = 2, (3.61)
2 =0; (3.62)

— sic’est M~ qui se transforme en austénite, .7-'23 =0et .7-'11 = 0 impliquent

i(i — L) — 00 = C(Tye) + (G — 1)z

2\ Ky K,
(3.63)
+[(H —b2) = (G +a)] 2
—(G +a)z;
et les lois d’évolution correspondantes sont telles que
; - SN PO (3.64)
Hi=————|——— o6 +750]|, .
"7 26 +a-b [\K, Ky °
z, =0, (3.65)
Iy = —Zj. (3.66)

3.3.2 Autoaccommodation de la martensite

Sous contrainte nulle, les seuils de changement de phase associés aux deux trans-
formations directes 4 — M ™' et A — M~ sont atteintes en méme temps quand
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I’austénite est refroidie. En effet, quand 0 = 0 au début de la transformation directe
et quand le matériau est initialement a 1’état austénitique caractérisé par z; = 1, les
conditions .7-"21 =0,F 12 =0etF 13 = 0 sont satisfaites simultanément pour

C(T) = —(G + by). (3.67)

La solution de (3.67) définit la température de début de la transformation de I’aus-
ténite A en martensite M * et en martensite M~ a la fois. Les cinétiques de cette
transformation sont solution du systéme

Fy =0, Fi=0 etF =0. (3.68)
Elles sont données par
—2C(T
= (1) , (3.69)
2(G+by)+2(G—a)—(H + by)
c(r
Zy = (7) , (3.70)
2(G + by) +2(G —a) — (H + by)
Z3 = Z;. (3.71)

La déformation de transformation (z; — z3)gg est nulle dans ce cas, puisque des quan-
tités égales de M T et de M~ sont formées 2 partir de 1’austénite. La martensite obte-

nue a la fin de la transformation est donc autoaccommodante ; elle est caractérisée par
1

Zy) = Z3 = <

>
3.3.3 Orientation de la martensite autoaccommodante

A la fin du processus d’autoaccommodation, le matériau 8 mémoire de forme est
. . . . .
caractérisé par des fractions volumiques telles que z, = z3 = 5 Si une traction est

appliquée au matériau, la variante M ~ se transforme progressivement en M T entrai-
nant I’orientation de la martensite. L’ orientation est contr6lée par les fonctions criteres
f;’ et F 12

Quand la transformation de M~ en M T est effective, les conditions .7-'23 = 0et
.7-"12 = 0 conduisent a la relation

2089 = 2b1z1 — (H — bz)Zz + (H + b2)23. (3.72)

Les conditions de consistance .7-'23 =0et .7-'12 = 0 permettent d’établir les lois d’évolu-
tion des fractions volumiques.

2 =0, (3.73)
. de

2y = —7", (3.74)
2y = 5. (3.75)

La décharge s’effectue élastiquement, conduisant a une déformation macrosco-
pique égale a ¢ quand la contrainte s’annule.
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3.3.4 Effet mémoire simple sens (EMSS)

Leffet mémoire simple sens caractérise la réponse d’un matériau a mémoire de
forme a une suite de chargements thermomécaniques entrainant successivement

— la formation de la martensite autoaccommodante par refroidissement de 1’austé-

nite a contrainte nulle ;

— l’orientation de la martensite autoaccommodante sous 1’effet d’un chargement

mécanique ;

— latransformation inverse de la martensite orientée en austénite par simple chauf-

fage.

L autoaccommodation de la martensite et 1’orientation de la martensite autoaccom-
modante sont modélisées séparément aux paragraphes 3.3.2 et 3.3.3. Il suffit alors, pour
une modélisation complete de I’effet mémoire simple sens, de modéliser la transforma-
tion inverse a contrainte nulle.

Lors de la transformation de la martensite M T en austénite, les fonctions critéres
5’-"22 et .7-'11 s’annulent. Il en résulte, pour o = 0, la relation

C(T) = —(G _bl)Zl + (G + a)22 - [(H— bz) - (G + a)]Z3. (3.76)

Les lois d’évolution qui en découlent sont données par

. ~C(T)

= 7 77
TG ra—by G77)
Zy = —Z, (3.78)
23 = 0. (3.79)

Si la martensite orientée est obtenue par compression, la transformation inverse
concerne la variante M ~. Lorsque cette transformation est effective, .7-"23 et .7-"11 sont
nulles, ce qui entraine pour o = 0

C(T) = —(G — b))z, — [(H — by) — (G + a)] 22 + (G + a)z5. (3.80)

Les lois d’évolution correspondantes sont telles que

—-C(T
;- —¢@M (3.81)
2G +a— by
5 =0, (3.82)
PR (3.83)

Suite a une transformation inverse complete, la fraction volumique de I’austénite
devient égale a I’unité et la déformation inélastique (z; — z3)&o s’annule. Le matériau
a mémoire de forme retrouve donc sa forme haute température non déformée.

3.3.5 Effet superthermique

Leffet superthermique se manifeste sous 1’effet d’un chargement thermique a con-
trainte constante.

Le matériau a mémoire de forme, initialement a 1’état austénitique caractérisé par
z1 = 1, est d’abord refroidi sous une contrainte ¢ = 0. Si la transformation martensi-
tique directe résultant entraine la formation de la variante M T, la nullité des fonctions



46 Un premier modéle unidimensionnel unifié

criteres ) et 7 permet d’établir la relation

C(T)—Gg L1 + o9&
"~ 2\Ky K. 070

— (G +b1)z1 + (G —a)zz + [(G — a) — (H + by)] z3.

(3.84)

Pour qu’il y ait formation simultanée de la martensite M ~ sous la méme contrainte oy,
les conditions }'21 =0etF 13 = 0 doivent étre satisfaites. Ceci conduit a

o2 (1 |
cay=2(L_ L)
(7) 2(1<M KA) Gogo

—(G+b1)z1 +[(G—a)— (H + by)]z2 + (G — a)z3.

(3.85)

Les relations (3.84) et (3.85) permettent de constater que pour une valeur positive de
0o 1’austénite va commencer 2 se transformer en martensite M T et non pas M ~. La
formation de M~ n’est possible que lorsque la fraction volumique z, de la martensite

(0)

M atteint une valeur z,
Cette valeur correspond a

pour laquelle (3.84) et (3.85) sont vérifiées simultanément.

—#t + b0
2&0 (3.86)
0

(20rs - Urf)Zz

La valeur de 22(0) étant positive, on déduit qu’il ne peut y avoir formation simultanée
de Mt etde M~ que si oy est supérieure a 20;s.

Sous contrainte négative, la formation de M ™ est favorisée :

— dans le cas d’une transformation de 1’austénite en martensite M+ uniquement,

—C(T
Z = # (3.87)
2G —a + bl
Zy = —Z1, (3.88)
23 =0; (3.89)

— dans le cas d’une transformation de 1’austénite en martensite M ~ uniquement,

—C(T
Z; = # (3.90)
2G —a + bl
Z, =0, (391
Z3 = —Z1; (3.92)

— dans le cas d’une transformation simultanée de 1’austénite en M T eten M ~, les
lois d’évolution sont identiques a celles obtenues dans le cas de 1’autoaccommo-
dation de la martensite, a savoir

i = —2C(T) (3.93)
"T2G+b)+2G—a)— (H+by) ‘
2 = ¢@ (3.94)

2(G + b)) +2(G —a)— (H +by)’
23 = Z. (3.95)
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D’apres les expressions précédentes des lois d’évolution, on constate que, dans le
cas d’une formation simultanée de M+ et de M —, ces deux variantes se forment 2
quantités égales.

A la fin de la transformation superthermique, la déformation de transformation est
nulle pour une valeur nulle de o0y. Si la contrainte o, est supérieure ou égale a oy,
cette déformation atteint g pour une contrainte oy strictement positive, et —gg si 0 est
négative.

3.3.6 Réponse a un chargement thermomécanique quelconque

Le présent modele est capable de simuler la réponse d’'un MMF a un chargement
caractérisé par une évolution simultanée de la température et de la contrainte, comme
celui de la figure 3.4. Les résultats obtenus montrent un comportement semblable a la
pseudoélasticité dans le plan déformation—contrainte et a 1’effet superthermique dans
le plan température—déformation.

Contrainte

Martensite orieréie

Austéenite

Martensite
autoaccommodante

N

MY MQ AL AY Température

F1G. 3.4 — Exemple d’un trajet de chargement ol la température et la contrainte varient
en méme temps.

Changement de phase direct

L’ austénite peut se transformer en martensite M * ou M ~ uniquement, mais aussi
en ces deux variantes simultanément :
— si ’austénite se transforme en martensite M + uniquement, ]-'21 =0etF 12 =0
impliquent

(L ! =C(T G+5b
0'80+7(_M__A) ( )+( + I)Zl
6 —a)z (3.96)

—[(G —a) = (H + by)] z3.
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Les lois d’évolution correspondantes sont telles que

1 1 1 .
= — | —=— —— o6 +6g9— C(T 97
Z1 G _aih |:(KM KA)00+080 C( )}, (3.97)
2y = 2, (3.98)
23=0; (3.99)

— si I’austénite se transforme en martensite M~ uniquement, ]—'21 =0etF 13 =0

entrainent
o2 (1 1
—0g0+—|———]=CT)+(G+bi)xn
2\ Ky (3.100)
—(G—a)—(H +by)]z '
— (G —a)z;.
Les lois d’évolution sont données par
; ! ! ' Voo 6 C(T) (3.101)
Z1i=——||——— o6 —d&0 — , .
"7 26—a+b [\Ky K. 0
z; =0, (3.102)
Zy = —I1; (3.103)

— si les deux transformations 4 — M1 et A — M~ sont effectives en méme
temps, alors les relations (3.96) et (3.100) sont simultanément vérifiées.
Les lois d’évolution vérifient a la fois 7] = 0, 77 = 0 et F2 = 0.

. ) I o
o= 2(G 4+ by) +2(G —a) — (H + by) [(K_M - E)GU—C(T)} ,

(3.104)
. 0o
Zy = _H b, (3.105)
1 Wan! 1 . . 7
TG b)) F2G —a) — (H 1 b) (K_M - E)” —em]
3y = H(’j"bz (3.106)
1 /1 1 . . 7
TG T h) 126 —a)—(H 1 b (K_M B E)“ —em]

Changement de phase inverse

Se situent dans ce cadre la transformation en austénite de chacune des deux va-
riantes martensitiques 2 part et la transformation simultanée de M et de M~ en
austénite :

— si seule la martensite M+ se transforme en austénite, alors les égalités }'22 =0

et .7-'11 = 0 sont vérifiées simultanément. Ceci permet d’établir la relation

o2 (1 1

- — - — +080=C(Tpe)+(G_b1)Zl

2 \ Ky K, (3.107)
—(G+a)z '

+[(H = b2) = (G + a)] z3.
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Les lois d’évolution correspondantes sont données par

- o
. LI PO 3.108
TG ra—b [(KA KM)UU 080] (3.108)
PR (3.109)
5 =0, (3.110)

— si c’est la martensite M ~ seule qui se transforme en austénite, alors .7-'23 =0et
F 11 = 0 donnent

-1 11
. S L P 3111
T G ta—b [(KA KM)MJF“O} (3.110)
5 =0, (3.112)
Py =2 (3.113)

— finalement, si M T et M~ se transforment simultanément en austénite, alors les
égalités .7-'22 =0, .7-'23 =0et .7-'11 = 0 sont vérifiées en méme temps. Il en résulte
les lois d’évolution

. 2 1 L

TG —b) +2(G +a)— (H—b») [(K_M KA)“U C(T)}’
(3.114)

2= _deobz (3.115)

1 1 o
T 2(G—by) +2(G +a)— (H—by) [(K_M‘E)“—C(T)]

. 0¢&o
= 3.116
Z3 b, ( )

1 1 .
- —_—— Gc'r—C(T)]
2(G =b1)+2(G+a)—(H-D) [(KM KA)

D’autres transformations sont prises en compte par le modele. On cite, par exemple,
la transformation simultanée de 1’austénite et et de la martensite M ~ en M T, la trans-
formation de M 1 en austénite et en M ~ simultanément, etc. Voir I’annexe A pour les
différentes lois d’évolution.

3.4 Simulation numérique et validation du modéele

L’identification des parametres du modele proposé dans ce chapitre est réalisée a
partir de résultats expérimentaux obtenus par Shaw et Kyriakides (1995). Le matériau
a mémoire de forme étudié est un alliage quasi-équiatomique de Nickel-Titane. L’ac-
cent est mis sur 1’étude du comportement pseudoélastique unidimensionnel en traction
du NiTi et de I’effet de la température sur ce comportement. Les résultats des essais
sont suffisants pour une détermination complete des parametres du modele et pour une
validation expérimentale de sa capacité a simuler 1’orientation de la martensite et la
pseudoélasticité du NiTi.

En 1D, le modele est programmé en utilisant Matlab®, selon I’algorithme 3.1. L’ex-
posant **** indique un résultat obtenu 2 I’itération # + 1 en considérant les valeurs des
variables z;, i € {1,2,3}, a’itération n.
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Entrées : parametres du modele, o, T, z

0) _(0)
1 0% -

Sorties : zy,z,, z3.
début

fin

discrétiser le trajet de chargement en p intervalles ;
initialiser un compteur : n <— 0 ;
Zgo) «~1- Zgo) - Zgo).
tant que n < p faire
Ag® « gOtD _ 5@ .
AT® 70+ _ 7@)
pour i = 1 a 3 faire
pour j = 1 a 3 faire
si j # i alors
déf i j
(n) déf ; ) 4 ]_—11,('1) ;

calculer F;”;;

1), test déf i 1), test j 1), test
calculer Fi(ﬁj;. ). test 49 Fy (D). test ]:1]’("+ St

. =(n) (n+1), test (n) (n)
si F;); >0 et Fi7. —FL;>0etz;7 >0 et

1—z" > 0alors

| laphasei se transforme en la phase ;.

a, b et ¢ désignent les trois phases.
suivant les transformations actives faire
cas ou ¢ se transforme en b

{]-"g + .7-"{’ =0etz, +2zp = O} donnent Az,gn) et Azl()") ;
L Azgn) =0.
cas ou «a se transforme en b et ¢ simultanément
{f; +5’-"f’ =0, }"g +.7:lc =0etz; +zp + z. = 0} donnent
B AZL(,"), AZ,E") et Azﬁ").
cas ou a et b se transforment simultanément en ¢
{fg +ff = 0}'5’ +f1c =0etz; +Zp + 2z, = O} donnent
B AZ,E"), Azlgn) et Azﬁ").
cas ou aucune transformation n’est active
L AZL(,") =0, Az;") =0et Az(g") =0.

autres cas
[ transformation inattendue : arrét du calcul.

Z(71+1)

<« zf") + Azf") ;
z§"+1) <« zgn) + Azé") ;
z§"+1) <« zgn) + Azé") ;

L n<n+1.

post-traitement.

ALGORITHME 3.1 : algorithme utilisé pour simuler le comportement des MMF en

1D.
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3.4.1 Identification des parametres du modele

La procédure d’identification des parametres, telle qu’elle est décrite au paragraphe
3.2.6, nécessite trois essais : un essai de calorimétrie a balayage différentiel ou DSC,
un essai d’orientation et un essai pseudoélastique. La figure 3.5 représente la courbe
DSC du NiTi étudié par Shaw et Kyriakides.

Il est intéressant de remarquer que la courbe de la transformation directe comporte
deux creux :

— le premier creux, s’étendant sur une plage de températures allant de 20 °C a

70 °C approximativement, est dii a la formation d’une phase intermédiaire a par-
tir de I’austénite. L’ apparition de cette phase, appelée généralement « phase R » a
cause de sa symétrie cristallographique rhomboédrique, n’est pas systématique ;
elle dépend notamment du type de matériau & mémoire de forme et du traite-
ment qu’il a subi (Wayman, 1997 ; Uchil et coll., 1998a; Wang et coll., 2005).
La formation de la structure rhomboédrique ne sera pas prise en compte pour la
modélisation ;

— le deuxieéme creux, visible pour des températures entre —70 °C et 0 °C, est li€ a

la formation de la martensite a partir de 1’austénite a contrainte nulle.

8 -
-¢- Transformation directe f %
7 [|-e- Transformation inverse g r
@ g9
= o
< 6 d o
o s/ "
= o !
=3 i Ba
[5) o0 oo FPaeag
o P L A ] 0 B
c pomo-ooao-0- As f
© 4+ o
8 [u] D
3 a0
[ M, MO pmemea A ,
LT Tes e A woeed
2! 000 000009 ! '
1

~80 —60 —40 —20 0 20 40 60 80 100
Temperature (°C)

F1G. 3.5 — Courbe DSC d’apres Shaw et Kyriakides (1995). La courbe représente 1’évo-

lution avec la température de la puissance calorifique fournie au matériau. On remarque

I’existence d’une transformation directe intermédiaire de 1’austénite en phase R précé-
dant I’apparition de la martensite.

La courbe DSC de la figure 3.5 permet de définir les températures de début et de
fin des transformations directe et inverse.

MY =-70°C, M?=-1°C, A%=295°C et A} =62°C. (3.117)

Pour une température 7y égale a 70 °C, le comportement pseudoélastique du ma-
tériau étudié est représenté par la figure 3.6. La figure montre que la variation de la
contrainte est a peu pres nulle lors des changements de phase direct et inverse. Par
conséquent, au niveau du diagramme d’état, si I’on suppose que le début et la fin d’une
transformation directe ou inverse correspondent a des courbes—seuils paralleles, la dis-
tance entre ces courbes doit étre nulle.
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700 ‘ ‘ ,
soor Eu—n-n—n-n-n-n—-n—-n-n# ]
& s00f ]
=3 o
5 400 H 2 ]
£ =}
©
s 3oo—§1-n|:|n- ssoooga’ ]
3
200 7|j |
=] " 5 i
100 7 ( TempgeratureTp = 70 C )
0B \ \ |
0 2 4 6 8

Déformatione (%)

F1G. 3.6 — Courbe représentant le comportement pseudoélastique d’un NiTi d’apres
Shaw et Kyriakides (1995).

En particulier, les températures de changement de phase & contrainte nulle, M0 et M,
doivent étre égales ainsi que les températures A° et A?. Les valeurs de M2, M2, A?
et A? déterminées a partir de la courbe DSC n’obéissant pas a cette condition, le choix
de la température A? a utiliser dans le modele pose un probleme. Pour résoudre ce
probléme, on examine 1’évolution de la courbe pseudoélastique expérimentale avec la
température. Les figures 3.7.a, 3.7.b et 3.7.c représentent la réponse du NiTi a des es-
sais de traction—décharge pour des valeurs respectives de la température 7' égales a
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3.7.a— Température = 30 °C. 3.7.b — Température = 40 °C.
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3.7.c — Température = 50 °C.

FIG. 3.7 — Evolution du comportement en traction isotherme du NiTi.
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On remarque que pour une température égale a 50 °C, le matériau est a 1’état d’aus-
ténite apres décharge (figure 3.7.c). Ceci veut dire que la température A? de fin du
changement de phase inverse a contrainte nulle est inférieure a 50 °C, température a
laquelle le matériau est déja completement austénitique. D’ autre part, en examinant la
figure 3.7.a, on déduit que A? est nécessairement supérieure a 30 °C. En effet, la fi-
gure montre que le comportement a 30 °C n’est pas pseudoélastique : une déformation
inélastique persiste apreés une décharge complete. Finalement, la figure 3.7.b permet
de conclure que la température A? , située nécessairement entre 30 °C et 50 °C, est
proche de 40 °C. En effet, les déformations résiduelles aprés décharge sont faibles a
cette température. Le matériau est donc essentiellement austénitique.

En raison des remarques précédentes, A? est choisie égale 2 40 °C. Il est intéressant
de noter que cette température se situe pres du milieu de I’intervalle de température de
changement de phase inverse tel qu’il est défini par 1’essai de calorimétrie de la figure
3.5.

Les modules élastiques K, et K\, de ’austénite et de la martensite sont déterminés
a partir de 1’essai pseudoélastique a 70 °C.

K, ~ 61500 MPa et K, ~ 24000 MPa. (3.118)

La valeur maximale ¢¢ de la déformation de transformation est approximativement
égale a 4 % et les valeurs des contraintes Oy, O, Oy €t Oy COrrespondant respecti-
vement au début et a la fin des transformations martensitiques directe et inverse sont
données par

Oms = 570 MPa, o,y = 575 MPa, 0,5 = 305 MPa et o,y = 300 MPa. (3.119)
Les parametres a, by et G sont calculés en utilisant les relations (3.45), (3.46) et (3.47).
a=6909MPa, by =6892MPa et G = —0,127 MPa. (3.120)

Le méme essai pseudoélastique permet de déterminer C (7p) en utilisant (3.48).
C(Tp) = 20,163 MPa. (3.121)

L’ apparition de la phase R dans le cas des essais de Shaw et Kyriakides complique
I’identification des autres parametres. En effet, cette phase peut s’orienter plus faci-
lement que la martensite mais les déformations qu’elle peut accommoder sont moins
importantes. Par conséquent, la réponse du matériau a un essai de traction a basse
température a une forme en escalier qui ne permet pas de distinguer clairement une
contrainte de début d’orientation de la martensite. Pour pallier ce probleéme, on va
considérer I’approximation de la courbe expérimentale représentée par la figure 3.8.
Cette approximation ne tient pas compte de la formation de la phase R.

L orientation de la martensite, suite a 1’approximation adoptée, commence a partir

d’une valeur o, de la contrainte proche de 110 MPa.
D’autre part, la déformation inélastique devient égale a 3 % pour une valeur de la
contrainte égale a 195 MPa. L’ orientation n’est donc pas complete, parce que la dé-
formation de transformation n’atteint pas sa valeur maximale gy et on n’a pas acces a
la contrainte de fin d’orientation de la martensite. Les équations du modele permettent
cependant d’utiliser les informations disponibles pour calculer o¢. En effet, pour que
la déformation de transformation définie par (z; — z3)go soit égale a 3 %, il faut que
(z2 — z3) soit égale a 0,75. Ceci correspond a z, = 0,875 et z3 = 0,125 quand le
matériau est a 1’état martensitique, c’est-a-dire quand z; = 0.
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FIG. 3.8 — Orientation de la martensite autoaccommodante au sein du NiTi (Shaw et
Kyriakides, 1995). L’orientation conduit a la formation d’une déformation inélastique
importante qui persiste apres décharge.

Par ailleurs, les fonctions criteres F, 12 et .7-'; doivent étre nulles quand la contrainte at-
teint 195 MPa parce que I’orientation de la martensite est toujours effective pour cette
valeur de la contrainte d’apres la figure 3.8. En utilisant les valeurs des parametres
déterminés jusqu’ici, on trouve

Fi=0etF =0

z; =0,875etz3 = 0,125 = o ~ 225 MPa. (3.122)

o =195 MPa

Les parametres b, et H peuvent étre déterminés en se servant des relations (3.39)
et (3.40).

b, = 8,800 MPa et H = —9,200 MPa. (3.123)

Les paramétres restant, £ et k., sont donnés par (3.49) et (3.50).
& =0,438 MPa/°C et «k = 7,019 MPa. (3.124)

Le tableau 3.1 regroupe les valeurs des différents parametres.

Les parametres du modele

K, 61500 MPa a 6,909 MPa
Ky 24000 MPa by 6,892 MPa
€0 4 % by 8,800 MPa
G -0,127 MPa & 0,438 MPa/ °C

(a suivre)



3.4 Simulation numérique et validation du modéle 55

TAB. 3.1 — (suite)

Les parametres du modele

H 29,200 MPa K 7,019 MPa
A9 40 °C

TAB. 3.1 — Parametres déterminés a partir des essais de Shaw et
Kyriakides (1995).

3.4.2 Validation expérimentale

La validation expérimentale est réalisée en comparant les résultats numériques aux
résultats des essais de Shaw et Kyriakides.

Les figures 3.9.a et 3.9.b représentent une comparaison des résultats numériques et
expérimentaux dans le cas des essais a —10 °C et a 70 °C qui ont servi a ’identification
des parametres.
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3.9.a — Température T = —10 °C. 3.9.b — Température T = 70 °C.

F1G. 3.9 — Comparaison des résultats expérimentaux et numériques. Cas de 1’orienta-
tion a —10 °C et de la pseudoélasticité a 70 °C.

Quand la température est supérieure a 40 °C, le comportement du NiTi étudié est
pseudoélastique. Les figures 3.10.a a 3.10.f montrent une comparaison des résultats
numériques et expérimentaux pour des températures allant de 40 °C a 100 °C.
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3.10.a — Température T = 40 °C. 3.10.b — Température T = 50 °C.
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3.10.f — Température T = 100 °C.

F1G. 3.10 — Comparaison des résultats expérimentaux et numériques. Essais pseudoé-
lastiques pour des températures allant de 40 °C a 100 °C.

Pour des températures plus basses, le comportement du NiTi correspond a I’ orientation
de la phase R et de la martensite (figures 3.11.a a 3.11.1).
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3.11.a— Température T = —17,6 °C.
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3.11.c — Température T = 0 °C.
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3.11.b - Température T = —10 °C.
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3.11.d — Température T = 10 °C.
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3.11.f — Température T = 30 °C.
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3.11.e — Température T = 20 °C.

F1G. 3.11 — Comparaison des résultats expérimentaux et numériques. Essais d’orien-
tation de la martensite pour des températures allant de —17,6 °C a 40 °C. On note
le décalage important des calculs par rapport aux essais pour les températures 10 °C,
20°Cet 30 °C.

L accord des résultats de la modélisation de 1’orientation avec les essais est moins
bon pour les températures situées entre 10 °C et 30 °C. Le matériau présente en réalité
une transition plus douce, par rapport au modele, du comportement correspondant a
I’orientation de la martensite vers le comportement pseudoélastique.

On peut utiliser les résultats précédents pour construire le diagramme d’état du
NiTi étudié. On commence par déterminer les contraintes de début et de fin d’orien-
tation de la martensite, ainsi que les contraintes de début et de fin des transformations
pseudoélastiques directe et inverse. Le diagramme d’état représente 1’évolution de ces
contraintes—seuils avec la température (figure 3.12). Il est important de préciser que
les contraintes de début d’orientation de la martensite sont déterminées en considérant
une réponse approchée, similaire a celle de la figure 3.8, qui ne tient pas compte de la
formation de la phase R.
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F1G. 3.12 — Diagramme d’état du NiTi étudié. L’accord modele—essai est bon pour les
températures inférieures a 10 °C ou supérieures a 40 °C

En conclusion, le modele reproduit de maniere acceptable le comportement du NiTi
observé par Shaw et Kyriakides (1995). Le décalage le plus important par rapport aux
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résultats expérimentaux se manifeste pour des valeurs intermédiaires de la température
situées entre 10 °C et 30 °C. Un décalage plus l1éger est aussi constaté dans le cas des
essais réalisés a 90 °C et a 100 °C s’accompagnant d’une déformation plastique du
matériau qui persiste apres décharge complete. Il est intéressant de noter que, dans la
littérature, les modeles validés sur une large plage de température sont rares.

3.4.3 Simulation de I’autoaccommodation

Le matériau est initialement a 1’état austénitique non déformé. L’état cristallogra-
phique initial est donc défini par z; = 1.

Ce matériau est refroidi sous contrainte nulle de 50 °C a 0 °C. La martensite formée
est autoaccommodante, c’est-a-dire que le refroidissement entraine la formation de
quantités égales de M et de M~ ; ceci se traduit par une déformation inélastique
macroscopique nulle. Les figures 3.13.a a 3.13.d montrent les résultats obtenus.

<
3 50—=—=—
g~ LT [ fmrm i mmimim s S e
8L el [
£ Tvsiel 0 1
o 0 L = o
= 0.2 0.4 0,6 0.8 1 g 08 !
Temps £ !
Q =] 1
2 _1 S 06 - - e 1
S > - - -Fraction volumique de I'auéhite
] Fm Py PR FE %) : . P [ FE——— -
s S Fraction volumique de la martensité {
8 i i % 04| - -Fraction volumique de la martensit¢ * i
0 0.2 4 0,8 1 S ]
Temps [ !
0.2 3
2 1 T T T T N 1
5% I
s0Q -
23 0 () frmrmimmm i m e mmmmmm e mm e o -
5
o, i i i i
0 10 20 3 20 50 0 0.2 04 0,6 0.8 1
Temgerature ('C) Temps
3.13.a — Chargement thermomécanique. Le NiTi 3.13.b — Evolution temporelle des fractions volu-
est refroidi sous contrainte nulle. miques. Les variantes M et M~ sont formées
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1 T - - = 001
S
! H
1% =
g os : £
Z i E 0,005
€ i ]
3 06 i 2
[ N = Fraction volumique de I'aushite I
4 - v Fraction volumique de la martensité ~ ® 0
S t| = - Fraction volumique de la martensilé * °
5 04 ' s
o | 2
w [} £
i 50005
0.2 i ko
n o
i}
0 - —0,01
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Temperature ('C) Temgerature ('C)
3.13.c — Evolution des fractions volumiques avec 3.13.d — Evolution de la déformation de trans-
la température du NiTi. A basse température, les formation avec la température. L’ autoaccommo-
quantités de Mt et de M~ sont égales. dation de la martensite entraine une déformation

inélastique nulle.

F1G. 3.13 — Modélisation de I’autoaccommodation. Le refroidissement du matériau a
mémoire de forme a partir de I’état austénitique conduit a la transformation de I’austé-
nite en martensite autoaccommodante.
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3.4.4 Simulation de I’effet mémoire simple sens

La température initiale du NiTi est de 50 °C et le matériau n’est soumis a aucun
chargement mécanique. Sous ces conditions, la structure cristallographique initiale du
matériau est austénitique. L’ état initial est donc défini par z; = 1.

Le matériau est soumis au trajet de chargement suivant :

— del’instant # = 0 a I’instant = 1, on refroidit le matériau sous contrainte nulle.
La martensite autoaccommodante est obtenue suite a cette opération ;

—entre f = 1 ett = 2, le matériau subit une traction isotherme qui oriente la
martensite. M ~ se transforme en M T ;

— det = 2jusqu’ar = 3, on effectue une décharge qui ramene la contrainte a zéro.
Une déformation inélastique due a la présence de la martensite orientée persiste ;

— enfin, le matériau est réchauffé entre # = 3 et # = 4 pour induire un changement
de phase inverse lui permettant de retrouver sa forme initiale non déformée.

Les résultats de la simulation numérique correspondent aux figures 3.14.
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3.14.a — Chargement thermomécanique permet- 3.14.b — Evolution temporelle des fractions volu-
tant de produire I’effet mémoire simple sens. miques. A la fin du trajet de chargement, le maté-

riau retrouve son état austénitique initial.
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3.14.c — Evolution des fractions volumiques avec 3.14.d — Courbe température—déformation—con-
la contrainte et la température. L’état initial cor- trainte. Apres avoir été déformé a basse tempéra-
respond a une fraction volumique de I’austénite ture, le matériau retrouve sa forme non déformée
égale a I’unité. apres chauffage

F1G. 3.14 — Modélisation de I’effet mémoire simple sens. Le matériau « se souvient »
de sa forme non déformée a haute température.
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3.4.5 Simulation de I’effet superthermique

Le NiTi, initialement a 1’état austénitique, est soumis a une contrainte constante de
100 MPa et au programme suivant de chargement thermique :

—det=0ar =1,leNiTi est refroidi de 60 °C a 0 °C;

— det =1at = 2, latempérature du matériau croit de nouveau, jusqu’a atteindre

60 °C.

La présence de la contrainte positive favorise la formation de la martensite M+ et
conduit a I’apparition d’une déformation de transformation égale a g a la fin de la
transformation martensitique directe. Une augmentation de la température est suffisante
pour rendre au matériau sa forme initiale suite a un changement de phase inverse (figure
3.15).
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3.15.b — Evolution temporelle des fractions volu-
miques. L’ austénite se transforme en M + qui se
transforme de nouveau en austénite a la fin du tra-
jet de chargement.

3.15.a — Chargement thermomécanique. Le NiTi
est refroidi sous une contrainte constante de
100 MPa.
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3.15.c — Evolution des fractions volumiques avec
la température. Le cycle de chargement thermique
entraine la suite de transitions : Austénite —
Mt — austénite.

3.15.d — Evolution de la déformation de transfor-
mation avec la température. Cette déformation,
due 2 la formation de M+ quand la température
diminue, peut disparaitre par simple chauffage.

F1G. 3.15 — Modélisation de I’effet superthermique. Le matériau se déforme considéra-
blement par refroidissement a contrainte constante. Il retrouve ensuite, par chauffage,
sa forme initiale non déformée.
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3.4.6 Simulation de la pseudoélasticité anisotherme

On considere le cas d’une transformation martensitique induite par action combinée

de la température et du chargement mécanique.

Le matériau, initialement a 1’état austénitique, est soumis au chargement défini par

la figure 3.16.a :

— a linstant ¢+ = 0, la température du matériau est de 65 °C et le chargement
mécanique est nul. Sous ces conditions, seule I’austénite existe ;

— det =0at = 1, latempérature décroit de 35 °C a 30 °C et la contrainte croit en
meéme temps jusqu’a 450 MPa. L’effet de ce chargement thermomécanique est la
transformation de 1’austénite en martensite M ;

— la température et la contrainte sont ramenées a leurs valeurs initiales de ¢t = 1
jusqu’a ¢ = 2. Un changement de phase inverse se produit, a la suite duquel le
matériau retrouve sa forme austénitique non déformée.
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3.16.b — Evolution temporelle des fractions volu-
miques. L austénite se transforme en M T qui se
transforme de nouveau en austénite a la fin du tra-
jet de chargement.

3.16.a — Chargement thermomécanique. Le NiTi
est refroidi sous une contrainte croissante.
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Déformation (%)

400

600 80

Température (*C)
Contrainte (MPa)

3.16.c — Evolution des fractions volumiques avec 3.16.d — Courbe température—déformation—con-

la température et la contrainte. Le changement de
phase est induit par refroidissement accompagné
d’une traction.

trainte. Le comportement du matériau présente
une boucle d’hystérésis qui ressemble a celle qui
caractérise la pseudoélasticité isotherme.
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3.16.f — Courbe température—déformation de
transformation. Le matériau présente un effet su-
perthermique.

3.16.e — Courbe déformation—contrainte. Le com-
portement est pseudoélastique.

F1G. 3.16 — Modélisation de la pseudoélasticité anisotherme. Le comportement du ma-
tériau est simultanément pseudoélastique et superthermique comme le montrent les
figures 3.16.e et 3.16.1.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un modele de comportement unidimensionnel des matériaux a
mémoire de forme a été développé. Ce modele constitue une généralisation directe
d’un travail antérieur de Moumni (1995) qui s’inscrit dans le cadre du formalisme
des matériaux standards généralisés en présence de liaisons internes entre les variables
d’état.

L’identification des parametres du modele est simple et une corrélation satisfaisante
avec les résultats expérimentaux de Shaw et Kyriakides (1995) a été mise en évidence
dans le cas d’un alliage a mémoire de forme de type NiTi.

Le chapitre suivant traite le probleme de la généralisation du présent modele pour
permettre le calcul des structures tridimensionnelles en matériaux a mémoire de forme
soumises a des chargements mécaniques proportionnels.
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CHAPITRE 4

Généralisation 3D :
cas des chargements proportionnels

4.1 Introduction

L’idée qui motive le choix des deux variantes martensitiques M+ et M~ pour re-
présenter le comportement unidimensionnel de la martensite trouve facilement sa jus-
tification physique. Ces deux variantes tiennent, en effet, compte des deux orientations
possibles de la martensite en 1D :

— si I’état de contrainte au sein du volume élémentaire représentatif du MMF cor-
respond a une traction, I’ensemble des variantes martensitiques va s’arranger de
maniere compatible avec cette traction, ce qui se manifeste a I’échelle macro-
scopique par une déformation inélastique positive. Cette déformation positive
est prise en compte au niveau du modele par I’introduction de la variante M
dont la partie mécanique de la densité d’énergie libre est une forme quadratique
de (g5 — &), ol &, est la déformation locale de la martensite M et &¢ est une
déformation inélastique positive ;

— si le matériau subit une compression, la déformation inélastique macroscopique
due a I’orientation de la martensite est négative. Elle est prise en compte au
niveau du modele moyennant une expression de 1’énergie libre de la variante M ~
ou figure une forme quadratique de (g3 + &9), &3 représentant la déformation
locale de M ™.

En 1’absence d’une sollicitation mécanique, les variantes M+ et M~ se forment 2
égales quantités. Aucune évolution de la déformation inélastique macroscopique n’est
observée dans ce cas. La présence simultanée des deux variantes M et M~ permet
en particulier la modélisation du phénomene de I’autoaccommodation de la martensite.

Dans le cas d’un chargement multiaxial, cependant, les orientations possibles des
variantes martensitiques dépendent simultanément des six composantes du tenseur de
contrainte. Une maniere de généraliser le modele 1D serait donc de considérer que la
réponse 3D du matériau peut étre obtenue par superposition de plusieurs réponses 1D
calculées dans des plans ayant différentes orientations ; cette idée est a la base du mo-
dele a « microplans » développé par Brocca et coll. (2002) pour modéliser le compor-
tement des MMF. L’approche de Brocca et coll. pose cependant quelques problemes.
Par exemple, le nombre de microplans dont on peut tenir compte est limité, pour des
considérations d’ordre numérique.
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Il est utile de signaler que 1’idée de représenter le comportement 3D comme une super-
position de réponses unidimensionnelles n’est pas nouvelle, elle a été proposé en 1938
par Taylor comme moyen de décrire le comportement des matériaux polycristallins et
a été régulierement reprise depuis.

Toutefois, dans le cas particulier d’un chargement mécanique proportionnel, le ten-
seur de contrainte o dépend d’un seul parametre 7.

o = ¢(t)oy, “4.1)

oll gy est un tenseur constant. Par conséquent, il est raisonnable de penser que les va-
riantes martensitiques vont étre orientées selon o si ¢(z) > 0, ou bien selon —ay si
¢(t) < 0. 11 devient alors possible de représenter la phase martensitique par un mé-
lange de deux variantes M * et M, comme dans le cas du modele 1D, et d’envisager
une généralisation 3D immédiate de ce modele. Cette généralisation fait I’objet de ce
chapitre.

4.2 Variables d’état et énergie libre

Les variables d’état du modele sont les suivantes :
— la déformation macroscopique ¢ et la température 7 ;
— les fractions volumiques de I’austénite, de la martensite M * et de la martensite
M ™, respectivement zq, zp et z3 ;
— les déformations locales correspondantes €1, €, et €3.
Ces variables obéissent a des liaisons internes données par

3

Z zie; —e = 0 acause du modele rhéologique en série, 4.2)
i=1

3
Z zi —1 =0 car le matériau comporte uniquement trois phases, 4.3)
i=1
Vie{l,2,3}, z =0. 4.4)

Le potentiel dont dérivent ces liaisons est défini par

3 3 3
Wy = —\: (Z z;8; —e) — v (Z zi — 1) - Zkizi, 4.5)

i=1 i=1 i=1
ol A, vg et A;, pour tout i dans {1, 2, 3}, sont des multiplicateurs de Lagrange devant
satisfaire les conditions

Vie{l,2,3}, A =0ethiz; = 0. (4.6)

Les énergies libres respectives de 1’austénite, de la martensite M T et de la martensite
M~ sont telles que

déf 1
Wi = Wi(ep) = 531 K, :eq, “4.7)

& 1
Wy € Wy(ey, T) = 5 (2= €0): Ky (€2 — £0) + C(T), (4.8)

& 1
Ws « Wi(es, T) = 5(63 +&9): Ky :(e3 +&9) + C(T), 4.9)
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K, et K, étant les tenseurs élastiques respectifs de 1’austénite et de la martensite.
C(T) représente la densité d’énergie latente de changement de phase.
L’énergie libre du matériau s’écrit naturellement

WE W, T.e1,62,83,21,22,23) = W1 + W5 + 23W3 + T, (4.10)
ou I’énergie d’interaction Z est donnée par

I§f1(21,22,23) =Gzi(zy +z3) + Hzpz3, “4.11)

G et H étant des parametres du matériau.
Le lagrangien est 1a somme de la densité d’énergie libre du matériau et du potentiel
dont dérivent les liaisons.

déf
L=L(eT,e €er€3,21,22,23)

=z (%31 :KA:el) + 2y [%(ez —&9):Ky:(e3—89) + C(T):|

1
+ 23 [5(83 +e0): Ky:(es +€0)+C(T)] (4.12)
+ GZI(ZZ + 23) + H2223

3 3 3
—A:(Zziei —é‘) —Vo(zzi - 1) _ZA"Z"’
i=1 i=1

i=1
avec
Vie{l1,2,3}, A =0ethiz =0.

4.3 Loi de comportement et fonctions criteres

Les lois d’état sont obtenues en écrivant que 1’inégalité de Clausius—Duhem doit
étre vérifiée a tout moment. La loi de comportement résultante s’écrit

o =K:e— (23— z3)e0], (4.13)
ou K est un tenseur élastique équivalent.
-1
K = I:ZlKA_l +(1— zl)KDIl] . (4.14)
Les criteres de changement de phase sont donnés par
A; €9;D Vie{l 23}, (4.15)

A, Vi € {1,2, 3}, est la force thermodynamique duale de la fraction volumique z; et
D est un pseudo-potentiel de dissipation.

D =azy + Bz +yis, (4.16)

ou «, B et y sont tels que
a = a(zy + z3)sign zy, 4.17)
B = (b1z1 + byz3) sign 2y, (4.18)

Y = (b121 + szz) sign 23. (419)
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a, by et by sont des constantes positives du matériau.
Comme dans le cas du modele 1D, les criteres peuvent s’écrire sous forme d’un
ensemble d’inégalités

Fl <o, (i,j)e{l,2yx{1,2,3}, (4.20)

1

ou les fonctions .7-"1.] sont données par

1
F| 2—56‘12KAI€1+0281 + v — (G + a)(z3 + z3), 4.21)
1
F) =EelzKA:el—a:el—vo—i-(G—a)(Zz-i-Zs), (4.22)
1
]:12 = —5(62 —&9):Ky:(ex —¢&p) (4.23)

—C(T)+o0:e24+v9—(G+bi)zy — (H + by)z3,

Fi= %(62 —¢&0):Ky:(e2 — &) (4.24)
+C(T)—0:65—v9 + (G —b1)zy + (H — by)z3,

Fy = —5(es +e0): Ky (es + e0) (4.25)
—C(T)+o0:e35+v9—(G+b1)z1 — (H + b))z,

F = %(33 +e0): K (e + £0) (4.26)
+C(T)—o0:e35—vo+ (G —b1)z1 + (H — by)zs.

4.4 Lois complémentaires

Les lois d’évolution associées aux différentes transformations possibles au sein
d’un MMF s’obtiennent a partir des conditions de consistance correspondantes. Si la
phase i se transforme en la phase j, les fonctions criteres ]—'é' et F 1’ s’annulent. Z; et Z;
sont alors solutions du systeme

F=0,
Fl=o, (4.27)
Zi + Zj =0.

Dans la suite, on établit les lois complémentaires associées a chacun des princi-
paux phénomenes relatifs au comportement des MMF sous chargement proportionnel.
Les notations du tableau 4.1 sont utilisées. L’ austénite et la martensite sont supposées
homogenes et isotropes, ayant le méme coefficient de Poisson v.

Notation Signification Expression

E, Module de Young de 1’austénite

(a suivre)
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(suite)
Notation Signification Expression
Ey Module de Young de la martensite
-1
Z1 1—2z¢
E Module de Young du MMF —_— +
EA EM
v Coefficient de Poisson du MMF
1
El, e
E,
14+v
El
M E,
p —v
A E,
p —v
M EM
Elya Ely—El,
Pya Py — P,
tr M Trace du tenseur symétrique M ZM i
i
1
dev M Déviateur de M M — 3 (tr M)I
s Tenseur déviateur de contrainte devo
) Tenseur déviateur de o dev oy
T . 3
Oym Contrainte équivalente de Mises Es s
- L E,\
Ha Module de cisaillement de I’austénite —_—
2(14+v)
m Module de cisaillement de la martensite —_—
2(1+v)
. . Eeq
Heq Module de cisaillement du MMF —_—
2(1 +v)
Sel 2heqdev e
3 S0
€ g0z
0 05 3
ESO )

TAB. 4.1 — Notations utilisées dans ce chapitre.
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4.4.1 Pseudoélasticité

Lors de la transformation de I’austénite en martensite M ™ uniquement, .7-'21 et F 12
sont nécessairement nulles. Il en résulte la relation

2

= C(Tpe) + (G + b1)z1 — (G —a)za — [(G —a) — (H + by)] z3
(4.28)

1 1/1
EEIMAofM + _(gElMA + PMA)(trcr)2 ~+ oyméEo sign (s :89)

pour toutes les valeurs de z; et z; strictement comprises dans I’intervalle (0, 1).
Les lois d’évolution correspondantes sont solutions du systeme formé de

1 1 . 3 .
— {2u§q(— — —)(22 — 23)€o |:EIMA0VM sign (s :s0) + —80] + (G + bl)} Z
M Ma 2
. 3 .
_ {Zuquo [EIMAUVM sign (s :s0) + 550:| —(G — a)} Zs 4.29)
. 1 . 3 s:Se .
= —FElyss:Seg— | =Elya + Pys | trotrog — —¢o sign (s :80)
3 2 M
et
242 =0. (4.30)

D’autre part, le changement de phase inverse de la martensite M ¥ en austénite est
régi par F? = 0 et 7! = 0. Quand la transformation M * — A est en cours, la somme
Z1 + Z, est nulle et la condition de consistance entraine

1 1 . 3 .
{2I’L§q(_ - —) (z2 — z3)€0 |:E1MA0VM sign (s :89) + 580} + (G - bl)} 1

Hm o MUa
3 .
+ {Zueqso |:EZMAUVM sign (s :s0) + 580] —(G + a)} Zy 4.31)
. 1 . 3 SIS"e] .
= Elypas:Sa + | =Elys + Pua | trotréoe + —&o sign (s :59),
3 2 7 Oym

ce qui permet de déterminer z; et z;.
Pour les lois d’évolution dans le cas d’une transformation pseudoélastique faisant
intervenir la martensite M —, le lecteur est invité a consulter I’annexe A.

4.4.2 Autoaccommodation de la martensite

En I’absence d’un chargement mécanique, 1’austénite peut se transformer en mar-
tensite autoaccommodante. Dans ce cas, les fonctions criteres .7-"21 . F 12 et F 13 s’annulent
simultanément et on obtient, comme dans le cas 1D,

C(T)=—(G+by). (4.32)
Les lois d’évolution sont aussi identiques.
. —2C(T)
= , 4.33
TG+ b)) +2(G—a)— (H + by) (4.33)
(T
Iy = () (4.34)

2(G + b)) +2(G —a)— (H + by)’
23 = Z. 4.35)
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4.4.3 Orientation de la martensite autoaccommodante

Sous I’effet d’une traction, la variante M~ d’un mélange martensitique autoaccom-
modant se transforme en M T. Cette transformation est active quand les deux fonctions
critere ]-'23 et F, 12 s’annulent ainsi que leurs dérivées }'g’ et F, 12 Par conséquent,

20ymeo sign (s :89) — 2b1z1 + (H — b))z — (H + by)z3 =0 (4.36)

et Z, et Z3 vérifient

. . Sl .
- [6/1,eqsé —(H - bz)] Z + [6/Leq83 —(H + bz)] Z3 = —3&p - ! sign (s :8¢).
o (4.37)
Compte tenu de 1’égalité Zz, + z3 = 0, les lois d’évolution s’écrivent

2, =0, (4.38)

. 1 3 §5:iSa .
Zy = —& sign (5 :5¢), 4.39
2 (6Meq8(2, —H)2 05 —sig (s:50) )
Iy = —Iy. (4.40)

1l est facile de démontrer que les équations (4.38) a (4.40) peuvent s’écrire aussi

2 =0, (4.41)
. 0:.¢€

”:_‘H{ (4.42)
[R— (4.43)

en généralisation directe des expressions obtenues dans le cas du modele unidimen-
sionnel.

4.4.4 Effet mémoire simple sens

La modélisation de I’autoaccommodation de la martensite et de 1’orientation de
la martensite autoaccommodante fait 1’objet des paragraphes 4.4.2 et 4.4.3. Reste a
considérer la transformation inverse de la martensite orientée en austénite, a contrainte
nulle, sous I’effet de la température. Dans ce cas, les lois d’évolution sont identiques a
leurs homologues dans le cas 1D :

— quand M * se transforme, seule, en austénite,

C(T)=—(G—-b)z1 + (G+a)za —[(H — by) — (G + a)] z3. (4.44)

L’évolution des fractions volumiques est telle que

—C(T)
= 4.45
“1 2G +a— bl ( )
Zy = —Z1, (4.46)
3 =0; (4.47)

— quand M ~ se transforme, seule, en austénite,

C(T)=—(G =by)z1 —[(H =b2) = (G +a)]z2 + (G +a)zz.  (448)
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Les lois d’évolution correspondantes vérifient

~C(T)
Sl A 4.49
A 2G +a—b; ( )
2, =0, (4.50)
23 = —21 5 (451)

— quand M * et M~ se transforment simultanément en austénite, I’évolution des
fractions volumiques vérifie les conditions de consistance .7-"22 =0, ]—'5’ =0et

FI = 0 (voir annexe A).

4.4.5 Effet superthermique

On suppose que le tenseur de contrainte au sein du matériau est constant et vaut
o©,
Si I’austénite se transforme en martensite M T, ]-"21 et F. 12 s’annulent. On a alors

1 2 1(1 2
§EIMA (05?4)) + 3 (EEZMA + PMA) (tra(o)) ~+ oyméEo sign (s :89) (4.52)

=C(T)+(G+b)z1+(G—a)z; —[(G—a)— (H + by)] z3.

Les lois d’évolution associées sont données par

. —C(T)
= — 4.53
1T —at b (4.53)
Zy = —Z1, 4.54)
2y = 0. (4.55)
Si I’ austénite se transforme en M —, }"21 =0et F; 13 = 0 donnent
1 2 1/1 2 )
§ElMA (oé?,l)) + 3 (5 Elys + PMA) (tra(o)) — OymEo Sign (5 :80) (4.56)

=C(T)-[(G—a)—(H +b3)]z2 + (G + b1)z1 + (G —a)zs.

Les expressions de Z; et Z3 sont identiques a celles obtenues dans le cas unidimension-
nel.

. —C(T)
= — 4.57
a1 2G —a + bl ( )
Z, =0, (4.58)
Z3 = —Z1. (4.59)
Dans le cas d’une transformation simultanée de 1’austénite en M+ eten M~
—20(T
1 = (1) , (4.60)
2(G + by) +2(G —a) — (H + by)
C(T
Zy = (7) 4.61)

2(G + b)) +2(G —a)— (H + by)’
23 = Z. (4.62)
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4.4.6 Réponse a un chargement thermomécanique quelconque

On considere au cours de ce paragraphe le probleme de changement de phase sous
I’effet d’un chargement thermique-mécanique combiné, comme celui de la figure 4.1.

S

Martensite orieréie

A

Contrainte

Martensite
autoaccommodante

L
M M2 AY A} Température

FIG. 4.1 — Exemple d’un trajet de chargement ol la température et la contrainte varient
en méme temps.

Changement de phase direct

Différentes transformations sont possibles :
— austénite en martensite M T uniquement. Dans ce cas, ]-'21 = 0 et ]—'12 =

impliquent

1 1/1 .
§E1MA0—3M + 3 (EEZMA + PMA)(tr(r)2 ~+ oyméEo sign (s :s¢) (4.63)

=C(T)+ (G +bi)z1 —(G—a)zz — [(G —a) — (H + by)] z3.

Z1 et z, sont tels que
, (1 1 . 3 .
_ Zl‘l’eq — — — J(z2 — z3)e0 | Elyaoynsign(s:so) + =go | + (G + by) ¢ 24
Mm A 2
3 .
— {2p,eqso [EIMAUVM sign (s :s0) + 580] —(G - a)} Zy (4.64)

1 3 s:§
= —FElyss:Se— | =Elys + Py | trotrog — &9 e
3 2 o

sign (s :5¢) + C(T).

VM

— austénite en martensite M~ uniquement.

1 1/1 .
§E1MA03M + E(EEIMA + PMA)(tra)2 — OymEo Sign (5 :89) (4.65)

=C(T)+ (G+b1)z1 —[(G—a)— (H + by)]z2 — (G — a)z3.



74 Généralisation 3D : cas des chargements proportionnels

Les lois d’évolution vérifient

1 1 . 3 .
- {Z#Z,q(— - —) (z2 — z3)€0 [EIMAGVM sign (s :s9) — —80] + (G + bl)} 1
MM Ha 2
3
+ {2/,Leq80 |:E1MA0VM sign (s:s9) — 580] + (G — a)} Z3 (4.66)

SZ.S"el

1 3 .
= —ElyaS:Se — (SEIMA + PMA) tro tr e + 580 sign (s:s¢) + C(T).

Ovm

— finalement, si I’ austénite se transforme simultanément en martensite M+ et M~
le changement de phase est régi simultanément par (4.63) et (4.65). L’évolution
des différentes fractions volumiques obéit a

1 1 3
- {2M§q(— - _) (22 — z3)&0 |:E1MAUVM sign (s :s9) + —80i| + (G + bl)} Z
Mm Ha 2
3
_ {Z[Leqé‘o |:EIMA0VM sign (s :s0) + 580] —(G — a)} Zy 4.67)

3
+ {2/,Leq80 |:E1MA0VM sign (s :s9) + §£0i| +(G—a)—(H + bz)} Z3

S:jel

sign (s :s¢) + C(T)

. 1 ) 3
= —FElyas:Se — §E1MA + Pya | trotrog — 580

VM

et

1 1 . 3 .
— {2M§q(_ — —) (22 — 23)&0 [EIMAGVM sign (s :59) — —80] + (G + bl)} %
Hm s 2

3

_ {2Meq8o |:EIMA0VM sign (s:s9) — §£0i| —(G—a)+ (H+ bz)} Zy (4.68)
3

+ {2/Leq80 |:E1MA0VM sign (s :s¢) — 580] + (G — a)} Z3

SZ.S"e]

sign (s :5¢) + C(T).

1 3
= —FElyxs:Se— | =Elya + Pua | trotrdog + =g

3 2 " Oym
Changement de phase inverse

I s’agit de la transformation de la martensite en austénite sous 1’effet d’un charge-
ment thermomécanique approprié :

— si M uniquement se transforme en austénite, ]-"22 = 0et F 11 = 0. Par consé-
quent,

1 1/1
§EIMA03M + E(EEIMA + PMA)(tra)2 4+ oyméEo sign (s :s9) (4.69)

=C(T)+(G—b1)z1 —(G+a)za —[(G +a) — (H — by)]z3

et I’évolution des fractions volumiques est décrite par les équations z; + z, = 0,
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23:06t

1 1 . 3 .
{2M§q (— - —)(22 —23)&0 [EIMAUVM sign (s :89) + 580} + (G — bl)} Z1

Mv Ha
3
+ {2[Leq80 |:EIMA0VM sign (s :s¢) + 580:| —(G + a)} Zy 4.70)
. 1 . 3 S:S'el . .
= Elyxs :Sei + | = Elya + Pua Jtrotroe + =& sign(s:s9) — C(T);
3 2 7 Oym

— si la martensite M ~ se transforme, seule, en austénite,

1 1/1
gElMAO"3M + E(EEIMA + PMA)(tra)2 — OyméEo Sign (s :s¢) “4.71)

=C(M) + (G =b)z1 = (G +a) = (H—=by)]z22 = (G + a)z;

et les lois d’évolution correspondantes vérifient

1 1 . 3 .

{2l‘l‘§q(_ - _)(22 —23)&0 [EIMAUVM sign (s :s9) — _80:| + (G - bl)} 1

M Ma 2
3

_ {Zﬂeq&) |:EIMA0VM sign (s:s9) — 560:| + (G + a)} Z3 “4.72)

Slb"el

1 3 .
= Elyas:Seq + (gElMA + PMA) tro trog — 580 sign(s:s9) — C(T);

VM

— si Mt et M~ se transforment simultanément en austénite, alors les relations
(4.69) et (4.71) sont vraies. L’évolution des fractions volumiques zq, z, et z3
vérifient les conditions de consistance.

1 1 . 3 )
{2M§q(— - —)(Zz —23)&0 [EIMAOVM sign (s :s9) + —so} + (G — bl)} 1
23V LN 2

3
+ {Z,Meqé‘() |:EIMA0VM sign (s :s0) + 580:| —(G + a)} Zs 4.73)

3
— {Zliquo [EZMAUVM sign (s :s0) + 580] 4+ (G +a)—(H- bz)} Z3

S:S‘e]

sign (s:8¢) — C(T)

Ovm

1 3
= Elyas:Se + (gElMA + PMA) tro trog + 580

et

Ha

1 1 . 3 .
{2M§q(u— - —)(22 —23)&0 [EIMAGVM sign (s :s0) — 580] +(G — bl)} Zy
M
3
+ {2Meq80 [EIMAUVM sign (s :50) — 580] —(G+a)+ (H- bz)} Zy (4.74)

3
_ {Zueqso |:EIMA0VM sign (s :sg) — 580i| + (G + a)} Z3

1 3 s5:Se .
= Elyas:Sa + (gElMA + PMA) tro tr e — Eeos Yel sign (s :s9) — C(T).
o

VM
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4.5 Simulation numérique

On utilise le code de calcul par éléments finis « Castem » afin de montrer que le
modele développé au cours du présent chapitre est capable de simuler qualitativement
le comportement de structures en MMF.

Un nouveau modele de comportement « MEMOIREDEFORME » est programmé en
utilisant la version de développement de Castem 2002. Les grandes étapes de la pro-
grammation sont les suivantes (Kichenin et Charras, 2003) :

— déclaration du modele de comportement « MEMOIREDEFORME » et des va-
riables internes nécessaires au niveau de la procédure « PASAPAS » dédiée au
calcul incrémental ;

— déclaration du modele « MEMOIREDEFORME » au niveau de la procédure exis-
tante « INCREME » qui calcule les incréments des différentes variables & chaque
pas de temps ;

— rattachement de « MEMOIREDEFORME » aux formulations « MECANIQUE » et
« ELASTIQUE » prédéfinis dans Castem ;

— I’écoulement est géré par la nouvelle procédure « ECOUFORM ».

Pour chaque incrément du chargement :

1. Le moteur de calcul de Castem détermine d’abord la solution élastique ;

2. Le résultat est transmis a la procédure « ECOUFORM » qui détermine une solution
vérifiant les criteres de changement de phase et les liaisons entre les fractions
volumique ;

3. La solution est retransmise a Castem :
— si le déséquilibre induit par cette solution est au dessous d’une certaine tolé-
rance, elle est acceptée,
— dans le cas contraire, une nouvelle itération : 2 — 3 est effectuée.

Pour chaque itération (n), le calcul est effectué par « ECOUFORM » selon I’algorithme
4.1.

Entrées : ¢, g@tD.est 7)) phtD) zi"), zg').

. g+, a Z§n+1), & Z§n+1),a._

Sorties
pour i = 1 a 3 faire
pour j = 1 a2 faire

calculer les fonctions criteres ]—'jl O

i, (n+1), test
calculer les valeurs—tests correspondants, f] (n+1), tes ;
vérifier les liaisons unilatérales ;

déterminer les transformations actives.

suivant les transformations actives faire

calculer zf"+ D,

1), a
calculer z§"+ )2

calculer g 1.2

ALGORITHME 4.1 : algorithme simplifié de la procédure « ECOUFORM ».
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La température 7" est considérée comme un parametre et la déformation de transforma-
tion € est déterminée en chaque point de la structure a partir d’une solution purement
élastique. Au niveau de 1’algorithme, les exposants ' et * désignent respectivement
une solution qui vérifie ’équilibre et une solution qui vérifie les différents criteres et
les liaisons internes.

L’algorithme de « ECOUFORM » montre que, connaissant le trajet de chargement et
I’état initial du MMF, le modele est capable de simuler le comportement du matériau,
sans supposer, a priori, un comportement particulier (pseudoélasticité, etc.).

Dans la suite on présente quelques exemples de calculs de structures tridimension-
nelles simples en MMF soumises a des chargements mécaniques proportionnels. On
considere que les différentes phases ont le méme module élastique afin de réduire la
non-linéarité des problemes.

4.5.1 Exemple 1 : calcul d’une barre en MMF

On considere une barre parallélipipédique (figure 4.2) qui a les dimensions sui-
vantes :

— hauteur de la section rectangulaire 47 = 5 mm;

— largeur de la section rectangulaire / = 7 mm;

— longueur de la barre L = 30 mm.
Longueur L

<

Hauteur / de la section

Z}&g\\\\\\%mm

FIG. 4.2 — Maillage d’une barre rectangulaire en MMF.

Le tableau 4.2 regroupe les caractéristiques du matériau constitutif de la barre ainsi que
les valeurs des parametres du modele 3D.

Parametres du modele 3D

K, 15000 MPa a 4,53 MPa
Ky 15000 MPa by 6,45 MPa
€0 6% ba 9,04 MPa
G -2,35 MPa £ 0,052 MPa/ °C
H -8,96 MPa K 8,81 MPa
AL 11°C v 0,3

TAB. 4.2 — Caractéristiques du MMF et valeurs des parametres du
modele 3D.
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Les conditions aux limites de la barre sont telles que :

— en x = 0 tout déplacement le long de I’axe des x est empéché ;

— enx = L une traction est appliquée ;

— les autres faces sont libres de contrainte : o -n = 0, ou n est un vecteur unitaire

normal sortant.

Les déplacements rigidifiants sont empéchés et la température de la structure est sup-
posée uniforme a tout moment. La réponse du matériau est la méme en tout point de la
barre.

Aux sous-paragraphes suivants, le comportement local est étudié au centre de la
face x = L.

Simulation de la pseudoélasticité

La température de la barre, initialement austénitique, est supposée constante et
égale en tout point a 60 °C. Une traction est appliquée au niveau de la face x = L
(figures 4.3.a et 4.3.b), de maniere que :

— la contrainte selon 1’axe des x croit de 0 a 800 MPa entrainant un changement de
phase de I’austénite en M+ et I’apparition, par conséquent, d’une déformation
inélastique importante ;

— un changement de phase inverse se produit lors de la décharge, ramenant le maté-
riau a son état austénitique initial et conduisant a la disparition de la déformation
de transformation (figures 4.4 et 4.5).

LD

4.3.a — Force de traction appliquée sur la face x = L de la barre.

Force appligée

800

T
Traction (MPa)

320 480 540
T T T
1 1 1

160
T
1

Temps

o ' ' '

0 5 10 15 20

4.3.b — Evolution en fonction du temps cinématique de la con-
trainte de traction.

F1G. 4.3 — Chargement mécanique appliqué a la barre. Ce chargement provoque la
transformation de 1’austénite en martensite orientée.
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z enbleu
<
=1 z3 enrouge ]
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Temps
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4.4.a — Evolution des fractions volumiques avec

le temps cinématique.
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z; envert g
z; enbleu

z3 en rouge

(Contrainte de Mises (MPa) )

0

100 200 300 400 500 600 700 800

4.4.b — Evolution des fractions volumiques avec
la contrainte.

FI1G. 4.4 — Pseudoélasticité. La traction provoque un changement de phase direct de
I’austénite en martensite M T. Cette martensite se transforme de nouveau en austénite

lors d’une décharge.

100 200 300 400 500 600 700 800

Contrainte de Mises (MPa)

Déformationéquivalente (%

0

0 2

4

6

8 10 12

F1G. 4.5 — Modélisation de la pseudoélasticité. La transformation de I’austénite en mar-
tensite orientée entraine I’apparition d’une déformation inélastique de transformation.
Cette déformation disparait suite a une décharge provoquant le changement de phase

inverse M+t — A.

Simulation de I’autoaccommodation

La barre n’est soumise a aucun chargement mécanique. La température décroit de
60 °C a —80 °C, puis croit de nouveau a 60 °C. Les figures 4.6.a et 4.6.b représentent
I’évolution des fractions volumiques, en fonction d’un temps cinématique et en fonc-
tion de la température respectivement, au centre de la section définie par x = L.
Initialement, la barre est a I’état austénitique caractérisé par z; = 1.
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< <

Fractions Fractions
=) 0
=t ] =t 1
ol zjenvert ] ol zj envert |
(=] (=]

z enbleu z; en bleu
< <t
S zzenrouge / 7 =18 z3 enrouge 7
(] (o}
ST 7 =18 7
o ol
a Temps a Temperature (°C)
PR, . . . S . . . . . .
o 5 10 15 20 Lso —60 —40 —20 0 20 40 60
4.6.a — Evolution des fractions volumiques avec le 4.6.b — Evolution des fractions volumiques avec la
temps cinématique. température.

FIG. 4.6 — Autoaccommodation de la martensite. Le MMF, initialement austénitique a
60 °C, se transforme en quantités égales de martensite M T et de martensite M ~ quand
la température diminue suffisamment.

Simulation de I’orientation

La barre de la figure 4.2 est maintenue a une température égale a —30 °C. Le char-
gement mécanique est un cycle de traction—décharge atteignant une contrainte maxi-
male en traction égale a 200 MPa. La martensite M ~ se transforme, sous ’effet de la
contrainte, en martensite M *. Une orientation compléte est réalisée quand la traction
atteint son maximum (figures 4.7.a et 4.7.b) et la déformation inélastique qui en résulte
persiste apres décharge (figure 4.8).

S S
| Fractions Fractions

o oL 4
o 1 (=]

© ) envert <L o envert N
=38 | (=}

z enbleu 2 enbleu

<~ b

s [ 23 enrouge 7 < z3 enrouge

o L

s [ B S 7
(=} - (=g |
~ Temps ~ Contrainte de Mises (MPa)

(=} + = = =3 L L L

o 5 10 15 20 ) 50 100 150 200
4.7.a — Evolution des fractions volumiques avec le 47b — Evolution des fractions volumiques en
temps cinématique. fonction de la contrainte équivalente de Mises.

FIG. 4.7 — Orientation de la martensite autoaccommodante. La traction favorise la for-
mation de la variante M T a partir de la martensite M ~. L’ orientation est compléte
quand la fraction z, de M T atteint une valeur égale 2 1’unité.
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FIG. 4.8 — Orientation de la martensite. La déformation inélastique due a I’ orientation
de la martensite persiste apres décharge.

Simulation de I’effet superthermique

La barre est soumise a un chargement mécanique constant équivalent a une traction
de 100 MPa le long de son axe x.
On fait varier la température de maniére uniforme selon le cycle suivant :

— le matériau, initialement austénitique a 60 °C, est refroidi jusqu’a atteindre une
température de —80 °C. Ceci entraine la formation de la martensite orientée
et ’apparition d’une déformation inélastique importante sous 1’effet de la con-
trainte constante de traction ;

— le matériau retrouve sa forme austénitique initiale par chauffage a 60 °C, une
température supérieure a A? (figures 4.9 et 4.10).

1.0

Fractions Fractions
=t 1 g <
2y envert
St ! b 2t zyenvert R
z enbleu <
z, en bleu
< | z3enrouge ) -
S <[ zzenrouge T
(o] (]
=1 ] =18 1
Temps Temperature (°C)
(=] =1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 —80 —60 —40 20 0 20 40 60
4.9.a — Evolution des fractions volumiques avec 4.9.b — Evolution des fractions volumiques en
le temps cinématique. fonction de la température.

F1G. 4.9 — Modélisation de I’effet superthermique. Le refroidissement du MMF en-
tralne la formation, a partir de 1’état austénitique initial, d’une martensite orientée sous
I’effet du chargement mécanique constant. Le matériau retrouve son état initial par
simple chauffage.



82 Généralisation 3D : cas des chargements proportionnels

6,0

T TT T T T

(Déformation de transformation @)

2.4 3,6 4.8

1,2

Temperature ('C)

o s s s s s

-80 —60 —40 20 0 20 40 60

F1G. 4.10 — Effet superthermique. La martensite formée par refroidissement de I’aus-
ténite est orientée a cause de la traction, il en résulte une déformation inélastique im-
portante recouvrable par chauffage.

4.5.2 Exemple 2 : calcul d’un cylindre creux

On considére un cylindre en MMF dont le matériau constitutif est le méme que
celui de la barre du paragraphe précédent.

Le cylindre présente les dimensions suivantes :

— longueur L = 300 mm;

— rayon interne Ry = 35 mm;

— rayon externe R, = 50 mm.

FIG. 4.11 — Maillage du cylindre en MMF et chargement appliqué.

Il est soumis simultanément & une traction le long de son axe et a une pression interne
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(figure 4.11). La traction correspond a une contrainte qui croit de zéro jusqu’a une
valeur maximale de 400 MPa avant de décroitre de nouveau. La pression interne évolue
proportionnellement a la traction appliquée et atteint un maximum de 200 MPa. Le
cylindre est initialement a 1’état austénitique et sa température est constante et égale a
50 °C.

Sous Ieffet du chargement mécanique, 1’austénite se transforme en martensite M+
qui commence a se former au niveau de la surface interne et se propage de fagon radiale
vers I’extérieur comme le montre les figures 4.12.a et 4.12.b.

Contrainte de Mises (MPa)

Min: 484
Max : 935

Min: 0568
530 Max : 1,00

Fraction volumique z; de M+ | g,?

oo
)

4.12.a — Distribution volumique de la contrainte 4.12.b — Distribution volumique de la fraction zp
de Mises. de M.

FI1G. 4.12 — Modélisation d’un cylindre creux en MMF. Sous I’effet combiné de la
traction et de la pression interne, la martensite M * commence 2 se former au niveau
de la surface interne et se propage de fagon radiale vers 1’extérieur.

La figure 4.13 représente la réponse locale du matériau au chargement mécanique im-
posé en un point situé a mi-longueur du cylindre, sur sa surface externe.

500
450
400 7
350 7
300 7
250 7
200 7
150 7
100 7
50 1

O 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8

' Contrainte de Mises (MPa)

Déformationéquivalente (%)

F1G. 4.13 — Réponse locale en un point situ¢ a mi-longueur du cylindre, sur sa surface
externe.
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, un modele de comportement 3D des MMF a été présenté. Le
modele constitue une généralisation directe de la version 1D proposée au chapitre pré-
cédent.

La généralisation est presque immédiate : un remplacement de quelques scalaires
par leurs équivalents tensoriels est suffisant pour passer du cadre unidimensionnel au
cadre tridimensionnel. Le modele conserve les avantages de son homologue 1D, notam-
ment la facilité de I’identification des parametres, mais présente quelques limitations,
en particulier la prise en compte des chargements proportionnels uniquement ; ceci est
fortement restrictif si 1’objectif est de calculer des structures en MMF pouvant fonc-
tionner dans un régime de chargement mécanique non-proportionnel. Une autre limi-
tation évidente héritée de la version 1D est la suivante : I’effet superthermique conduit
généralement a une orientation complete de la martensite quel que soit le niveau de
chargement mécanique, non nul, auquel est soumis le matériau. Ceci n’est pas en ac-
cord avec les observations expérimentales (Leclerq et Lexcellent, 1996 ; Lagoudas et
Bo, 1999). Le chapitre suivant est consacré au développement d’un nouveau modele de
comportement 3D des MMF n’ayant pas ces limitations. Le modele prend en compte
les chargements mécaniques non-proportionnels en décrivant 1’orientation de la mar-
tensite a 1’aide d’un tenseur de déformation inélastique variable ; il offre, en outre, une
meilleure représentation de 1’effet superthermique.
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CHAPITRE 5

Un nouveau modele 3D unifié :
cas des chargements non proportionnels

5.1 Introduction

Comme indiqué au chapitre précédent, la généralisation directe de la loi 1D ins-
pirée des travaux de Moumni (Moumni, 1995) et de Nguyen et Moumni (Nguyen et
Moumni, 1998) présente quelques limites. En effet, la description de la transformation
martensitique a I’aide de deux variantes caractérisées par des déformations de trans-
formation locales ayant des orientations opposées mais fixes ne peut étre suffisante :
I’orientation de la martensite se fait en réalité de maniere compatible avec I’état de
contrainte qui peut avoir des orientations quelconques, en 3D, au sein du MMF. Pour
que le modele puisse tenir compte de ces orientations, deux approches sont souvent
utilisées dans la littérature :

— la premiere consiste a prendre en considération toutes les variantes pouvant se

former lors d’une transformation martensitique ; ce genre d’approche est fidele
a la description physique de la transformation martensitique a I’échelle des mi-
crostructures cristallographiques. On peut placer dans ce contexte les travaux de
Gao et coll. (2000) ; Gao et Brinson (2002) ; Thamburaja (2005) ; Siredey et coll.
(1999) ; Patoor et Berveiller (1993) et Tanaka et coll. (2002) ;

— la deuxiéme considere la phase martensitique comme un milieu homogene dont
I’orientation peut étre décrite a I’échelle macroscopique dans un cadre similaire
a celui de la plasticité classique. Dans ce cas, le modele part du fait que le mé-
canisme gouvernant la transformation martensitique a I’échelle microscopique
ressemble & celui de la déformation plastique. La déformation de transformation
associée a ’orientation de la martensite est alors décrite a 1’aide d’un tenseur
de déformation inélastique représentant une moyennation de I’amplitude et de
I’orientation de la déformation de transformation de la phase martensitique au
sein d’un volume élémentaire du MMF. Plusieurs modeles de comportement qui
rentrent dans ce cadre sont proposés par Boyd et Lagoudas (1996) ; Lagoudas
et coll. (2006) ; Bo et Lagoudas (1999a,b) ; Lagoudas et Bo (1999b,a) ; Lagou-
das et Entchev (2004) ; Raniecki et coll. (1992) ; Raniecki et Lexcellent (1998) ;
Leclerq et Lexcellent (1996) ; Lexcellent et coll. (2000) ; Lexcellent et Bourbon
(1996) ; Auricchio (2001) et Auricchio et Sacco (2001).
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En adoptant cette deuxieéme approche, on développe au cours de ce chapitre un mo-
dele de comportement des matériaux a mémoire de forme ne faisant pas I’hypothese
de chargement mécanique proportionnel. Le modele présente d’ailleurs, par rapport a
celui du chapitre précédent, 1’avantage d’une meilleure prédiction du comportement
superthermique, dans le sens ou le niveau d’orientation de la martensite a la fin de la
transformation directe au cours d’un cycle superthermique dépend du niveau du char-
gement mécanique appliqué.

La modélisation unifiée proposée constitue une description complete des divers
effets exhibés par les MMF. Son cadre théorique est toujours celui des matériaux stan-
dards généralisés en présence de liaisons entre les variables d’état. Le changement de
phase est pris en compte a 1’aide de la fraction volumique z de la martensite dont
I’orientation est décrite par un tenseur variable de déformation inélastique locale &;.
Le module de & constitue une mesure du niveau d’orientation des plaquettes marten-
sitiques tandis que les diverses composantes indiquent les directions selon lesquelles
ces plaquettes sont orientées.

5.2 Modele de comportement des MMF

On considere un mélange de deux phases, I’austénite A et la martensite M, dis-
posées en série. Le comportement de 1’austénite est supposé élastique, tandis que la
martensite peut €tre le siege de déformations inélastiques dues & I’orientation de ses
variantes. On s’appuie sur un modele rhéologique en série, comme dans le cas du mo-
dele 1D du chapitre 3.

5.2.1 Variables d’état et énergie libre

On considere pour la modélisation les variables d’état suivantes ou les tenseurs sont
représentés en caracteres gras :

— la déformation macroscopique ¢ et la température 7 ;

— la fraction volumique z de la martensite ;

— les déformations locales des deux phases : &, pour I’austénite et &, pour la

martensite ;

— la déformation de transformation locale au sein de la martensite, &,.
Les variables z et & sont les seules a décrire des phénomenes dissipatifs. On désigne
par A, et A, les forces thermodynamiques associées a ces deux variables.

La densité d’énergie libre W, de I’austénite, élastique, est donnée par

déf 1
Wi = Wi(en) = EsA:KA:EA’ 5.D

K, étant le tenseur élastique associé a 1’austénite.
L’expression de la densité d’énergie libre de la martensite fait intervenir la défor-
mation inélastique locale &y, et la température 7 .

1
Wu = Wu(ew, e, T) = E(SM —&y): Ky:(ey —ex) + C(T), (5.2)

ou Ky est le tenseur élastique de la martensite et C(7") est une densité de chaleur la-
tente associée au changement de phase au cours de la transformation martensitique.
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L’interaction entre austénite et martensite affecte I’énergie libre du matériau. L’ expres-
sion de la densité d’énergie due a cette interaction est supposée étre

2
T=1I(z,64) = G% n g [0z + (1 — 2)] (%e[r:str). (5.3)

G, a et B sont des paramétres matériels qui peuvent étre interprétés physiquement :
2
z

— D’expression oz? §€tr : eu) correspond a I’interaction entre les variantes de la

martensite orientée ; elle est inspirée de 1’élastoplasticité classique. En remar-
quant que la déformation de transformation moyenne a I’échelle d’un volume
élémentaire de référence est égale a zey,, cette expression est similaire a 1’éner-
gie libre associée a un écrouissage cinématique linéaire de module «. ¢« controle,
en particulier, la pente de la courbe contrainte—déformation lors d’une orientation

de la martensite ;
. zZ(1—=2) (2 , ) . .

— I’expression ,BT (56" &y | représente I’interaction entre I’austénite de
fraction volumique (1 — z) et la martensite de fraction volumique z. Dans la lit-
térature (Leclerq et Lexcellent, 1996 ; Lexcellent et Bourbon, 1996 ; Raniecki
et coll., 1992 ; Patoor et Berveiller, 1993, etc.), cette expression est proportion-
nelle au produit des fractions volumiques des diverses phases mises en jeu. Elle
est d’ailleurs proportionnelle au niveau de la déformation inélastique au sein de
la martensite, parce qu’on considere que I’interaction entre austénite et marten-
site augmente avec I’ orientation de la martensite. 8 détermine la maniére dont la
contrainte appliquée a un MMF initialement austénitique affecte I’orientation de
la martensite qui se forme pendant un changement de phase ;

z . . . .
— finalement, G? mesure ’interaction au sein de la martensite autoaccommo-

dante. Pour interpréter G, on considere la phase martensitique au sein d’un vo-
lume élémentaire de référence du MMF comme étant une structure. L’interaction
au sein de cette structure existe parce que, physiquement, la martensite est com-
posée de plusieurs variantes. L’action de la quantité z de martensite sur chaque
élément de volume dz est supposée étre proportionnelle a G, ce qui permet d’éta-
blir que I’interaction au sein de la martensite est une intégrale de Gzdz sur tout

le volume z occupé par la martensite. Elle est donc, a une constante pres, égale
2

z
a GE' L’effet de G sur le processus de changement de phase sera discuté ulté-

rieurement.
La densité d’énergie libre du matériau est la somme d’énergies dues a chacune des
phases et de la densité d’énergie due a I’interaction entre ces phases.

déf
W=W(e,T. enen z ey)

1 1
= —z)(zeA:KA:eA) +z |:§(3M —&q):Ky:(ey —ey) + C(T)] (5.4)
+ G? + g[az + B(1 —2)] (%etr:su).

5.2.2 Liaisons internes et lagrangien

Les variables d’état retenues pour la modélisation sont soumises a certaines con-
traintes physiques dépendant du modele rhéologique de base ainsi que de quelques



90 Un nouveau modele 3D unifié : cas des chargements non proportionnels

spécificités relatives au comportement des matériaux a mémoire de forme :
— le modele rhéologique étant en série, la déformation e est égale a la somme des
déformations de chacune des phases.

(1—2)e, +zeyy—€ =0; (5.5)

— la fraction volumique z de la martensite ne peut étre inférieure a zéro ni supé-
rieure a ’unité.
z=20 et (1—2)=0; (5.6)

— le niveau de la déformation inélastique due a I’orientation de la martensite ne
peut dépasser une certaine limite caractéristique du MMF. Si cette limite, en trac-

. . L. /12
tion, est égale a €, alors la déformation de transformation équivalente §€tr (&
ne doit pas dépasser &.

2
o getr:e" = 0. 5.7

Les liaisons (5.5) a (5.7) sont supposées parfaites. Par conséquent, elles dérivent
d’un potentiel W tel que

W =—L:[(1 —2)e, + zey — €] —M(So -/ %en:etr) —viz—va(l—2z). (5.8)

A, i, vy, vy et u sont des multiplicateurs de Lagrange. v; et vy, associés aux liaisons
unilatérales, doivent obéir aux conditions

12
v =20,v1z=0, vV, =20,v,(1—2z)=0 et ;LZO,,LL(SO— gstr:etr)zo.

(5.9)
Connaissant I’expression de 1’énergie libre YV du MMF ainsi que 1’expression du
potentiel VW, dont dérivent les liaisons entre les variables d’état, on construit le lagran-
gien L.
L=W+W E LT ey en760) (5.10)
1
=(1- z)(zeA:KA:sA)

+z [%(EM —ey): Ky:(ey —ey) + C(T)i|

22 z 2
+ G5+ 5 lez+ (1 -2)] (gerristr)

2
—L:[(1=2)e; + z&; —e]—u(so - §€tr3€tr> —viz —vy(l —2),
avec
/2
V1 =2 0,v1z=0;v=20,v(1 —z) =0etu = 0,,1L<80— §€u2€tr) =0. (5.11)
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5.2.3 Lois d’état

Les seules forces thermodynamiques non nulles sont A, et Ay, associées respec-
tivement aux mécanismes dissipatifs de changement de phase et d’orientation des pla-
quettes martensitiques. Les équations d’état s’écrivent

L e & r—o=o (5.12)
oe
aL
——=0 = (1—z)(Ky:ea—L)=0, (5.13)
0€,
aL
—— =0 = z[Ky:(em—¢ew)]—2A =0, (5.14)
ey
L 1
5 = A; = A, = E[eA:KA:;sA —(ey—€n): Ky:(ey —ex)]  (5.15)
2
—C(T)—-Gz— |:(a —B)z+ §:| (gstrzetr)
—A:(er—€n),
oL 2
_g =A, = A;=: KMI(EM—Etr)—g[OCZ—F,B(l—Z)]E[r (5.16)
tr
- 2p Eu
3 > ’
gelr:str
—g—f:ﬂ = (l—2z2)e,+zey—e=0. (5.17)

Ce systeme permet notamment de déterminer la loi de comportement du matériau :
o =K:(e—zey). (5.18)

K est le tenseur élastique équivalent du MMEF, il est donné par
-1
K = [(1 —K'+ ngl] . (5.19)
5.2.4 Pseudo-potentiel de dissipation

On se donne I’expression suivante du pseudo-potentiel D :

déf

D = D(z,éy)
> (5.20)
= P(Z:Z)Z + R(Z) gétr:étrv
ou P(z,z) et R(z) sont tels que
P(z,2) =[a(l —z) + bz] signz (5.21)
et
R(z) = 2°Y. (5.22)

a, b et Y sont des constantes matérielles. La positivité de ces constantes, et par consé-
quent celle du pseudo-potentiel D, sera démontrée lorsque le probleme de ’identifica-
tion expérimentale des parametres du modele sera abordé.
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5.2.5 Fonctions criteres et lois complémentaires

On considere que les forces thermodynamiques sont des sous-gradients du pseudo-
potentiel de dissipation. Ceci se traduit par

A, €9;D, (5.23)
A €95 D. (5.24)

Le systeme (5.23) et (5.24) implique les inégalités

Fl<0, F2<0 et F, <0, (5.25)

z z

ou F}, F? et F sont des fonctions critéres associées respectivement au changement
de phase direct, au changement de phase inverse et a ’orientation des plaquettes mar-
tensitiques. Elles sont données par

Fl=A;,—a(l—z2)—bz

= %[SAIKAISA —(ey—&y): Ky:(ey —ey)]—C(T) (5.26)

(G4 b)z—a(l—z2)— [(a )+ g] (éeu:eu) Ci(er— ),

F2=-A,—a(l —z)—bz

= —% [ea:Ks:60—(ey —€4): Ky:(ey —ew)]+ C(T) (5.27)

(G —b)z—a(l—z2)+ [(a B+ g} (%etr:e&) A (en— en),
Fe = | Aullyy — 2°Y (5.28)

Pour des valeurs de z strictement comprises entre zéro et un, les déformations lo-
cales e, et e peuvent étre calculées en fonction de la contrainte o et de la déformation
de transformation &.. En effet, le systeéme des équations (5.12) a (5.17) permet d’établir
les relations suivantes :

e, =S8,:0, (5.29)
ey = Syu:0 + &g, (5.30)
ou S, et Sy sont les tenseurs de souplesse respectifs de 1’austénite et de la martensite.

Pour la suite du calcul, on considere que I’austénite et la martensite sont homogenes
et isotropes et qu’elles ont le méme coefficient de Poisson.
déf
Uy = Uy = V. (5.31)

On utilise les notations du tableau 5.1.

Notation Signification Expression
E, Module de Young de I’ austénite
Ey Module de Young de la martensite

(a suivre)
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(suite)
Notation Signification Expression
11—z z \!
Eq Module de Young du MMF + =
E, Ey
v Coefficient de Poisson du MMF
1
El, aald
E,
1
Ely i
Ev
P —v
A E.
P —v
M Ey
Ely, El,— El,
P MA P M T P A
tr M Trace du tenseur symétrique M ZM ii
i
1
dev M Déviateur de M M — 3 (tr M)I
/3
Myy Une norme de dev M 3 dev M:dev M
[|M ||y Identique & My,
s Tenseur déviateur de contrainte devo
T . 3
Oym Contrainte équivalente de Mises Es K
E
Ua Module de cisaillement de I’ austénite A
2(1+v)
E
U Module de cisaillement de la martensite 1
2(1 4+ v)
E
Heg Module de cisaillement du MMF ——
2(1 4+ v)
v
Aeq Coefficient de Lamé du MMF “

(1+v)(1—2v)

TAB. 5.1 — Notations utilisées dans ce chapitre.

Les relations (5.29) et (5.30) peuvent alors s’écrire
e, = Elyo + P,(tro)l, (5.32)
ey = Elyo + Py(tro)l + &y. (5.33)

Si I’on considére que la déformation de transformation n’entraine aucun changement
de volume, I’expression de la loi de comportement du MMF devient

0 = 2leq(€ — z8y) + Agq(tre)L (5.34)
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Les expressions des fonctions criteres, pour 0 < z < 1, peuvent étre simplifiées. On
obtient

1 1/1
Fl = {gElMAoVZM + E(gElMA + PMA)(tro)2 - C(T)} (5.35)
Bl/2
+o:ex—(G+Db)z—a(l—z2)— (a—,B)z+E gen:en ,
2 1 2 11 2
F; =— gElMAUVM + 3 §ElMA + Py |(tro)” = C(T) (5.36)
Bl/2
—oex +(G—Db)z—a(l—2)+ (a—ﬁ)2+5 FEuien ),
F 2 2
L a——[ozz—l—ﬁ(l—z)]etr——'uL —zY. (5.37)
z 3 3z /2
SSU-.€U~ .
& ]:r . . .
Une fonction critere unique, Fo “ —[, contrOle I’orientation de la martensite. Le

z
changement de phase peut, lui aussi, étre associé a une seule fonction critere F, =
|Az| — [a(1 — z) + bz]; on garde cependant F! et F2 pour mieux distinguer entre
changement de phase direct et changement de phase inverse.

. . 2 . .
Il est intéressant de noter que si le module getr:e[r est inférieur a &g, le mul-

tiplicateur de Lagrange o associé a la liaison unilatérale (5.7) s’annule. Dans ce cas,
I’expression de F; ressemble a celle de la fonction critere d’écoulement plastique
d’un matériau élastoplastique de Mises a écrouissage cinématique linéaire, la diffé-
rence étant la dépendance par rapport a z du module d’écrouissage ainsi que de la
contrainte—seuil.

Les lois complémentaires associées au changement de phase vérifient les propriétés
suivantes :

— si F} < 0et F? < 0, aucun changement de phase ne se produit. Par conséquent,

1=0: (5.38)

— si le seuil de changement de phase direct est atteint, 7. est nulle. Dans ce cas
la valeur de Z est nulle si ]-"zl < 0; dans le cas contraire, elle est donnée par la
condition de consistance 1=0;

— si le seuil de changement de phase inverse est atteint, F2 est nulle. Dans ce cas
la valeur de Z est nulle si .7-'22 < 0; dans le cas contraire, elle est donnée par la
condition de consistance F2 = 0.

L’évolution de la variable e associée a I’orientation de la martensite obéit a la

regle de normalité. Sil’on note
Xy 2ozt B — o) eg— S (5.39)
3 3z 2
§€tri€tr
la fonction critere Foy associée a I’orientation des plaquettes martensitiques peut s’éc-
rire
Fori = Xym — 2Y. (5.40)
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La loi d’évolution de & obéit a la régle de normalité

. 8~7:.ori
Eu = N—Fv
X
3 x (5.41)
S 2 X’
ol 7 est un scalaire positif satisfaisant les conditions de Kuhn-Tucker :
n=0, Foi <0 et nFy =0. (5.42)

5.2.6 Procédure d’identification des parametres

Les parametres du modele sont les suivants :

— les modules de Young de 1’austénite et de la martensite, respectivement E, et
Ey;

— le coefficient de Poisson v, supposé le méme pour les deux phases ;

— la déformation de transformation maximale en traction, &g ;

— a et b, dépendant de la largeur de la boucle pseudoélastique pour z = 0 et pour
z=1;

— Y, définissant la contrainte de début d’orientation de la martensite ;

— G, affectant, entre autres, le centre du domaine de température dans lequel aucun
changement de phase ne se produit a contrainte nulle (paragraphe 5.3.2);

— « et B, caractérisant I’évolution de la déformation de transformation & avec la
contrainte, respectivement pour z = 1 et pour z = 0

— &, déterminant ’effet d’une variation de la température sur les contraintes seuils
de changement de phase ;

— k,égala C(T)pour T = A?;

- A?, température de fin de changement de phase inverse.

En supposant que la densité de chaleur latente, C(T'), est une fonction linéaire de

la température donnée par

C(T) = g(T - A?) + K, (5.43)

la détermination des parametres du modele, a I’exception de v, nécessite un essai de
traction suivie d’une décharge dans le domaine pseudoélastique, un essai d’orientation
de la martensite autoaccommodante suivie d’une décharge et un essai de calorimétrie
a balayage différentiel (DSC).

L’essai de calorimétrie a balayage différentiel

L’essai de calorimétrie a balayage différentiel, qui a été décrit au chapitre 3, permet
la détermination des températures M2, M0, A% et A? correspondant au début et a la fin
des transformations martensitiques directe et inverse a contrainte nulle. Seule la valeur
de A? intervient dans le cadre du présent modele, elle figure dans I’expression de la
chaleur latente de changement de phase C (7).

L’essai d’orientation

L’essai consiste a solliciter en traction une éprouvette en matériau a mémoire de
forme dont la microstructure initiale correspond a celle de la martensite autoaccom-
modante. La martensite autoaccommodante peut étre obtenue par un refroidissement
suffisant de 1’austénite a contrainte nulle.
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Dans le cadre du modele proposé dans ce chapitre, I’autoaccommodation de 1la mar-
tensite est caractérisée par une déformation e nulle. La fraction volumique z devient
égale a I’unité partout ou la transformation martensitique directe est complete, c’est-a-
dire 1a ot I’austénite s’est completement transformée en martensite.

L’essai d’orientation permet de déterminer directement le module élastique E\; de

la martensite ainsi que la déformation de transformation maximale en traction &g (figure
5.1).

Contrainte
Martensite orierée
[0 S
Ors|———
Martensite A
autoaccommodante // i E\
£
T, >
Y Déformation
&o

F1G. 5.1 — Essai de traction conduisant a 1’orientation de la martensite autoaccommo-
dante. L’essai permet notamment de déterminer le module élastique £\ de la marten-
site et la déformation de transformation maximale en traction gg.

Au cours de I’orientation de la martensite, la fonction critére F,; s’annule. Pour
z = 1, il en résulte

2 2 €
o—Zag,— 2 || _y=o. (5.44)
3 3 2
—&ylE
3 tr tr M
Le début de I’orientation est caractérisé par une contrainte—seuil égale a o, et une
déformation inélastique e, nulle. Le multiplicateur u, lui aussi, est nul dans ce cas,
parce que la déformation e, n’atteint pas sa limite en traction y. Par conséquent,
I’équation (5.44) s’écrit

o =Y. (5.45)

Le parametre Y représente donc le seuil de début de I’orientation de la martensite
autoaccommodante en traction simple.

Vers la fin de I’orientation, la déformation inélastique équivalente tend vers son
maximum &¢. Le multiplicateur p reste nul tant que la limite g n’est pas atteinte, en

_ /2 e P
particulier quand Eetrtetr s’approche indéfiniment de g¢ par valeurs inférieures. Il
vient alors

0 — —0E&y

; —Y =0. (5.46)

Si la traction s’effectue selon une direction définie par un vecteur unitaire ex associé
a un référentiel cartésien (ex, ey, ez), le tenseur de déformation déviatorique &, est tel
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que

1 1
&y = & (ex R ey — zey R ey — Eez ® ez). 5.47)
Si oy représente la contrainte de fin d’orientation de la martensite, le tenseur de con-
trainte o est donné par

o = oy (ex ® ey). (5.48)

L’équation (5.46) permet alors d’écrire
|ow —agg| =Y. (5.49)

Par conséquent, compte tenu de (5.45), le parametre o est donné par

Orf — Ors (5 50)

€o

a contrdle donc la pente de la courbe contrainte—déformation lors de 1’orientation de
la martensite. Il est I’équivalent d’'un module d’écrouissage dans le cas d’un matériau
élastoplastique usuel ayant un comportement élastoplastique a écrouissage cinématique
linéaire.

L’essai d’orientation permet aussi la détermination du parameétre 8. Pour ce faire,
on fait ’hypothese suivante : lors de la transformation martensitique directe, la mar-
tensite formée a partir de I’austénite, en traction, est complétement orientée si la trans-
formation a lieu a un niveau de contrainte supérieur ou égal a o,¢. Cette hypothese sup-
pose simplement que la contrainte minimale nécessaire pour orienter complétement la
martensite est la méme, que la martensite orientée s’obtient a partir de la martensite
autoaccommodante ou bien a partir de 1’austénite. Sous 1’hypothese précédente, pour

z = 0, on trouve (voir annexe B)
Ot
B = (5.51)
0]

B détermine donc le niveau d’orientation, caractérisé par la valeur de la déformation

. /2 . N . ..
équivalente 56" : &y, de la martensite obtenue a partir de 1’austénite sous 1’effet d’un

chargement mécanique.

L’essai pseudoélastique

Il s’agit d’un essai de traction suivi d’une décharge a une température 7 supérieure
a la température A? de fin de transformation inverse a contrainte nulle. Pour faciliter
I’identification, on considere que 7 est suffisamment élevée pour que la contrainte—
seuil o,y de début de la transformation martensitique directe (figure 5.2) soit supérieure
a la contrainte de fin d’orientation de la martensite autoaccommodante o,¢. Ceci permet

. . . . /2
d’obtenir de la martensite completement orientée, ¢’est-a-dire pour lequel Es" &y =

€0, des le début de la transformation directe.

La contrainte—seuil de début de la transformation pseudoélastique directe est notée
oms. Quand ce seuil est atteint, F, zl s’annule pour une valeur nulle de z correspondant a
I’état austénitique initial. On obtient,

1 1\ o2, p
(E_M - E_A) rzn — C(Ty) + Omsg0 —a — 583 =0. (5.52)
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A .
Contrainte
[0 S
Martensite orierée
OMms fm = = —
Oas ey
Oaf f=— el
\ // TemperatureT = T,
)\ /
II’: E, /
rd ,/
Austénite / .
— - —
£ Déformation

FI1G. 5.2 — Essai pseudoélastique. L’essai est réalisé a une température 7 supérieure
a A?. Oms> Omf, Oas € Oy représentent respectivement les contraintes de début et de fin
des transformations directe et inverse a la température 7.

A la fin de la transformation directe, la fraction volumique z devient égale 2 1’unité.
Si oy désigne la contrainte de fin de la transformation directe, I’équation (5.35) s’écrit

1 1

_ G—‘%lf—C(T)~|—a co — (G + b) — a—é 2-0 (5.53)
Ew E,) 2 07 Fmi=0 20T ‘

Pendant la décharge, le changement de phase inverse est régi par la fonction—critere
JF2. La fraction volumique z commence 2 décroitre 2 partir d’une valeur égale 2 ’unité
quand la contrainte devient égale a 0,5 jusqu’a atteindre zéro pour une valeur—seuil o,¢
de la contrainte. Par conséquent,

(oL 0—€?S+C(T)— + (G —b) + ez =0 (5.54)
Ew E\)2 o) Outo YTa)T ‘

et

1 1 \o2 B
—(E—M - E_A)Tf + C(Ty) — Outeo — a + 58% =0. (5.55)

Les quatre équations (5.50) a (5.55) permettent de déterminer les expressions des
paramétres a, b et G.

11 1Y\o2—02
a = E (E— — E_)msTaf + (Ums - Gaf)80j| > (5.56)
M A
1 1 1 o2 —o2
b= z (E— - E—)% + (Omt — Uas)80i| > (5.57)
M A
1 B 1 1 2 2< ,2, _ '2
6= | (g -5 ) e 558)
M A

+ (Umf — Oms + Oas — Uaf)go - 2(0[ - :3)83:|
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Les paramétres a et b caractérisent la largeur de la boucle d’hystérésis. En effet, a in-
flue directement le décalage entre la contrainte de début de la transformation directe
oms €t la contrainte de fin de la transformation inverse o, tandis que b controle la
différence entre la contrainte de fin de la transformation directe o, et la contrainte
de début de la transformation inverse o,s. Le parametre G, dépendant de I’interac-
tion au sein de la martensite, affecte naturellement les pentes de la courbe contrainte—
déformation lors des transformations pseudo-élastiques directe et inverse. Il dépend
aussi de la contrainte—seuil de début d’orientation de la martensite autoaccommodante
via les paramétres o et S.

L’essai pseudoélastique permet, d’autre part, de déterminer la valeur de la densité
de chaleur latente, C(T'), a la température Ty.

1 1 1 o2, +02
C(T()) = E (E_M — E—A)STM + (Ums + O'af)é‘() — ,38(2) . (559)

C (T) étant une fonction linéaire de la température 7, il suffit alors de déterminer sa
valeur en A? par exemple pour compléter I’identification des parametres k et &. En
effet, A? caractérise la fin de la transformation martensitique inverse sous contrainte
nulle. Si cette transformation inverse s’effectue a partir de martensite completement

. /2
orientée, }-22 = 0 pour z =0, getr:elr =¢goeto =0,d ou

2

&
C(A?) =a—pL. (5.60)
On en déduit
82
K=a—ﬁ?0. (5.61)

Finalement, le parametre & est donné par

C(To) — c(A?)

To— AP (5.62)
_ C(To) —«

To—A?

La température A? est déterminée 2 partir de I’essai de calorimétrie a balayage diffé-
rentiel tel qu’il est décrit au paragraphe 5.2.6.

5.3 Modélisation des différents phénomenes

La donnée de la loi de comportement (5.34) et des fonctions criteres avec les lois
complémentaires associées au paragraphe 5.2.5 est suffisante pour la modélisation des
principaux phénomenes associés au comportement des matériaux a mémoire de forme.
C’est dans ce sens que le modele est « unifié ». Aux sous-paragraphes suivants, on
s’intéresse a la modélisation de chacun des phénomenes suivants :

— la pseudoélasticité ;

— 1’autoaccommodation de la martensite ;

— Dorientation de la martensite autoaccommodante ;
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— T’effet mémoire simple sens;

— T’effet superthermique ;

— le changement de phase sous I’effet d’un chargement combiné thermique—méca-
nique.

5.3.1 Pseudoélasticité

L application d’un chargement mécanique a température suffisamment élevée en-
traine la transformation de 1’austénite en martensite orientée. Le changement de phase
direct est régi par la fonction critére ! tandis que I’ orientation de la martensite formée
dépend de la fonction critere Fy.

Si 'on note T la température a laquelle le cycle pseudoélastique est réalisé, le
changement de phase obéit a

1 1/1
{EEZMAU\%M + E(EEIMA + PMA)(“”)2 - C(TPe)}

87 (2 (5.63)
+o0:6¢—(G+b)z—a(l—2z)— |:(oz —B)z+ 5] (gé‘ui%) =0.
Les variantes martensitiques formées sont orientées en deux étapes. La premiere corres-

. /2 . . .
pond a une augmentation du module getr : &y de la déformation & jusqu’a saturation
pour §€tr3€tr = &9, la deuxieme est caractérisée par la possibilité d’évolution des
composantes de e, a déformation équivalente ge[r : & constante et égale a g :

. . . 2 .
— tant que la déformation de transformation équivalente gstr 1&¢ n’a pas atteint

sa limite &g, le multiplicateur de Lagrange p dans 1’expression de la fonction
critere Fo; est nul. Le comportement dans ce cas vérifie I’égalité

—Y =0. (5.64)

0 — -0y
3

Les lois d’évolution obéissent aux conditions de consistance fori =0et ]-'Zl =0.
Elles sont solutions des équations
2
2 lu’eq .
(G+b)—a+ g(a —Blev:en + ZM_(EZMAS +en)en|Z (5.65)

A

3 X B X X
—1z0: 2| (a— ~|ew:— -3 El :
{20 Xou I:(a B)z + 2:| o Xou Meqz (Elyas + &) X } n

1
== (EIMAS + slr):jel + (gEZMA + PMA) tro trdel

2

e X |.
|:Y+<3Mq+a—,3)sH:X :|Z

Ha M (5.66)

3.
+ [az 4+ B(1 = 2) 4 3peqz]| n = S ——

et
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— si getr : & atteint g et si on continue a augmenter le chargement mécanique,

le multiplicateur x n’est plus nul. En effet, dans ce cas

/2
§€[r:€[]- = &0 = etr:é[r = O (567)

Or, &, est parallele a X d’apres (5.41), d’ou

emX:OiE=i{s:etr—8(2)[az+,3(1—2)]}. (5.68)
z €o

Il en résulte I’expression suivante de X :

2
X =s5— —2(s 184 €y (5.69)
3¢;

Par conséquent, la condition Fori = 0 s°écrit
or1

Y 7 _1 3 = —§ — (5 0)
z 4+ S &y + MegZ | N Sel - . T
g tr eq 2 el X

Les lois d’évolution sont solutions du systeéme des équations (5.65) et (5.70).
Le changement de phase inverse de la martensite en austénite se produit au cours
d’une décharge. L’évolution de la fraction volumique z vérifie la condition de consis-
tance F2 = 0 qui sécrit

2 1 .
[(G —b)+a+ 5(04 —Bleviex +2 Mq(ElMAs + €lr):€tr:| z
A

3 X X
- [—a: -2 [(a - B)z+ é} €t —— — 3lleqZ(Elyas + &4):
2 Xum

2

Xi| 5.71)
Yo Xou |

. 1 .
= (Elyas + &¢) e + (gElMA + PMA) tro trdy.

La détermination de z et de n dans (5.71) nécessite la donnée d’une équation supplé-
mentaire :
— Si Forg < Oousi Fo =0et Foy <O,

n=0: (5.72)

. . . . D /2 e
— siFoq = 0et Foy = 0 etsiladéformation équivalente Een : & reste inférieure
a &g, I’évolution de &, vérifie (5.66) ;

. 2
—si Foi = O0et Foii = Oetsi §€tri€tr tend a dépasser g, I’équation supplé-

mentaire est donnée par (5.70).

Lorsque la fraction z devient de nouveau nulle et que I’on continue a décharger, la
déformation e, associée a une phase qui n’existe plus au sein du matériau, perd son
sens physique. Ceci signifie que le matériau « oublie » toute I’histoire de chargement
des qu’il est ramené a 1’état austénitique ou il redevient purement élastique.
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5.3.2 Autoaccommodation de la martensite

En I’absence de contrainte au sein du MMF, la déformation inélastique & n’évolue
pas et la déformation macroscopique ze, reste nulle si le matériau est initialement aus-
ténitique. Cependant, le changement de phase de 1’austénite en martensite est possible.
La loi d’évolution de la fraction volumique z se déduit de la condition .7-'21 =0:

C(T)

= 5.73
G+b—a ( )

A la fin de la transformation martensitique directe, 1’austénite se transforme entiere-
ment en martensite caractérisée par &, = 0 et donc autoaccommodante.

Le changement de phase inverse est associé a la fonction critére F2. La loi d’évo-
lution de z quand la température croit vérifie F 2=0.

= (1) (5.74)
 G-b+a ’

Il est facile de démontrer que les dénominateurs dans (5.73) et (5.74) sont positifs.
En effet, compte tenu des expressions de @, b et G données par les équations (5.56),
(5.57) et (5.58),

1 1 2 _ L2

G + b—a= (E— — E_)w + (Umf - Ums)EO + O0rs€0, (575)
M A
1 1 \o2 —o2

G—-b+a= (E_ - E—)%Taf + (0as — Oar)€0 + Os€0- (5.76)
M A

OF, Oyt = Oms, Oas = Ouf, 0y > 0, E4 = Eyeteg > 0;d’ ol la positivité de G +b—a et
de G —b +a. L’évolution de la fraction z est donc logique d’un point de vue qualitatif :
z croit quand le MMF est refroidi et décroit quand il est chauffé.

Il est intéressant de regarder le role du parametre G dans le changement de phase a
contrainte et a déformation de transformation nulles. Dans ce cas :

— le critere de changement de phase direct, }—21 = 0, s’écrit
—C(T)—Gz<bz+a(l-2); (5.77)
— le critere de changement de phase inverse, _7-'22 = 0, s’écrit
C(T)+ Gz <bz+a(l —2). (5.78)
Les relations (5.77) et (5.78) sont équivalentes a
|-C(T)—Gz| < bz +a(l —2). (5.79)
(5.79) montre que G fait déplacer le centre du domaine de température, de largeur
2[bz + a(l — z)], o aucun changement de phase ne se produit au sein du MMF. 11
joue le mé&me rdle qu’un coefficient d’écrouissage cinématique linéaire d’un matériau

élastoplastique usuel, pour lequel la contrainte s’identifie a8 —C (T") et la déformation
plastique a z.
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5.3.3 Orientation de la martensite autoaccommodante

La martensite autoaccommodante est caractérisée par une déformation inélastique
locale & nulle. L’ application d’un chargement mécanique permet de faire évoluer & et
de décrire ainsi 1’ orientation de la martensite, associée a une valeur nulle de la fonction
critere F; et a une valeur constante de la fraction volumique z égale a 1’unité. Par
conséquent,

2 2
60— Zag,—H_fr |l _y_o (5.80)
3 3 2
RGNV

2 . .. . .
Tant que §€tr1€tr n’a pas atteint sa limite maximale &g, le multiplicateur w est

nul. La relation (5.80) permet de constater, dans ce cas, un comportement similaire a
I’élastoplasticité classique avec écrouissage cinématique linéaire.

o — —ae;||—Y =0. (5.81)
3 VM
La loi d’évolution de & associée est telle que
_ 3 X (5.82)
r] B 20l ’ XVM ’ '
ol
2
X=s5s—- §Ol€tr (5.83)
et
5 S (5.84)
¢ = = . .
t ) n Yon

2 . . -
Cependant, quand Eeﬁ : &y atteint g9 et que I’on continue a charger, le multiplicateur

W cesse d’étre nul. L’expression de X devient

2
X =s5— —2(s 18y) €. (5.85)
3e;

11 en résulte
3¢ . X
= s .
2s:ex  Xum

Ceci permet de modéliser la réorientation de la martensite. En effet, I’orientation des
plaquettes martensitiques au sein du matériau a mémoire de forme peut étre modifiée
méme apres une orientation complete de la martensite. Par exemple, si I’orientation
complete de la martensite est provoquée par une traction et que 1’on continue a aug-
menter le chargement mécanique en induisant en méme temps un cisaillement au sein
du MMF, les plaquettes martensitiques vont logiquement se réorienter de maniere com-
patible avec le nouveau chargement.

La décharge s’effectue de maniere élastique. En effet, lors de la décharge, la fonc-
tion critere JF; associée a 1’orientation de la martensite redevient négative et la défor-
mation inélastique & persiste apres décharge complete (figure 5.1).

(5.86)
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5.3.4 Effet mémoire simple sens

La modélisation de 1’autoaccommodation de la martensite et de 1’orientation de
la martensite autoaccommodante est abordée aux paragraphes 5.3.2 et 5.3.3. 1l suffit
donc, pour une modélisation complete de I’effet mémoire simple sens, de prendre en
compte la transformation inverse de la martensite orientée en austénite par chauffage
sous contrainte nulle.

La fonction critere F7 reste nulle au cours de la transformation de la martensite en
austénite. Il en résulte, a contrainte nulle,

C(T) = —(G —b)z +a(l —z) — |:(oz Bz + g] (sfr‘”)z, (5.87)

. (0 2 L )
ou sl(r) est la valeur, constante dans ce cas, de §€tr36‘u due a I’orientation de la

martensite. L’évolution de la fraction volumique z vérifie la condition de consistance

Fori = 0. '
F=- <@ . (5.88)
G-b+a+ (x —ﬂ)(st(ro))

Compte tenu des expressions de G, a, b, o et 8,

2
G=b+a+—p) () -89
1 1\o02—02 Ors (_(0))2
= (E—M — E—A)Tf + (Uas - O-af)go + S_LS(gt(r )> .

Le dénominateur dans (5.88) est donc positif. Par conséquent, z diminue quand la tem-
pérature augmente au-dela d’une certaine valeur—seuil jusqu’a transformation compléte
de la martensite en austénite. La déformation inélastique macroscopique zé& a la fin de
la transformation martensitique inverse est nulle, le matériau retrouve donc sa forme
austénitique non déformée.

5.3.5 Effet superthermique

La modélisation de 1’effet superthermique est nettement améliorée par rapport au
modele proposé aux chapitres 3 et 4. En effet, le présent modele permet de mieux tenir
compte de I’effet du chargement mécanique sur le niveau d’orientation de la martensite
obtenue par refroidissement de 1’austénite.

Lors du changement de phase direct, la fonction critere ! s’annule. Sous con-
trainte constante o () ; la déformation &, n’évolue pas, compte tenu de I’expression de
Fori- On obtient

1 2 1/1 2
{gElMA (aggg) + §(§E1MA + PMA) (tra(o)) - C(T)} (5.90)
2
+06©@:9 (G +b)z—a(l-2)— [(a —B)z + g] (geff” :sff”) =0

Au début de la transformation, quand z est infiniment proche de zéro par valeurs posi-
tives, le critere d’orientation de la martensite, Xyy — zY < 0, s’écrit

Xym 0. (5.91)
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On en déduit :
Xym =0, (5.92)

car le module Xy est nécessairement positif. D’otu :
— si le niveau de contrainte n’est pas suffisant pour orienter compleétement la mar-
tensite qui se forme a partir de 1’austénite,

3s
X=0 === 5.93
= &y 28 ( )
— si le niveau de contrainte est suffisant pour une orientation compléte,
2 2 1 ey
X=0 = - — = ]— 5.94
=5 3ﬁ€lr+ 3 (O+)£0 ( )

Puisque les parametres § et i sont positifs, &, présente la méme orientation que

le tenseur déviateur de contrainte s et ge[r (& = &g, d’ol

3
B = 2Eg——. (5.95)
2 " oym

En particulier, quand le chargement mécanique est constant,

350 )
© 5? S1 0\(/(134) < Oy,
&y = 3 5O o (5.96)
—80——= SlOyy = Oy
2 6l

Il est facile de démontrer que oyy = 0oy est le seuil en contrainte au-dela duquel la
martensite formée a partir de 1I’austénite est compleétement orientée. En effet, quand ce
seuil est atteint par valeurs inférieures de la contrainte de Mises, on a a la fois

Fori =0 5
Eir
Z=0+ :>S=—,380 ‘

3 B '
n=>0 Eetr:etr

o .
Or, le parametre f est égal a Ll d’apres (5.51). D’ol, oy, = oy est le seuil en con-
>

(5.97)

0
trainte au-dela duquel la martensite formée a partir de I’austénite est complétement
orientée, c’est-a-dire que cette martensite est caractérisée par une déformation inélas-

2
tique locale &, telle que getr:eu = &o.

L’évolution de la fraction volumique z vérifie .7-'21 = 0. Il en résulte
(T
so_ D , (5.98)
G+b—a+ (- ,3)(5359 :efr‘”)

2
ol et(ro) est donnée par (5.96). Le dénominateur G + b —a + (« — ﬁ)(get(ro) :el(ro))

est positif, la fraction volumique de la martensite croit donc quand la température dé-
croit. Le niveau d’orientation de la martensite a la fin de la transformation directe est
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£ £ (0) . ’ £ . 1 N .
représenté par &, qui croit de zéro sous contrainte nulle et a une valeur limite pour

2
get(ro):et(ro) = go.
La transformation inverse s’effectue de maniere que F2 reste nulle.
1 2 11 2
{—EEIMA (0—5‘;}) + E(gElMA + PMA) (tra(o)) - C(T)} (5.99)
2
—0(0):5:&0) +(G—-b)z—a(l—z2)+ |:(a - Bz + §:| (Eet(ro):st(f)) =0

L’évolution de la fraction z satisfait la condition de consistance /2 = 0. On en déduit
(1)

5 . (5.100)
G-b+a+ (« —ﬂ)(gef?):sff))

F=—

Z est de signe opposé par rapport a T'. La fraction volumique de la martensite décroit
donc quand la température augmente au-dela d’une certaine limite jusqu’a atteindre une
valeur nulle correspondant a un matériau purement austénitique. Le matériau retrouve
alors sa forme non-déformée, parce que la déformation inélastique macroscopique z&,
s’annule.

5.3.6 Réponse a un chargement thermomécanique quelconque

Dans ce paragraphe, on propose de montrer la capacité du modele unifié a simuler
la réponse d’un MMF a un chargement thermomécanique caractérisé par une évolution
simultanée de la température et de la contrainte. Un exemple d’un tel chargement est
représenté par la figure 5.3.

Contrainte

Martensite orierée

Martensite
autoaccommodante

MY M2 AL AP Temperature

FIG. 5.3 — Exemple d’un trajet de chargement ou la température et la contrainte varient
en méme temps.
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Transformation martensitique directe

Le matériau a mémoire de forme, initialement a 1’état austénitique, est refroidi tout
en appliquant un chargement mécanique.

Le changement de phase direct est caractérisé par une valeur nulle de la fonction
critere ). L orientation accompagnant le changement de phase est telle que Fo = 0.
Il en résulte

1 1/1
{EEZMAG\%M + E(gElMA + PMA)(tI‘O')Z — C(T)} + o0&y (5.101)
Bl /(2
=(G+Dbz—a(l—z2)|(a—p)z+ 5| Feren),
2 2 .
6 —Zfaz+ Bl —2)ex—H_Su | =y (5.102)
3 3z [»
SEu€u
3 VM

Quand un changement de phase direct accompagné de formation de martensite
orientée est en cours, les lois d’évolution de la fraction de martensite z et de la dé-
formation &, caractérisant 1’orientation de la martensite sont obtenues en écrivant les
conditions de consistance F, 21 = 0et Foi = 0. Sila déformation équivalente ge[r 18y

est inférieure a sa valeur limite ¢, le multiplicateur u dans (5.102) est nul. Les lois
d’évolution de z et de & sont telles que

2 It .
|:(G +b)—a+ g(a —Bey ey + 2'u—q(ElMAs + etr):etr:| z (5.103)
A

3 X B X X
—{=0: -2 — — — =3 El :
{2‘7 X |:(Ol B)z + 2i| o Xou MeqZ(Elvas + &y) XVM} n

1 .
= (ElMAS + €tr) :S"el + (EEIMA + PMA) tro trde] - C(T)

et

2
X
[Y + (3@ +a—,3)etr:X—] z
Ha v (5.104)
30X
+ [az + Bl —2) + 3peqz| n = ZSe: ——.
27" Xow

2
Cependant, le multiplicateur u n’est pas nul quand Estr ;& tend a dépasser sa valeur

maximale g¢. En effet, i est donné dans ce cas par (5.68). Par conséquent, la condition
fori = 0 s’écrit

Y: Ly 3 . 5.105

z+ gés.sn+ MeqZ n_zsel.XVM. (5.105)

Z et 1) sont alors solutions de 1’équation précédente et de (5.103).

Transformation martensitique inverse

La transformation inverse de la martensite en austénite peut étre engendrée par
un chauffage accompagné d’une réduction du niveau de contrainte au sein du MMF.
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L évolution de la fraction volumique z est régie dans ce cas par la fonction critere F72.
Lors du changement de phase, 72 = 0 nécessairement. Il en résulte

2 e :
|:(G —b)t+a+ 5(0‘ —Blev ey + 2 Mq(ElMAs + elr):etr:| z
A

3 X B X X
—|=0: -2 — — | ey —— — 3eqz(EI e
|:20 Xow I:(a B)z + 2i| €y Xou 1 qz( MaS + &) XVMi| n
(5.106)

. 1 . .
= (Elyas + &y):Sa + (gElMA + PMA) tro trog — C(T).

Quand I’évolution de &, est effective, elle vérifie la condition de consistance ]'-"Oﬁ =0

/2 12
qui correspond a (5.104) si 56" 1&g < gg eta(5.105) si 56“ ;& tend a dépasser

£0.
5.4 Simulation numérique et validation du modele

Le modele est programmé en 1D en utilisant Matlab®, selon 1’algorithme 5.1. L’ex-
posant ' désigne une valeur calculée a Iitération i + 1 en utilisant les valeurs de z et
de &, a I’itération i.

5.4.1 Identification des parameétres du modele

Le tableau 5.2 regroupe I’ensemble des valeurs des parametres du modele identifiés
a partir des essais de Shaw et Kyriakides (1995).

Les parametres du modele

E, 61500 MPa a 6,892 MPa
Ey 24000 MPa b 6,909 MPa
v - g0 4 %
Y 110 MPa G 4,655 MPa
o 2750 MPa B 5500 MPa
3 0,438 MPa/ °C K 2,492 MPa
A? 40 °C

TAB. 5.2 — Parametres déterminés a partir des essais de Shaw et
Kyriakides (1995).



5.4 Simulation numérique et validation du modéle 109

Entrées : paramétres du modele, o, T, z(©, st(ro ),

Sorties : z, &y.

début
discrétiser le trajet de chargement en n intervalles ;
initialiser un compteur : i < 0.
tant que i < n faire
Ac® « oG+ _ 5@ .
ATD  7C+D) _ 7O .
calculer ]_-zl,(t)’ ]_-zl,(l-i-l), lest, fZZ,(t)’ «7:22 (i+1), test’ fgi)’fgi-&-]), test.
si FIrD 5o et FLOFD st 21O o 1 2 5 0alors
| changement de phase direct.

si F2O 50 et F2UTDet o 2220 of - 5 0 alors
| changement de phase inverse.

si F9D 50 et FUTDt S 7O of ) — o] > 0 alors
L orientation.

suivant transformations actives faire

cas ou changement de phase direct seulement

F! = 0donne Az® ;

| A =0

cas ou changement de phase inverse seulement

F2? = 0 donne Az? ;

| Ast(ri ) =o.
cas ou orientation seulement
AzD =0;

L Fori = 0 donne Aet(ri).
cas ou changement de phase direct et orientation
{]-'21 =0et j—'ori = O} donnent Az® et Aet(ri).

cas ou changement de phase inverse et orientation
{]-"22 =0et ]'-"m = O} donnent Az® et Asl(r').

cas ou aucune transformation active
| Az =0et AP = 0.
autres cas
message d’avertissement : transformation inattendue ;
arrét du calcul.
2+ 0 4 A0,
e0TD o) 4 AL O,
L i <i+1.
post-traitement.

fin

ALGORITHME 5.1 : Algorithme utilisé en 1D. Plusieurs phénomenes associés au
comportement des MMF peuvent étre pris en compte simultanément.
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5.4.2 Validation expérimentale

Pour I’ensemble des valeurs de température auxquelles les essais de Shaw et Ky-
riakides ont été réalisés, la comparaison des résultats numériques aux résultats expéri-

mentaux est donnée par les figures 5.4.
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5.4.a — Température T = —17,6 °C.

200 . ‘ ‘
== Modele o
- @ - Expérience mESaEEERELLT ]
150 = e |
a P - V
=3 Y- &
-
é 100 i >
5 ;
5 4
Q
o =]
sop- B 1
=] o
i &
nl
()g ; . ..."“u'
0 1 3 ? )
Déformatione (%)
5.4.c — Température T = 0 °C.
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Les figures 5.4.a a 5.4.f correspondent a 1’orientation de la martensite tandis que
les figures 5.4.g a 5.4.m correspondent a I’effet pseudoélastique. Les essais réalisés
a —10 °C et a 70 °C ont servi a I’identification des parametres contenus dans le ta-
bleau 5.2. La validation expérimentale est satisfaisante, sauf pour les températures entre
10 °C et 30 °C, ol un décalage est constaté. Ce décalage est dii a la formation de la

Déformations (%)

5.4.e — Température T = 20 °C.
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5.4.b — Température T = —10 °C.
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5.4.d — Température T = 10 °C.
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5.4.f — Température T = 30 °C.

phase R qui n’est pas prise en compte par le modele.
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5.4.g — Température T = 40 °C.
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5.4.i — Température T = 60 °C.
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5.4.k — Température T = 80 °C.
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5.4.h — Température T = 50 °C.
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5.4.j — Température T = 70 °C.
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5.4.1 — Température T = 90 °C.
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5.4.m — Température T = 100 °C.

F1G. 5.4 — Comparaison des résultats expérimentaux et numériques. Essais de traction—
décharge pour des températures allant de —17,6 °C a 100 °C.

On a utilisé le méme modele pour reproduire des résultats d’essais de traction—
décharge réalisés sur des fils en Nickel-Titane au sein du groupe Matériaux et Struc-
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tures de I’Unité de Mécanique de ’ENSTA. Les fils ont un diametre de 2 mm, ils ont
été préalablement écrouis jusqu’a 20 % puis recuits a 400 °C pendant une heure avant
d’étre refroidis a Iair libre. Le tableau 5.3 contient les valeurs des parametres du NiTi.

Les parametres du modele

E, 39100 MPa
Ey 18000 MPa
; _
Y 265 MPa
a 539 MPa
£ 0,477 MPa/ °C
AL 40 °C

a 28,94 MPa
b 27,46 MPa
€0 10,2 %
G 37,3 MPa
B 3137 MPa
K 13,9 MPa

TAB. 5.3 — Parametres du Nickel-Titane utilisé pour réaliser les es-
sais de traction a ’ENSTA.

Les figures 5.5 montrent une comparaison des résultats numériques et expérimen-
taux. L’accord n’est pas aussi satisfaisant que dans le cas des essais de Shaw et Kyria-
kides (1995), ceci est dii au fait que le Nickel-Titane testé a ’ENSTA est caractérisé par
des contraintes seuils de changement de phase qui n’évoluent pas linéairement avec la
température (figure 5.6), une des hypotheses utilisées pour développer le modele n’est

donc pas vérifiée.
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5.5.a — Température T = 20 °C. 5.5.b — Température 7 = 40 °C.
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5.5.c — Température T =

50 °C.
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5.5.d — Température T = 60 °C.

F1G. 5.5 — Comparaison des résultats expérimentaux et numériques. Essais de traction—
décharge réalisés a ’ENSTA sur des fils en NiTi de diameétre 2 mm.
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FI1G. 5.6 — Réponse pseudoélastique des fils en Nickel-Titane testés a ’ENSTA. On
remarque notamment 1’évolution non linéaire de la contrainte seuil de changement de

phase direct avec la température.

5.4.3 Simulation de I’autoaccommodation

Le MMF est initialement austénitique, ce qui correspond a une valeur nulle de la

fraction volumique z.

Les figures 5.7.b et 5.7.d représentent la réponse du matériau a un refroidissement
de 50 °C, une température supérieure a AP, 20°C. L essai est réalisé sans contrainte ex-
terne (figure 5.7.a). La transformation de 1’austénite en martensite autoaccommodante
n’entralne aucune déformation inélastique du matériau.
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5.7.a— Chargement thermomécanique. Le NiTi est
refroidi sous contrainte nulle.
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5.7.b — Evolution temporelle des fractions volu-
miques. L’austénite se transforme complétement
en martensite.
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5.7.c — Evolution des fractions volumiques 5.7.d — Evolution de la déformation
avec la température du NiTi. A basse tem- inélastique ze&y avec la température. L’ au-
pérature, le matériau devient completement toaccommodation de la martensite entraine
martensitique. une déformation inélastique macroscopique
nulle.

FIG. 5.7 — Modélisation de I’autoaccommodation. Le refroidissement du matériau
a mémoire de forme a partir de 1’état austénitique conduit a la transformation de
I’austénite en martensite autoaccommodante.

5.4.4 Simulation de I’effet mémoire simple sens

Le MMF est initialement a I’ état austénitique caractérisé par une valeur nulle de la
fraction volumique z. La température du matériau est de 50 °C.

Le matériau est soumis au trajet de chargement représenté par la figure 5.8.a :

— del’instant £ = 0 a ’instant # = 1, on refroidit le matériau sous contrainte nulle.
La martensite autoaccommodante est obtenue suite a cette opération ;

—entre t = 1 ettt = 2, le matériau subit une traction isotherme qui oriente la
martensite. La déformation inélastique locale de la martensite, &, évolue dans
ce cas sous |’effet de la contrainte qui augmente de zéro a 230 MPa;

—det = 2 jusqu’at = 3, on effectue une décharge qui ramene la contrainte a
z€ro. Cette décharge ne permet pas de recouvrer &y, ;

— enfin, le matériau est réchauffé entre t = 3 et = 4 pour induire un changement
de phase inverse lui permettant de retrouver sa forme initiale non déformée.
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5.8.a — Chargement thermomécanique per- 5.8.b — Evolution temporelle des fractions
mettant d’obtenir I’effet mémoire simple volumiques. A la fin du trajet de charge-
sens. ment, le matériau retrouve son état austéni-

tique initial.
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5.8.c — Evolution des fractions volumiques 5.8.d — Courbe température—déformation—
avec la contrainte et la température. L’état contrainte. Aprés avoir été¢ déformé a basse
initial correspond a une fraction volumique température, le matériau retrouve sa forme
z nulle. non déformée par chauffage.

F1G. 5.8 — Modélisation de I’effet mémoire simple sens. Le matériau « se souvient »
de sa forme non déformée a haute température.

5.4.5 Simulation de I’effet superthermique

La modélisation de I’effet superthermique est nettement améliorée par rapport au
modele précédent. En effet, le présent modele prend en compte la dépendance de la
déformation de transformation maximale obtenue au cours d’une transformation su-
perthermique vis-a-vis du niveau de chargement mécanique auquel est soumis le maté-
riau. Cette dépendance est bien mise en évidence expérimentalement (voir par exemple
Lexcellent et coll. (2000)).

La figure 5.9 représente 1’évolution de la déformation de transformation ze avec
la température pour des niveaux de contrainte allant de zéro a 240 MPa par incréments
de 30 MPa.
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F1G. 5.9 — Effet du chargement mécanique sur la déformation de transformation au
cours d’une transformation superthermique. La déformation augmente avec I’augmen-
tation de la contrainte a cause d’une orientation plus importante des plaquettes marten-
sitiques au sein du MMF.

En I’absence d’un chargement mécanique, la déformation de transformation reste nulle
au cours du cycle de chargement thermique (en rouge) ; ceci permet de décrire 1’au-
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toaccommodation de la martensite. La déformation de transformation augmente avec
I’augmentation de la contrainte jusqu’a atteindre sa valeur maximale € si la contrainte
appliquée est au moins égale au seuil de fin d’orientation de la martensite autoaccom-
modante, o,+. Sur la figure 5.9, la boucle en trait noir correspond & un essai superther-
mique a 240 MPa, la déformation de transformation maximale atteinte au cours du
cycle est égale a la valeur limite & valant 4 %.

5.4.6 Simulation de la pseudoélasticité anisotherme

On considere le cas d’un MMF soumis a un essai de traction—décharge s’accompa-
gnant d’une évolution de la température du matériau.

A Dinstant initial, la température du matériau est de 65 °C et il n’est soumis a
aucun chargement mécanique. Ce matériau est ensuite refroidi tout en augmentant la
contrainte jusqu’a atteindre 30 °C et 450 MPa; ceci entraine un changement de phase
direct accompagné d’une orientation de la martensite formée. Le changement de phase
inverse est ensuite provoqué par une décharge accompagnée d’un chauffage du MMF
ramenant la température a sa valeur initiale de 65 °C et la contrainte a zéro (figure
5.10.a).
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5.10.a — Chargement thermomécanique. Le NiTi
est refroidi sous une contrainte croissante.
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5.10.c — Courbe déformation—contrainte.
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5.10.b — Courbe température—déformation—con-
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5.10.d — Courbe température—déformation de
transformation.

F1G. 5.10 — Modélisation de la pseudoélasticité anisotherme. Le comportement du
matériau est simultanément pseudoélastique et superthermique comme le montrent les

figures 5.10.c et 5.10.d.
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5.4.7 Comportement d’un stent pseudoélastique

Le modele présente un couplage fort entre des phénomenes irréversibles dépen-
dant a la fois du chargement mécanique et de la température. Ceci induit, sur le plan
numérique, une forte non-linéarité qui complique la programmation.

L’implantation du modele de comportement sous CASTEM étant un processus long
a cause de la complexité des phénomenes a décrire, on utilise le logiciel Femlab™.
Femlab™ offre la possibilité de programmer directement les équations du modele qui
peuvent ensuite étre résolues en utilisant des solveurs génériques intégrés au logiciel.

En faisant I’hypothese des petites perturbations, le probleme aux limites s’écrit de
la maniére suivante :

— équations d’équilibre :

dive =0 dans €2, (5.107)
on=T sur 0;S2 ; (5.108)

— conditions cinématiques :

u=u' sur 0,2 ; (5.109)
— équation de compatibilité :
1 T
€= E(Vu + V'u) dans Q; (5.110)

— lois complémentaires :

— changement de phase pour z = 0 (paragraphe B.2 de I’annexe B) :
. si Fl = 0et F! =0, 2 vérifie F} =0,
« dans tous les autres cas, Z = 0;

— changement de phase pour 0 <z < 1:
o si Fl = 0et F! =0, 2 vérifie F! =0,
e si F2 = 0et F2 =0, z vérifie F2 = 0,
« dans tous les autres cas, z = 0;

— changement de phase pour z = 1 (paragraphe B.2 de I’annexe B) :
o si F2 = 0et F2 =0, 2 vérifie F2 = 0,
« dans tous les autres cas, Z = 0;

— orientation :
. 8\7:0ri
é‘tr=’7aX sy Fori<0, =0, nFoi=0 (5.111)
et
2
gelrzelr < &o. (5.112)

Q désigne le stent, d¢<2 est la frontiere a laquelle une force T est imposée, n représente
un vecteur unitaire sortant normal a 9¢$2, d, €2 est la frontiere a laquelle un déplacement
ud est imposé. La frontiere 2 du stent est I'union de ;2 et de 9,Q.

Les valeurs des différents parametres utilisés pour effectuer le calcul sont indiquées
dans le tableau 5.4.
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Les parametres du modele

E, 15000 MPa a 11,4 MPa
Ey 15000 MPa b 9,0 MPa
v 0,3 £o 6 %
Y 90 MPa G 13,2 MPa
o 666,67 MPa B 2 166,67 MPa
& 0,18 MPa/ °C K 7,5 MPa
A? 40 °C

TAB. 5.4 — Valeurs des parametres utilisées pour le calcul 3D.

La structure étudiée représente une partie d’un stent (figures 5.11.a et 5.11.b) sou-
mise a une pression sur sa paroi interne qui croit de zéro a 6,5 MPa avant de revenir a
z€ro. Cette pression interne correspond, dans la réalité, a ’effet d’un ballon d’angio-
plastie utilisé pour déployer le stent au niveau d’une artere.

5.11.a — Stent entier. 5.11.b — Partie du stent considérée pour la modé-
lisation.

FI1G. 5.11 — Modélisation d’un stent en MMF. Seule la partie représentée par la figure
5.11.b est considérée.

Les autres conditions aux limites sont les suivantes :

— sur les faces S1 et S2, les déplacements selon 1’axe du stent sont empéchés ;

— sur les faces S3 et S4, le déplacement est empéché selon la normale & chacune

de ses surfaces a cause de la symétrie radiale ;

— sur les autres faces, aucun chargement n’est appliqué. Les conditions aux limites

sont du type Newton homogene.
La température de la structure est maintenue constante et égale a 60 °C. Cette tempéra-
ture étant supérieure a A?, le matériau présente un effet pseudoélastique a partir d’un
certain niveau de chargement mécanique.

La figure 5.12.a représente la répartition de la fraction volumique de la martensite
qui commence a se former au niveau des coins ou la contrainte est maximale et se
propage ensuite dans la structure. La distribution correspondante de la contrainte est
illustrée par la figure 5.12.b.



5.5 Conclusion 119

Lo 1100
0.9 1000
0,8 900
0,7 800
0,6 700
0,5 600
04 500
03 pod
02 200
01 100
0

5.12.a — Fraction volumique de la martensite. 5.12.b — Contrainte équivalente de Mises, en

MPa.

F1G. 5.12 — Distribution de la martensite au sein de 1’élément de stent. La figure 5.12.b
représente la distribution correspondante de la contrainte équivalente de Mises.

Pour mettre en évidence le comportement pseudoélastique du matériau, on trace la
réponse en contrainte—déformation au point test indiqué sur la figure 5.13.a, la réponse
correspondante est représentée par la figure 5.13.b. On remarque que la décharge com-
mence en ce point avant que la déformation inélastique n’atteigne sa valeur maximale.
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5.13.a — Point test. 5.13.b — Comportement local correspondant.

F1G. 5.13 — Comportement local en un point test de la structure. Le matériau présente
un effet pseudoélastique.

5.5 Conclusion

Le modele présenté au cours de ce chapitre constitue une description tridimen-
sionnelle globale des principaux phénomenes associés aux matériaux a mémoire de
forme. Cette description est rendue possible par I’introduction d’une variable déforma-
tion inélastique locale, &, associée a 1’orientation de la martensite. En effet, quoiqu’il
soit théoriquement possible de prendre en compte I’effet individuel de chacune des
variantes martensitiques sur le comportement macroscopique du MMF (Berveiller et
Patoor, 1993 ; Gao et coll., 2000 ; Huang et coll., 2000, etc.), une telle démarche com-
plique considérablement la description du comportement du matériau. L’introduction
de & permet de considérer uniquement deux phases pour la modélisation : 1’austénite
élastique et la martensite considérée comme un milieu inélastique homogene.
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Le présent modele est complet, parce qu’il décrit tous les principaux phénomenes
caractéristiques du comportement des MMF. Un méme ensemble d’équations suffit
pour cette description, d’ou le caractere unifié de la modélisation. Les parametres sont
faciles a identifier et, a la différence du modele précédent (chapitre 4), les chargements
non-proportionnels sont pris en compte.

Le chapitre suivant sera consacré a I’extension du modele afin de rendre possible la
description du comportement des MMF soumis a un trajet de chargement cyclique. Le
probléeme de la fatigue des MMF sera abordé au cours du méme chapitre.
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CHAPITRE 6

Extension au comportement cyclique
et a la fatigue

6.1 Introduction

Les matériaux a mémoire de forme sont utilisés dans la fabrication d’actionneurs,
de stents et de « muscles artificiels » pour microrobots, dont le dimensionnement né-
cessite une prédiction fiable de la réponse du matériau constitutif aux chargements
cyclique ainsi que de son comportement vis-a-vis de la fatigue.

La fatigue des MMF est un sujet de recherche fréquemment abordé (Melton et Mer-
cier, 1979a,b,c ; Wagner et coll., 2004 ; Vaidynanathan et coll., 2000 ; Porter et coll.,
2001) mais qui reste tres ouvert (Eggeler et coll., 2004). Notamment, les mécanismes
responsables de la fatigue a I’échelle microscopique font toujours 1’objet d’investiga-
tions (Siredey et coll., 2005 ; Predki et coll., 2006).

Comme dans le cas des matériaux élastoplastiques classiques, tels que les aciers, le
nombre de cycles a la fatigue d’un MMF varie notamment en fonction de la composi-
tion du matériau et de la nature du chargement imposé, ce nombre peut étre de 1’ordre
de 10* pour une soupape thermique actionnée par effet mémoire simple sens (Eggeler
et coll., 2004) mais doit dépasser 4 x 108 pour les stents (Morgan, 2004).

Dans la littérature, les modeles de prédiction de la durée de vie des MMF sont
peu nombreux et font généralement usage de criteres de type Manson—Coffin (Sire-
dey et coll., 2005 ; Wagner et coll., 2004). En revanche, la modélisation de la réponse
d’un MMF a des chargements cycliques, surtout dans le domaine pseudoélastique, fait
I’objet de nombreux travaux (Liu et coll., 1999 ; Abeyaratne et Joo Kim, 1997 ; Lim
et McDowell, 2002 ; Xie et coll., 1998 ; Tanaka et coll., 1995 ; Lexcellent et Bourbon,
1996 ; Bo et Lagoudas, 1999b, etc.).

Dans le cadre de ce chapitre, on s’intéresse a la modélisation du comportement des
MMF soumis a des cycles de chargement thermomécanique quelconque en 3D et a la
prise en compte, au sein du modele, de I’effet mémoire double sens qui en résulte et
qui sera expliqué au paragraphe suivant. On propose aussi un critere de durée de vie
pouvant étre utilisé pour le dimensionnement de structures en MMF quand le matériau
présente un faible nombre de cycles a la fatigue (fatigue oligocyclique). Le chapitre est
organisé de la maniére suivante :

— le paragraphe 6.2 est consacré a la description de la réponse d’un matériau a

mémoire de forme de type Nickel-Titane a un essai de traction répétée dans le
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domaine pseudoélastique. La notion d’« effet mémoire double sens » est intro-
duite a la fin de ce paragraphe ;

ensuite, en s’appuyant sur les conclusions tirées des observations expérimen-
tales, on propose un modele de comportement du matériau soumis a un trajet de
chargement cyclique. On montre la capacité du modele a prendre en compte des
chargements thermomécaniques variés ainsi que 1’effet mémoire double sens ;
puis, on décrit une démarche permettant d’identifier les parametres du modele
a partir d’essais simples, avant d’effectuer des simulations numériques du com-
portement cyclique 1D d’un MMF en utilisant Matlab® ;

enfin, en remarquant une analogie entre le comportement pseudoélastique cy-
clique des MMF et I’accommodation plastique des aciers, on propose un critere
de durée de vie applicable pour le dimensionnement de structures en MMF. Le
critere est validé dans le cas d’une éprouvette en Nickel-Titane soumise a une
traction répétée.

6.2 Observations expérimentales

La figure 6.1 représente la réponse d’un fil en Nickel-Titane a un essai de traction

répétée dans le domaine pseudoélastique. L’essai est réalisé a I’Unité de Mécanique de
I’ENSTA.
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F1G. 6.1 — Essai de traction répétée sur un fil en NiTi. Le Nickel-Titane présente un
comportement pseudoélastique caractérisé par une boucle d’hystérésis qui se stabilise
apres un certain nombre de cycles.

A partir de cette figure, on peut faire les remarques suivantes :

— le recouvrement des déformations inélastiques n’est pas total a la fin de chaque

cycle. En effet, il subsiste, apres la décharge, une déformation résiduelle qui aug-
mente au fur et a mesure du chargement cyclique jusqu’a saturation. Cette défor-
mation évolue exponentiellement avec le nombre de cycles comme le montre la
figure 6.2.
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FIG. 6.2 — Evolution de la déformation résiduelle avec le nombre de cycles dans
le cas d’un fil en Nickel-Titane soumis a une traction répétée.

— la contrainte de début de changement de phase direct décroit avec I’augmentation
du nombre de cycles (figure 6.3).
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FIG. 6.3 — Evolution de la contrainte—seuil de début de changement de phase
direct du Nickel-Titane avec le nombre de cycles de traction—décharge.

— la boucle pseudoélastique évolue progressivement avec le nombre de cycles, jus-
qu’a stabilisation. Sur la figure 6.1, 1a boucle stabilisée est en trait noir continu.

Dans la littérature, 1’origine des déformations résiduelles est généralement expliquée
par la subsistance au sein du MMF d’une martensite orientée (Lexcellent et Bourbon,
1996 ; Auricchio et coll., 2003). Le changement de phase répété de I’ austénite en mar-
tensite orientée et inversement entraine la création d’un champ de défaut au sein du
matériau (Abeyaratne et Joo Kim, 1997). Les défauts sont responsables de I’apparition
de contraintes localisées, dispersées a ’intérieur du MMF, entrainant la formation et le
maintien d’une martensite orientée résiduelle qui n’est plus affectée lors des change-
ments de phase ultérieurs (Tanaka et coll., 1995).
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Le champ de contrainte interne engendré par le chargement cyclique et qui persiste
apres décharge complete permet au MMF de manifester un effet particulier dit « effet
mémoire double sens ». En effet, ce champ de contrainte permet d’orienter les pla-
quettes martensitiques lors d’un refroidissement a partir de 1’austénite sans nécessiter
un chargement mécanique externe. Par conséquent, le matériau peut avoir une forme
austénitique a haute température et une autre forme martensitique, déformée sous I’ef-
fet des contraintes internes, a basse température. Le matériau « se souvient » donc de
deux configurations déformées au lieu d’une seule dans le cas de I’effet mémoire simple
sens. Le processus permettant au matériau 2 mémoire de forme de présenter un effet
mémoire double sens est appelé « éducation ». Lors de I’éducation, les propriétés du
matériau évoluent jusqu’a saturation une fois le processus terminé ; 1’éducation peut
étre réalisée par un chargement thermomécanique cyclique comme celui de la figure
6.1.

6.3 Modélisation du comportement cyclique des MMF

En s’appuyant sur les constatations expérimentales du paragraphe 6.2, on propose
de généraliser le modele unifié du chapitre précédent pour tenir compte du compor-
tement sous chargement cyclique et de I’effet mémoire double sens résultant du pro-
cessus d’éducation. D’apres les remarques du paragraphe précédent, la réponse a un
chargement cyclique d’un matériau a mémoire de forme est caractérisée a 1’échelle
macroscopique par 1’apparition de déformations résiduelles inélastiques, induisant un
champ de contraintes internes. On propose donc de décrire le comportement cyclique
des MMF en introduisant deux variables d’état &, et B représentant respectivement la
déformation résiduelle et la contrainte interne. On introduit aussi une troisi¢me variable
z. représentant la fraction cumulée de la martensite définie par

t
Ze:/ Izl d, 6.1)
0

ol ¢ est un temps cinématique. L’effet que le chargement cyclique peut avoir sur cer-
taines propriétés du matériau peut étre simulé en faisant dépendre ces propriétés de
Ze.

6.3.1 Variables d’état et énergie libre

Dans un souci d’unification, on garde les variables d’état du modele 3D non cy-
clique du chapitre 5 auxquelles on ajoute le tenseur de déformation résiduelle &, et le
tenseur de contrainte interne B . L’ensemble des variables retenues comprend :
la déformation macroscopique ¢ et la température 7 ;

— la fraction volumique z de la martensite et la fraction cumulée z. ;

les déformations locales des deux phases : €, pour 1’austénite et &y pour la
martensite ;

la déformation de transformation locale au sein de la martensite, & ;

la contrainte interne B et la déformation résiduelle &,.

On suppose que la densité de chaleur latente associée au changement de phase est
une fonction de la fraction cumulée z.. Les densités respectives des énergies libres de
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I’ austénite et de la martensite peuvent alors s’écrire

¢ 1
Wi « Wi(ea, &) = E(eA—sr):KA:(sA—er), (6.2)

et

WM = WM(SM’ 6[]'7 €r, T7 B ) ZC)

1 2 (6.3)
E(EM —ec—&): Ky:(ey—ex—&) +C(T,z) — EB €.

Le terme B : e dans I’expression de Wy permet la modélisation de 1I’effet mémoire
double sens. Il représente une modification de I’énergie interne de la martensite, due a
I’apparition du champ de contraintes internes, permettant une formation plus facile de
la martensite orientée a partir de I’austénite. L’intérét de ce terme pour la modélisation
sera évident aux paragraphes suivants, notamment quand les expressions des fonctions
critéres seront établies.

La densité d’énergie due a I’interaction entre 1’austénite et la martensite garde tou-
jours son expression

z2 z 2
IT=1(z,z,84) = G7 + 3 [z + B(1 — 2)] (Eeu.etr). (6.4)

Les parametres G, « et B sont maintenant des fonctions de la fraction volumique cu-
mulée z.. R .
G=0G(z), a=a(z) e B=p(z). (6.5)
Les significations des différents parametres n’ont pas changé par rapport au modele 3D
non cyclique du chapitre précédent.
Enfin, la densité d’énergie du matériau a mémoire de forme est donnée par

déf
W = W(sv T7€A’ eMa Za elr’ €r7 szC)

=(1-2) B(sA —&):K,:(ex —er)}

1 (6.6)
+z |:§(€M —&r—¢&): Ky:(ey — e —&) + C(T, Ze):|

2
V4
G—
+G5+

z

7 [z + B(1 —2)] (%en:etr) - %ZB (€4

3

6.3.2 Liaisons internes et lagrangien

Les variables d’état obéissent aux liaisons internes suivantes :
— la fraction volumique de la martensite est nécessairement comprise entre zéro et
un.

z

(1-z

VoAV

0, 6.7)
0; (6.8)

. . . 2
— la déformation de transformation équivalente §€tr36‘u ne peut pas dépasser

une valeur limite y qui dépend de la fraction cumulée z.

2 & o
y—y5erien =0y (). 6.9)
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Les liaisons données par (6.7) a (6.9) sont supposées étre parfaites. Elles dérivent
d’un potentiel

2
Wiy =—A:[(1 —z)e, + zey —a]—u(y — §€trl€tr) —viz —v(l —z). (6.10)

Les multiplicateurs de Lagrange v, v, et i sont tels que

2
v =0,v1z=0, v =0,v1,(1—2)=0 et ,uZO,;L(y— getr:eu)=0.

6.11)

La somme de 1’énergie W et du potentiel VW, dont dérivent les différentes liaisons
entre les variables d’état fournit I’expression du lagrangien L.

‘C = W+Wl CifL(ssTseA’sM»Z»elrasraBsZE)
1
=(1-2) |:E(€A —&): Ky (ea _sr)i|

1 2
+z I:E(EM —er—&): Ky:(en—ex—&) +C(T,2) — §B :elr:|

Z2 z 2
+ G5+ 5 lez+ (1 -2)] (gelr:sn)

2
—A:[(1—2)e; +ze, — €] — /L(}/ — §€tr36‘u> —viz—v(l —2),
(6.12)
ol les conditions (6.11) doivent étre vérifiées.

6.3.3 Lois d’état

Le changement de phase, I’orientation de la martensite, 1’éducation, 1I’évolution
des déformations résiduelles au sein du MMF et 1’évolution du champ de contraintes
internes sont supposés étre les seuls processus dissipatifs. Par conséquent, si I’on note
Az, Ay, A, A, et Ag les forces thermodynamiques associées aux variables internes
z, &y, Ze, & €t B respectivement, seules ces forces peuvent étre non nulles au cours
d’une transformation donnée. Les lois d’état s’écrivent alors

L _ g S A—o =0, (6.13)
de
oL

— =0 = (1—2)[K,:(en—€&)—A]=0, (6.14)
o€,
oL
— =0 = z[Ky:(ey—€y—6&)—A]=0, (6.15)

B ey
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oL 1
_B_ZZAZ = AZZE[(SA_EI’):KA:(EA_EI)
_(eM_etr_er):KM:(eM_etr_er)] (6.16)
2
(T 7))~ Gz - [(a B+ g] (genzen)
2
—A:(er—ey) + §B <€,
oL 2
_36‘ =.A{r = A{rZZ KM:(EM_etr_er)_g[az"'ﬁ(l_z)]etr
tr
(6.17)
2 2/1, Eyr
Y ; Rl —
T3P T3
getrzetr
—g—f:0 = (1—2z)e,+zey—e=0, (6.18)
oL
~ e = = A =U-2)K,:(er—&)+zKy:(ey — &xc — &), (6.19)
oL 2
g = Ag = Ag= 378w (6.20)
oL 0C(T,z.) 0G z*
= = =—g— 1 21
0z¢ A = A : 0z 0z, 2 ©.21)
z [ da ap 2 ay
-3 |:a—zez + a—ze(l — z)i| (getr.e") — ;La—ze.

Les équations (6.13), (6.14), (6.15) et (6.18) permettent d’établir la loi de compor-
tement du matériau.

o =K:(¢ —zeyx— &) (6.22)

K est le tenseur élastique équivalent du MMEF, il est donné par

K = [(1 — K +ZKBI]]_1. (6.23)

6.3.4 Fonctions criteres et lois complémentaires

La déformation résiduelle et la contrainte interne dépendent du nombre de cycles
de chargement thermomécanique auxquels est soumis le matériau. Dans le cadre du
présent modele, on propose de tenir compte de 1’effet des cycles de chargement a 1’aide
de la fraction volumique cumulée z. de la martensite.

Comme le montre la figure 6.2 au paragraphe 6.2, la norme de la déformation
résiduelle augmente exponentiellement avec le nombre de cycles jusqu’a une valeur
asymptotique 5. Pour en tenir compte, tout en assurant la positivité du produit A, : &;,
on propose la loi d’évolution suivante de &, :

. e (3 s Ze\ .
¢ = T(EUVM) exp (—?)ze. (6.24)

La déformation résiduelle est supposée ne pas étre associée a un changement de vo-
lume, elle est donc déviatorique. La constante de temps t dépend du nombre de cycles
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nécessaires a 1’éducation du MMF et & représente la déformation résiduelle en trac-
tion a la saturation, c’est-a-dire lorsque le cycle pseudoélastique se stabilise.

La dissipation accompagnant I’évolution de &, est nécessairement positive. En effet,
on peut démontrer que A, est identiquement égale a la contrainte (annexe B) ; il s’ensuit
la positivité du produit A, : é,.

De la méme maniere, 1’évolution de la contrainte interne B est régie par la loi

. Bsat 2 &y Ze\ .
B = 35 exp (—?)ze, (6.25)
€ €

3

oll B% est un scalaire positif. (6.25) traduit la croissance de la norme de B avec le
nombre de cycles jusqu’a saturation. Par ailleurs, étant donné I’expression de la force
thermodynamique Ag associée a la variable B, la dissipation Ag : B est toujours
positive.

L’évolution des variables &, B et z. étant liée a celle de la fraction volumique z de
la martensite, on n’a pas besoin de définir des fonctions criteres spécifiques a chacune
de ces variables. Par ailleurs, on associe au changement de phase direct, au changement
de phase inverse et a la déformation de transformation locale &, trois fonctions criteres :
FL, F? et Foy respectivement. Les expressions de ces fonctions sont inspirées de leurs
homologues du modele 3D non cyclique. Elles sont telles que

A, €9;D, (6.26)
A € 0g, D, (6.27)

ou D est une fonction convexe, positive, continue et nulle a 1’origine. D est donnée par

déf

D = D(Z.éy)
5 (6.28)
= P(z,2ze,2) 2+ R(2) gétr:élp
P(z, ze, z) est défini par
P(z,z) =[a(l — z) + bz] signz, (6.29)
a et b étant des paramétres dépendant de z..
a=ad(z) et b= l;(ze). (6.30)
D’autre part,
R(z) = %Y. (6.31)

Y est un parameétre matériel constant. Les paramétres a, b et Y sont toujours positifs
comme on le montrera lorsque le probleme d’identification des parametres du modele
sera abordé aux paragraphes suivants; ceci assure la positivité de D. D a toutes les
propriétés d’un pseudo-potentiel de dissipation positif, convexe, semi-continu inférieu-
rement et nul a ’origine ; les lois d’évolution de z et de &, obéissant (6.26) et (6.27)
satisfont nécessairement le deuxieme principe de la thermodynamique.
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Comme au chapitre précédent, on construit les expressions des fonctions criteres
.7:21 , .7:22 et Fori-

.7‘—21 = {%EIMAO—\%M + %(%EIMA + PMA)(trU)Z - C(T, Ze)} (6.32)
2 B /(2
+ a+§B ey — (G +b)z—a(l—z)— (oe—,3)2+5 gé‘trié‘n ,
1 1/1
Fr=— {§E1MA03M - E(gElMA + PMA)(tra)2 —C(T, ze)} (6.33)
2 B /(2
— a—l—gB ey +(G=b)z—a(l —z)+ (a—ﬂ)z—i—z getr:etr ,
2 2 2 r
Foi = (0+—B)——[az+ﬂ(l ) e, — K S || _.y. (6.34)
3 3 3z o
€ Eu
3 M

La signification des différents parametres est la méme qu’au chapitre précédent.
Les expressions précédentes des fonctions criteres ressemblent considérablement
a celles obtenues dans le cadre du modele 3D non cyclique. La différence majeure

est 'apparition, dans chacune des trois expressions, du terme —B qui s’ajoute a la

contrainte. Ainsi, la contrainte interne B joue un rdle semblable a celui de o en cas de
changement de phase et d’orientation des plaquettes martensitiques. On montre dans
la suite que, grace a I’introduction du tenseur B, le présent modele peut simuler 1’effet
mémoire double sens caractéristique des matériaux a mémoire de forme.

Les lois complémentaires associées au changement de phase vérifient les propriétés
suivantes :

- si F! < 0et F? < 0, le changement de phase ne peut pas se produire. Il en

résulte

:=0; (6.35)

— si le seuil de changement de phase direct est atteint, 7. est nulle. Dans ce cas
la valeur de Z est nulle si .7-'21 < 0; dans le cas contraire, elle est donnée par la
condition de consistance }—21 =0;

— si le seuil de changement de phase inverse est atteint, .7-'22 est nulle. Dans ce cas
la valeur de z est nulle si }'22 < 0; dans le cas contraire, elle est donnée par la
condition de consistance 2 = 0.

L’évolution de la déformation &, caractéristique de 1’orientation de la martensite, obéit
a la regle de normalité. Si I’on note

s 2 2 2
XY (s+2B)—Zloz+pU—2)eg— =0 (6.36)
3 3 3z /2
—E&y &y
3 t t
la fonction critere Fo associée a I’orientation des plaquettes martensitiques peut s’éc-
rire

Fori = Xym —2Y. (6.37)

Le tenseur de déformation inélastique locale de la martensite, &, évolue de maniere
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que
= ox
30X

2" Xy

Dans I’équation précédente, 1 est un scalaire nécessairement positif qui vérifie les
conditions de Kuhn-Tucker :

(6.38)

nz= 0, Fori <0 et nfori = 0. (6.39)

L’éducation d’un matériau a mémoire de forme conduit généralement a la stabilisa-
tion des propriétés thermomécaniques de ce matériau (Lexcellent et Bourbon, 1996). A
I’échelle macroscopique, tout se passe comme si I’éducation provoquait une transition
d’un matériau vers un autre compleétement différent.

On propose de faire dépendre les parametres matériels susceptibles d’évoluer au
cours de 1’éducation du nombre de cycles via la variable z.. On associe alors a ces
parametres, comme dans le cas des variables B et &, des expressions qui leur per-
mettent d’avoir deux valeurs distinctes : une lorsque le matériau est vierge et une autre
quand 1’éducation est complétée. La transition de la valeur a 1’état vierge vers celle a
I’état completement éduqué s’effectue exponentiellement en fonction de la fraction vo-
lumique cumulée z. de la martensite. En pratique, on se donne les relations suivantes :

a=a9 4 (asat . a<°>) (1 —exp (—Z?)) : (6.40)
b=bO 4 (bs“t—b(o))(l —exp (—Z?)) (6.41)
G=G6O 4 (GSat _ G(°)> (1 — exp (—Z?)) : (6.42)
C(T,z) = COT) + (C”‘(T) - c<°)(T)) (1 —exp (—Z?)) : (6.43)
=y @+ (r =y @) (1-exp (-3)). (6.44)

Les exposants (9 et % correspondent respectivement au matériau vierge et au matériau
éduqué. Les densités des chaleurs latentes C (O (T') et C*(T") sont définies par

COT) = £© (T - (A?)(O)) + 5O, (6.45)

Co(T) = gm(T - (A?)Sm) + e, (6.46)

Les autres parametres du modele dépendant de la fraction z, sont o et 8. Lorsque le
matériau est vierge, la contrainte nécessaire pour déclencher I’ orientation de la marten-
site autoaccommodante est notée o,5. L’orientation est compléte quand cette contrainte
atteint une valeur oy+. Au cours de I’éducation du matériau, le champ de contraintes
internes B facilite 1’orientation de la martensite comme le montre 1’expression de la
fonction critere Fo,i. Si I’on suppose que les contraintes effectives de début et de fin
d’orientation sont toujours égales a oy et oy, alors :
— au début de I’orientation, la fonction critere Fo,; s’annule pour une déformation
de transformation nulle et pour un niveau de contrainte effective ||o + Bl
égal a 0,5. Le multiplicateur p est également nul. Il en résulte,

Y =o0y; (6.47)
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— a la fin de I’orientation, F,; est nulle pour une déformation de transforma-

. . /12 ) N /2 . .
tion équivalente Eetr:etr égale a y. Quand gsu:etr vient d’atteindre y

par valeurs inférieures, le multiplicateur x est nul pour une contrainte telle que
|lo + B||,y égale oys. Par conséquent, si I’on se limite au comportement 1D en
traction,

o —ay|=7Y; (6.48)

En vertu de (6.47), I’équation précédente permet d’établir I’expression de o en
fonction de y :

Orf — Ors
14

(6.49)

— quand I’austénite se transforme en martensite orientée, I’ orientation est compleéte
pour une contrainte effective équivalente, supérieure ou égale a o,¢. En particu-
lier, si on s’approche infiniment de o, par valeurs inférieures, le multiplicateur
w est nul. Le début du changement de phase est donc caractérisé par

2
z=0, |lo+ Bllyy = 0t getr:euzy et u=0. (6.50)

En 1D, dans le cas particulier d’une traction, il vient
B=—. (6.51)

a et B sont donc tous les deux fonctions de z. a cause de leur dépendance de y.

Les expressions explicites des lois d’évolution de la fraction z et de la déformation
de transformation e peuvent étre établies en écrivant les conditions de consistance.
En particulier, la condition .7-'21 = 0 doit étre respectée lors du changement de phase
direct, ]—"22 = 0 pendant le changement de phase inverse tandis que I’orientation des
plaquettes martensitiques est décrite par une évolution de la variable e respectant la
condition fori =0.

Changement de phase direct

Pendant le changement de phase direct, la fraction volumique z de la martensite
croit. La dérivée Z est donc positive, ce qui implique

Zo = 2. (6.52)

. L 2 .
Si, pendant le changement de phase, la déformation équivalente §€1r e natteint

pas sa limite y, le multiplicateur de Lagrange p dans 1’expression de la fonction critere
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Fori est nul. z et &, évoluent en respectant les relations

2 G b da 29B
{(G+b)—a+§(a—/3)€;r.€tr+(a—ze—l-a—ze)z‘i‘a_C(l—Z)—ga—e.str
do Y, L eq ac(1) |
®_F v & +2—3(E )ies
[(8)/ 31/) + 23}/] 0z Eu + ILA( Iyas + &) eg + oz z
3 2 8 N
_ {5(0 + EB) -2 [(a - Bz + E:| &y — 3eqz(Elyas + et,)} Yo n (6.53)
! T) .
= (Eluas +eu) S + | 7Eluia + Pua tratr&el—ac( )T
3 aT
et
2
Heq O, 9 B x|,
{”[( _ﬂ+(_az+_ﬂ(1_ ))a_y> ‘a—}iX }Z
a el A (654
T oz 4 B = 2) + 3pegz] 1 = et
* : Heaz] 1 = ZSSI.XVM

La relation (6.53) traduit la condition ]_—21 = 0 tandis que (6.54) correspond a Fori =0
(voir I’annexe B pour les détails des calculs).

12
Dans le cas ou gstr ;& tend a dépasser y, le multiplicateur u n’est plus nul. En
effet, i dans ce cas est tel que

2 .
e fu =Y = ey 6x =0 (6.55)

= e X =0.
Il en résulte
M 1 2 2
—=—9qls+=B |:epx—y [az+ (1 —2)] (6.56)
z y 3
et par conséquent
2 2 2
X=|s+ EB — W s+ §B &y | & (6.57)
La condition fori = 0 se traduit par
R S = (6.58)
z s o z|n= =Seq:—. .
)2 t MeqZ | M ) el Xow

Z et 17 sont solutions du systeéme formé par les équations (6.53) et (6.58).

Changement de phase inverse

La fraction volumique z de la martensite décroit. Ceci entraine

PR (6.59)
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. . . /2 . . -
Si la déformation équivalente Es" : &y N’ atteint pas sa limite y, le multiplicateur
w est nul. Z et n vérifient dans ce cas

2 aG  0b da 20B
{(G —b)+a+ 3(0‘ —Blev:en — (3_Ze - 8_25)2 + B_Ze(l —2)+ ga_Ze~€tr

2[(da B\ . 1387 dy Peq 0C(T) |,
I O T B N e 1Y ey
; [(8)/ ay)z+ 287/} 3z, S e + MA( vaS + €u) i€y + [

3 2 X
_ {E(a + 53) -2 |:(oc - B)z+ §i| er — 3heqZ(Elvas + en)} : You n (6.60)

aC(T)
aT

2
Y+ | (352 ta—f— ozt o (1-2) )0 =
{ +[( w e (3y2+3y( D)oz )5t o | X[ 661)

+ [az +p(1—-2)+ 3/,Lqu] n=0.

1
= (Elyas + €4):Se + (EEZMA + PMA) tro trde —

et

2
Si 4/ —ey & tend a dépasser y, le multiplicateur p et la force thermodynamique

X associée a I’orientation de la martensite sont respectivement donnés par (6.56) et
(6.57). L’expression de la condition de consistance F; = 0 correspond a (6.58). Z et
n sont donc solutions de (6.58) et de (6.60).

Orientation sans changement de phase

En I’absence de changement de phase, z s’annule et le module 7 de la vitesse d’évo-
lution de la déformation inélastique locale & est solution de 1I’une des équations (6.54)
ou (6.58). Le choix de I’équation dépend de la déformation de transformation équiva-

/2 . . ..
lente gen : &y qui atteint, ou non, sa valeur limite y.

3 ) X .2 -
Sel: si\/zeu:e ,
2 [oez +B(l—2z2)+ 3Meq2] . Xym 3o v
n= 3 .X 2 (6.62)
Seii—— Siy/zépiEp =Y.
1 2 X,
2 |: ( ) ey + 3/Leqz:| V™ 3

- ‘B
y? **3

6.3.5 Procédure d’identification des parametres

Le présent modele fait intervenir les parametres suivants :

les modules de Young de 1’austénite et de la martensite, E, et Ey;;

le coefficient de Poisson v, supposé le méme pour les deux phases ;

les déformations de transformation maximales en traction : y(? a I’état vierge et
ySat a I’état éduqué ;

— a© et O dépendant de la largeur de la boucle pseudoélastique, a 1’état vierge ;
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a** et b*, homologues respectifs de @@ et de 5 a I’état éduqué ;
Y, définissant la contrainte effective de début d’orientation de la martensite ;
G, qui provient de I’interaction au sein de la martensite a 1’état vierge ;
G, homologue de GO a71état éduqué ;
« et B qui définissent la largeur en contrainte de la boucle pseudoélastique ;
, déterminant I’effet d’une variation de la température sur les contraintes

© dét t Ieffet d tion de la températ 1 traint

seuils de changement de phase dans le cas d’un matériau vierge ;

£ I’homologue de £° dans le cas du matériau éduqué ;
© éal 2 C© 0\
k', égala C'(T, z.) pour T = (Af) ;

sat 1’homologue de «© 3 1état éduqué ;

K
(0)

(A?) , température de fin de changement de phase inverse a 1’état vierge ;
sat

(A? , température de fin de changement de phase inverse a 1’état éduqué ;

&3, valeur limite du module de la déformation résiduelle &, ;
B valeur limite du module de la contrainte interne B ;
7, constante de temps associée au processus d’éducation.

On considere que, apres éducation, la martensite obtenue par simple refroidisse-
ment est completement orientée. 11 suffit alors de choisir pour la modélisation une ex-
pression de la contrainte interne B telle que B = oy¢. Sous cette condition, 1’identi-
fication de tous les parametres du modele nécessite quatre essais simples :

un essai de calorimétrie a balayage différentiel (DSC) réalisé sur un échantillon
du matériau vierge ;

un second essai DSC effectué sur un échantillon du matériau éduqué ;

un essai d’orientation de la martensite autoaccommodante dans le cas du maté-
riau vierge ;

un essai de traction répétée dans le domaine pseudoélastique conduisant a la
stabilisation de la boucle d’hystérésis.

L’essai d’orientation

L’essai d’orientation de la martensite autoaccommodante d’un matériau vierge per-
met notamment de déterminer le module de Young E\, de la martensite et la déforma-
tion de transformation maximale en traction y(®) (figure 6.4). Le méme essai permet
de déterminer Y d’apres (6.47) ainsi que les paramétres « et 8 d’apres (6.49) et (6.51).

Contrainte
Martensite orieréte
[0 S T
Ors|—==
Martensite A
Autoaccommodante I/ i Ey
=
7 ) >
M Déformation
14

FIG. 6.4 — Orientation de la martensite autoaccommodante du MMF a I’état vierge.
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L’essai de calorimétrie a balayage différentiel

L’essai de calorimétrie a balayage différentiel, effectué sur un échantillon du MMF
éduqué, permet la détermination des températures de changement de phase du matériau
a contrainte nulle. Ces températures sont généralement au nombre de quatre :

sat
- (MSO) correspond au début du changement de phase direct ;

sat
(Mf‘)) correspond a la fin du changement de phase direct ;

sat
(Ag) correspond au début du changement de phase inverse ;

sat
- (A? ) correspond a la fin du changement de phase inverse.

sat
Dans le cadre du modele proposé, (A? ) est nécessaire a la détermination de la den-

sité de chaleur latente C**(T).
On peut déterminer de la méme maniere les températures de changement de phase a

(0) (0)
contrainte nulle du matériau vierge. Ces températures sont notées (Ms()) s (Mfo) s

S

(AQ)(O) et (A?)m). (A?)(O) intervient dans 1’expression de C©(T).

L’essai de traction répétée

Lors d’un essai de traction répétée dans le domaine pseudoélastique, la boucle
d’hystérésis caractéristique des matériaux a mémoire de forme se stabilise. Les carac-
téristiques thermomécaniques du matériau atteignent des valeurs qui n’évoluent plus
au cours des cycles ultérieurs et qui correspondent a I’état complétement éduqué du
MME. Au niveau du modele proposé, on peut considérer que ces valeurs correspondent
a une fraction cumulée z. infinie de la martensite, puisque I’évolution des parametres
est négligeable une fois 1I’éducation complétée.

La déformation résiduelle maximale en traction, &%, est immédiatement détermi-

T

née (figure 6.5).
'g Martensite orieréte
=
Q
]
Ey
Austénite -

Déformation

FIG. 6.5 — Représentation schématique de la réponse d’un MMF a un essai de traction
répétée dans le domaine pseudoélastique.

En outre, si pour chacun des cycles on reporte le numéro du cycle en abscisse et la
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valeur de la déformation résiduelle a la fin du cycle en ordonnée, on obtient une courbe
similaire a celle de la figure 6.2. D’apres cette courbe, en remarquant que chaque cycle
complet de traction correspond a une augmentation de deux de la fraction cumulée z.
de la martensite, on peut déterminer la constante de temps t par ajustement. En effet,
en intégrant (6.24) on établit I’équation suivante de la courbe a ajuster :

2N
& = siat(l —exp (——)), (6.63)
T

ou NV est le nombre de cycles de traction répétée, et &, la composante de &, parallele a la
direction de la traction appliquée. L’essai de traction répétée permet aussi de déterminer
directement les modules de Young de I’austénite et de la martensite et la déformation
de transformation maximale en traction du matériau éduqué, y** (figure 6.5).

Pour déterminer le reste des parametres, il faut se servir des équations du modele.
Le cycle pseudoélastique stabilisé, caractéristique du matériau 2 mémoire de forme
éduqué, permet notamment de déterminer a*', b** et G**. 1l permet aussi de calculer

sat
£% et 15 connaissant (A?) et la température Ty a laquelle I’essai est réalisé. En

effet,
— la transformation de I’austénite en martensite commence pour une contrainte oyx

et une fraction z de la martensite égale a zéro. La fonction critere ]-'zl est nulle,
ce qui entralne

1 1 (O-:nast)2 sat sat sat sat sat ﬁsa[ sat 2 — .
(-5 )L - oo + o+ - - B2y o

(6.64)
— la fonction critere ! est également nulle 2 la fin du changement de phase direct
pour une contrainte égale a ¢4 et une fraction z égale a I’unité. On peut alors
écrire
1 1

(O‘lzlag) 2 sat sat sat sat
(E___E ) 2 -C (T0)+(omf+B )J/
M A

(6.65)

sat
— (Gsat + bsat) _ (asat _ ﬂT) (ysm)2 =0;

— le changement de phase inverse est contrdlé par la fonction critére F2 et son

¥4
début est caractérisé par z = 1 et une contrainte o3*. Dans ce cas, 72 = 0
implique

( 1 1 ) (O-;:t)z + Csat(T ) ( sat + Bsat) sat
Ew Ex) 2 (6.66)

sat
+ (Gsat _ bsat) + (asal _ ﬂz )(ysat)z =0;

— ala fin de la transformation inverse, le matériau est de nouveau completement
austénitique. La fraction volumique z de la martensite s’annule pour une valeur
o5t de la contrainte. Il en résulte la relation

L1\
_(_ _ _) ( f ) + Csat(TO)
Ev  Ea) 2 (6.67)

sat
— al _ = .
sat sat) ., sat sat ,3 sat) 2
(Gaf + B ))/ a” + ) (J/ ) = 0.
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Les équations (6.64) et (6.67) permettent de calculer ¢**'.

1 1 (asasl)2 - (0—‘531)2 sal sal sal |
“ =3 (E_M B E_A)% + (o —ouf )™ |- (6.68)

L’expression de b*** est obtenue en utilisant les équations (6.65) et (6.66).

] 1 B 1 1 sat\2 sat 2 ' ) ' 7]
bsat — 5 (E_M _ E_A) (Umf) > (Oas ) + (O,rsnatt _ O.;:l)ysat . (669)

Les équations (6.64) a (6.67) permettent en plus de calculer le paramétre G*** ainsi
que la valeur de C**(T') en Tj. On trouve

2|\E, E. 2 '

+ (U::}t _ arbndqt + U::t _ U;?t))/sat _ 2(asal _ ﬁsat) (ysat)2j|’

sat) 2 sat) 2
sat _ l ( 1 _ L (Umst) + (Oaf )
C*(To) = A LN (6.71)

+ (o;il + Uj?l)ysat _ ﬁsat(ysal)2i| + Bsatysat'

sat

D’apres (6.46), le parametre «

st Cm«A?)m) (6.72)

sat
(A? ) caractérise la fin de la transformation inverse pour un matériau complétement

est donné par

éduqué. Cette transformation est contrdlée par la fonction critere F2 qui, pour une
valeur nulle de la fraction z et sous contrainte nulle, donne

sat (. sat)2
Csat((A?)sat) — aSat _ w + Bsatysat_ (673)

Le parameétre % est donc tel que

qatf. si\2
(S — st m + Bsatysat' (6.74)

sat
Connaissant (A? ) , To, k% et C*'(Ty), on détermine £,

O (Tp) — C”‘((A?)Sﬁt)

0 sat
7o (47) (6.75)
_ Csat(To) _ st

To — (A?)Sat '

La détermination des valeurs des parametres associées au matériau vierge se fait de
la méme maniere, en utilisant la premiere boucle pseudoélastique :

ésal —
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— au début du changement de phase direct, F! s’annule. En méme temps, les frac-
tions z et z, sont nulles et la contrainte vaut o,Ef?. Il en résulte
2
(0)
1 1 <0ms > /3(0) 2
L TGO YT AN (0 (0)_a(0)__( <0)) —0: (676
(EM EA) 7 (To)+ 0y ¥ -\ (6.76)

— ala fin de la transformation directe, la fraction z de la martensite et la fraction
2 . < ., . 0
cumulée z. correspondante sont égales a 1’unité pour une contrainte oa(s ) en trac-
tion. La déformation équivalente maximale en traction est égale a ¥V, our

déf » sal 1
yDEp1)=9y® 4+ (7/‘ t— y(o)) (1 —exp (—;)) ; (6.77)

pour cette valeur de y,
a=a()Ea® o pg=41)Y 0. (6.78)

Dans ces conditions, la relation .7-'21 = 0 donne

1 (a,ff?)2 1 1
(5 -5) 7w (-) -cva(i-eo (=)
+ [o[ff? + Bsa‘(l —exp (—%))] y® (6.79)
_ (G(O) + b(O)) exp (_l)
T

- (G + bs‘“)(l —exp (—%)) - (a(l) - @) (VU))Z —0:

— la transformation inverse de la martensite en austénite est déclenchée pendant la

décharge, lorsque la contrainte de traction atteint une valeur a.g) ) pourz = 1 et

ze = 1. La condition F2? = 0 entraine

(0)

2
1 1 Oas 1 1
(- E—)(T) + e (~3 ) + 1 -ew (=)
- [o;;’) + B”‘(l —exp (—%))} y® (6.80)
1
©) _ 10 _2
+ (G b )exp( T)

1)
+ (Gsat _bsat)(l —exp (_%)) + <Ol(1) _ %) ()/(1)>2 _0:

— ala fin de la transformation inverse, qui correspond a une contrainte en traction

égale a O’,‘ffo ) , la fraction volumique de la martensite s’annule. La fraction cumulée

devient égale a deux et la déformation équivalente maximale en traction vaut
@ o

y'¥, ou

déf 2
y@Ep2) =y O+ (y -y ) (1 —exp (—;)) (6.81)
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déf 5 . . . o
et 8@ = B(2). La fonction critere F?2 est nulle, ce qui permet d’écrire

(0)

2
1 1 Oy 2 2
- (E—M - E—)Q +CO(To) exp (—;) - Cs‘“(To)(l —exp (_;))
- [asz") + BS‘“(I —exp (—%))} y@ (6.82)
—a® exp (—z) - asat(l — exp (—%)) + ﬁ( (2))2 -0
T T 2 v '

Les équations (6.76), (6.79), (6.80) et (6.82) permettent d’obtenir les expressions des
parametres a(®, b© et GO,

o] ( 11 )(01;2 )2 - (Off?))ze"p (%)

Ey E, 2

2

+00y© _ 6O exp (;)V(” (6.83)

1 sat sat, ,(2) sat 2
+§[C (To) — By —a ] exp|—]—1

T

1{p® @)\ 2 poO )2

i R -_F )
+2(2(y)eXpr 2(”)’

2 2
o O
po ] (L - L) ( m AR (o,(n‘? — oa(f))y(l) exp (l)

2 T

—p (exp (%) — 1), (6.84)

GO _ 1 (L _ L) (o1) + (o)’ exp G) (6.85)

© , _),,0) 1 W _ BYY () )
+<0mf t Oy )V exp\ - ) 2|~ (7/ ) = C™(To)

(€3]
+ |:Bsaty(1) _ Csat(TO) G _ (a(l) _ %) ()/(1)>2:| (exp (%) B 1)
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Dans I’expression de G,

2 2 2
(0&2)) + (aa(fo )) exp | —
©) 1 1 1 T
COT) = | (- —
2 Ey E, 2

2
N (6&‘2)1/(0) +0®y@ exp (;)) (6.86)
1 2 2
_ 5(’3(0)(”(0)> +ﬂ<z)(y<2)) )
_l Csat(TO) _ Bsaty(Z) — g%ty ﬁ(y(z))z exp % -1
P 2 T '

(0)
La connaissance de (A?) et de C©(T,) permet de calculer les parametres £(©) et

«© de maniére analogue a au cas du matériau éduqué. On trouve

(O — C(o)((Ag)(O))
t sat (0) 2
— a(O) + (asa el ((A?) )) (exp (;) — 1) (6.87)
b :3(2) 2 2
sat, (2) =) _ _ = ) _
+ By (exp(r) 1) > (y ) exp(r),

© _ CO(Tp) —k©
o) -
7o (47)

Pour plus de détails concernant 1’établissement des expressions des divers para-
metres, le lecteur est invité a consulter 1’annexe B.

(6.88)

6.4 Simulation numérique et validation du modele

On propose dans la suite de modéliser le comportement cyclique unidimensionnel
d’un MMF. On s’intéresse particulierement a la modélisation du comportement pseu-
doélastique cyclique, de I’effet mémoire double sens et de la réponse en 1D du MMF
a un chargement cyclique non isotherme.

6.4.1 Simulation de la pseudoélasticité cyclique

La figure 6.6 représente la réponse d’une éprouvette en Nickel-Titane a un essai de
traction répétée réalisé au sein de I’Unité de Mécanique de ’ENSTA.
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4007
3507
3007
2501

200
1501

Contrainte (MPa)

1001

S0F 0 1o 1,0y
1 7,y —cycle 20

0 0.5 1 1,5 2
Déformation (%)

0

FI1G. 6.6 — Réponse d’une éprouvette en Nickel-Titane a un essai de traction répétée.
La boucle stabilisée est en trait continu.

L’évolution de la déformation résiduelle avec le nombre de cycles de traction est
représentée par la figure 6.7.

0.6 , , S

0,5 R =

0.4} ol

Déformation ésiduelle (%)
(e
w
o

- i i i i i i i i i i
G'(.)- 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Nombre des cycles

FIG. 6.7 — Evolution de la déformation résiduelle avec le nombre de cycles.

Ce Nickel-Titane est caractérisé par une contrainte de début d’orientation égale a
80 MPa et une contrainte de fin d’orientation égale a 160 MPa. La température de fin de
transformation inverse du matériau a 1’état vierge est de 42 °C ; cette température varie
peu au cours du chargement cyclique. Connaissant ces informations, on peut déterminer
les parametres matériels du présent modele en utilisant les expressions appropriées
établies plus avant. Le tableau 6.1 regroupe 1’ensemble des valeurs de ces parametres.
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Les parametres du modele

E, 70 000 MPa Ey 45000 MPa
a©® 1,304 MPa a 0,422 MPa
p© 0,478 MPa p¥ 0,215 MPa
GO 2,883 MPa G 1,324 MPa
o© 8333,3 MPa ot 21622 MPa
O 16 667 MPa B 43243 MPa
y© 0,96 % ysat 0,73 %
(A?)(O) 42°C (A?)Sat 42°C
K © 0,731 MPa Kt 0,718 MPa
£© 0,095 MPa/ °C gsat 0,056 MPa/ °C
T 8,64 gt 0,591 %

r

TAB. 6.1 — Parametres du Nickel-Titane utilisé.

Les figures 6.8, 6.9 et 6.10 montrent que les parametres sont bien identifiés.

5007
400t
©
=
~ 300F
)
c
©
= 200+
@]
O
100f —— Modele
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F1G. 6.8 — Comparaison de la réponse réelle du matériau au premier cycle de traction—
décharge a la réponse prédite par le modele.
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F1G. 6.9 — Comparaison de la réponse réelle du matériau au vingtieme cycle de

traction—décharge a la réponse prédite par le modele.
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FIG. 6.10 — Comparaison des calculs aux résultats expérimentaux concernant 1’évolu-
tion de la déformation résiduelle en fin de cycle avec le nombre de cycles.

La figure 6.11 montre que les prédictions du modele s’accordent bien avec les résul-
tats expérimentaux de 1’essai de traction répétée. Pour que la représentation graphique
reste claire, seules les boucles 2, 4 et 12 sont reportées.
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F1G. 6.11 — Comparaison des calculs aux résultats expérimentaux concernant 1’évolu-
tion de la boucle d’hystérésis pseudoélastique avec les cycles de chargement.

La figure 6.12.a illustre I’évolution de la contrainte interne B avec la fraction vo-
lumique cumulée z, et la réponse contrainte—déformation du matériau pour tous les 20
cycles de chargement est représentée par la figure 6.12.b.
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6.12.a — Evolution de la contrainte interne. 6.12.b — Réponse calculée pour les 20 premiers

cycles.

FI1G. 6.12 — Prédiction de la réponse d’une éprouvette de Nickel-Titane a un essai de
traction répétée.

6.4.2 Simulation de I’effet mémoire double sens

L’essai de traction répétée du paragraphe précédent entraine 1’éducation du MMF.
Les caractéristiques thermomécaniques du matériau se stabilisent et les différents para-
metres tendent vers leurs valeurs a 1’état completement éduqué. En particulier, la con-
trainte interne B atteint sa limite B%, permettant I’obtention de la martensite orientée
a partir de 1’austénite par simple refroidissement.

Le matériau est initialement a 1’état austénitique a 50 °C. On lui fait subir le char-
gement suivant (figure 6.13.a) :
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— de 'instant 0 a I’instant 1, on refroidit le matériau jusqu’a ce que la tempéra-
ture atteigne 0 °C. Ceci conduit a I’apparition d’une déformation macroscopique
importante par transformation de 1’austénite en martensite orientée sous le seul
effet de la contrainte interne B (figure 6.13.b);

— de l'instant 1 a Iinstant 2, le matériau est chauffé de maniere a provoquer le
changement de phase inverse (figure 6.14). La martensite se transforme de nou-
veau en austénite et la déformation macroscopique disparait.
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6.13.a — Cycle de chargement. 6.13.b — Effet mémoire double sens.

FIG. 6.13 — Modélisation de I’effet mémoire double sens. Suite a 1’éducation du MMF,
il se crée au sein du matériau un champ de contraintes internes capable d’entrainer
I’orientation de la martensite lors d’un changement de phase direct.
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FIG. 6.14 — Modélisation de I’effet mémoire double sens. Le refroidissement du MMF,
initialement austénitique, entraine la formation de la martensite. Cette martensite se
transforme de nouveau en austénite quand la température augmente suffisamment.

6.4.3 Simulation de I’effet superthermique cyclique

L’effet superthermique est provoqué par un cycle de refroidissement—chauffage et,
simultanément, par un chargement mécanique externe. Dans le cas d’un chargement
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cyclique appliqué au matériau vierge, la réponse du matériau dans le plan déformation—
température présente un cycle d’hystérésis qui évolue avant de se stabiliser. La figure
6.4.3 due a Bo et Lagoudas, illustre I’effet superthermique cyclique dans le cas d’un fil
en Nickel-Titane équiatomique soumis a une contrainte constante égale a 35 MPa.

Déformation (%)

100
Temgerature (°C)

F1G. 6.15 — Réponse superthermique cyclique d’un fil en Nickel-Titane (Bo et Lagou-
das, 1999a).

Pour la simulation, on se donne le trajet de chargement de la figure 6.16.a :

— Dausténite est d’abord refroidie de 50 °C a 0 °C sous une contrainte constante
égale a 100 MPa. Ceci entraine la transition de I’austénite en martensite partiel-
lement orientée ;

— la transformation inverse est provoquée par un chauffage sous la méme contrainte
de 100 MPa.
Le matériau a mémoire de forme, initialement vierge, est soumis a ce trajet de charge-
ment qu’on répete 20 fois.
La figure 6.16.b montre 1’évolution de la boucle d’hystérésis déformation—tempé-
rature caractéristique de 1’effet superthermique.
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6.16.a — Cycle de chargement. 6.16.b — Stabilisation de la boucle d’hystérésis.

F1G. 6.16 — Modélisation de 1I’effet superthermique dans le cas d’un chargement cy-
clique. La boucle d’hystérésis se stabilise apres un certain nombre de cycles.
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6.4.4 Réponse a un chargement cyclique quelconque

Le présent modele est capable de simuler la réponse d’'un MMF & un essai de char-
gement cyclique thermomécanique quelconque. La validation est cependant difficile
dans le cas général a cause d’un manque de résultats expérimentaux.

On s’intéresse au comportement du MMF soumis a 20 cycles de chargement ther-
momécanique identiques a celui de la figure 6.17.a :

— le matériau est d’abord refroidi a partir de I’état austénitique tout en appliquant
une contrainte de traction croissante jusqu’a transformation totale de I’austénite
en martensite ;

— la martensite obtenue est ensuite transformée de nouveau en austénite par chauf-
fage accompagné d’une diminution du niveau de contrainte jusqu’a décharge
totale.

La réponse du MMF a ce genre de chargement (figure 6.17.b), ressemble a la fois
au comportement pseudoélastique et a 1’effet superthermique comme le montrent les
projections sur les plans déformation—contrainte (figure 6.18.a) et température—défor-
mation (figure 6.18.b).
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6.17.a — Cycle de chargement. 6.17.b — Stabilisation de la boucle d’hystérésis.

F1G. 6.17 — Réponse d’'un MMF a un chargement thermomécanique cyclique. La
boucle d’hystérésis se stabilise apres un certain nombre de cycles.
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6.18.a — Réponse en contrainte—déformation. 6.18.b — Réponse en déformation—température

F1G. 6.18 — Réponse d’'un MMF a un chargement thermomécanique cyclique. Projec-
tions sur les plans déformation—contrainte et température—déformation.
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6.5 Ebauche d’un modele de fatigue des MMF

La fatigue d’un matériau a mémoire de forme s’explique a I’échelle microscopique
par I’apparition et la propagation de microfissures au sein du matériau (Melton et Mer-
cier, 1979a), suite a I’application d’un chargement thermomécanique variable dans le
temps. Une compréhension plus poussée du phénomene est cependant compliquée, a
cause de certaines propriétés caractéristiques des MMF, notamment le changement de
phase qui peut se produire localement au sein du matériau (Wagner et coll., 2004) et
I’apparition de la martensite résiduelle (Siredey et coll., 2005). La formation de la mar-
tensite ralentit la propagation des fissures dans le MMF (Eggeler et coll., 2004).

6.5.1 Etude expérimentale

A cause des similarités au niveau du mécanisme responsable de I’endommagement,
il est intéressant d’étudier la fatigue des MMF dans un cadre similaire a celui des ma-
tériaux élastoplastiques usuels. Il convient donc de distinguer, en fonction du nombre
de cycles a la rupture :

— la fatigue a faible nombre de cycles ou « oligocyclique » ;

— la fatigue associée a une endurance limitée du matériau;

— la fatigue a grand nombre de cycles ou « polycyclique ».
Dans le cadre du présent mémoire, on s’intéresse a la fatigue résultant d’un comporte-
ment pseudoélastique cyclique des MMF. Dans ce cas, la rupture se produit générale-
ment a faible nombre de cycles.

Matériau utilisé et traitement thermomécanique

Il s’agit d’un Nickel-Titane de composition massique 51,3 %Ti et 48,7 %Ni. La
taille des grains est entre 60 wm et 70 wm. Les températures de changement de phase a
contrainte nulle, déterminées a 1’aide d’un essai de calorimétrie a balayage différentiel,
sont les suivantes : M = 25°C, M2 =39 °C, A? =29 °Cet A? = 42 °C.

Les essais de chargement cyclique sont réalisés sur des éprouvettes pleines qui,
contrairement aux fils, peuvent étre sollicitées en compression. Par conséquent, il est
possible d’étudier I’effet d’une contrainte moyenne négative sur 1’« endurance » du
matériau, c¢’est-a-dire sur sa résistance a la fatigue.

On fait subir a toutes les éprouvettes le méme traitement thermomécanique qui
consiste en un écrouissage de 20 % en traction, suivi d’un recuit a 400 °C pendant une
heure. Ce traitement augmente le seuil de plasticité du Nickel-Titane, améliorant ainsi
le comportement pseudoélastique du matériau (Wayman et Otsuka, 1999).

Essais réalisés

Les essais sont pilotés en contrainte a une fréquence de 0,3 Hz. Ils sont caractérisés
par une amplitude constante, g,, égale a 550 MPa et une contrainte maximale inférieure
au seuil de plasticité.

Afin d’étudier ’effet de la contrainte moyenne sur la fatigue du Nickel-Titane,
on considere plusieurs rapports de charge R € {0,0,2,—1}, ou R “ Omin/Omax. Les
géométries des éprouvettes utilisées sont représentées par les figures 6.19.a 6.19.b.
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FIG. 6.19 — Géométries des éprouvettes utilisées pour les essais cycliques.

6.5.2 Résultats et interprétations
Courbes de Wohler

La figure 6.20 montre des courbes de Wohler du Nickel-Titane étudié.
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F1G. 6.20 — Courbes de Wohler du Nickel-Titane. La durée de vie est affectée par la
valeur moyenne de la contrainte appliquée.

Ces courbes représentent 1’évolution du nombre de cycles a la fatigue du matériau, sous
chargement cyclique uniaxial, en fonction de I’amplitude de la contrainte appliquée.
Elles mettent en évidence 1’effet de la contrainte moyenne sur 1I’endurance du Nickel—
Titane. On constate, en effet, qu’une contrainte moyenne de compression permet une
durée de vie plus longue par rapport a une contrainte moyenne de traction ; ceci peut
étre justifié a 1I’échelle microscopique par la tendance d’une contrainte de compression
a refermer les microfissures a ’origine de la fatigue. Les courbes de Wohler peuvent
étre utilisées pour la prédiction de la durée de vie d’un matériau sous chargement uni-
axial uniquement et pour une contrainte moyenne donnée, elles ne conviennent donc
pas pour le calcul a la fatigue de structures en MMF.
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Prédiction de la durée de vie en fatigue oligocyclique

Dans la littérature, afin d’estimer la durée de vie des MMF en pseudoélasticité cy-
clique, les courbes de Wohler sont abandonnées au profit de criteres de type Manson—
Coffin qui relient le nombre de cycles a la fatigue du matériau aux déformations plas-
tiques.

En effet, des 1979, Melton et Mercier montrent que la durée de vie des fils en MMF
obéit au critere de Manson—Coffin et ce pour différents types d’alliages. Ce critére est
repris dans plusieurs travaux ultérieurs (Melton et Mercier, 1979a; Wagner et coll.,
2004 ; Tolomeo et coll., 2001) ; sa généralisation au cas des chargements multiaxiaux
est possible, moyennant la définition de déformations équivalentes, mais I’intérét pra-
tique d’une telle démarche n’est pas démontré.

Dans le cadre de cette theése, on propose un critere énergétique de durée de vie
en fatigue oligocyclique, en s’appuyant sur les travaux de Charkaluk et coll. (2002)
dans le domaine de la fatigue oligocyclique des aciers. En effet, pour un matériau a
mémoire de forme, la stabilisation de la boucle pseudoélastique rappelle le phénomene
d’accommodation observable dans le cas des aciers soumis a certaines conditions de
chargement cyclique ; la déformation inélastique est bornée dans les deux cas, mais le
matériau continue a dissiper de 1’énergie. La quantité d’énergie Wy dissipée par cycle
de chargement est donnée par

Wy = ?ga (é. (6.89)

Une fois le matériau accommodé, cette énergie devient constante, comme le montre la
figure 6.21.
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FIG. 6.21 — Stabilisation de la quantité d’énergie dissipée par cycle, Wy, au cours du
chargement cyclique.

Dans le cas du Nickel-Titane étudié, I’évolution de la quantité d’énergie dissipée
avec le nombre de cycles est représentée par la figure 6.22.
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FIG. 6.22 — Energie dissipée par cycle en fonction du nombre de cycles de chargement.
La figure 6.23 montre les prédictions du modele pour les vingt premiers cycles.
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FIG. 6.23 — Résultats de calcul. Energie dissipée par cycle en fonction du nombre de
cycles de chargement.

Méme si I’utilisation de 1’énergie dissipée par cycle stabilisé pour I’estimation de la
durée de vie d’un matériau est critiquée (Halford, 1966 ; Pineau et Pétrequin, 1997), son
intérét pratique est bien démontré : une approche énergétique développée par Charka-
luk et coll. (2002) est appliquée avec succes a la prédiction de la durée de vie de pieces
d’automobile en acier soumises a des chargements thermomécaniques compliqués. En
s’inspirant de ce travail, on considere la figure 6.24 représentant la quantité d’énergie
Wy dissipée par cycle, en échelle logarithmique, en fonction du nombre de cycles a la
fatigue, N¢, du Nickel-Titane.
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FIG. 6.24 — Energie dissipée par cycle et nombre correspondant de cycles a la fatigue.

Cette figure montre une dépendance quasi-linéaire de log Wy par rapport a log Ny et
ce indépendamment de la valeur de la contrainte moyenne. On propose donc (Moumni
et coll., 2005) d’approcher les résultats expérimentaux par une courbe d’équation

Wi =aNp, (6.90)
oll @ et B sont des parametres du matériau. La figure 6.25 montre un bon accord des
calculs avec les résultats des essais pour @ = 11 et § = —0,377.
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F1G. 6.25 — Représentation approchée de la dépendance de 1’énergie dissipée par cycle
par rapport au nombre de cycles a la fatigue a ’aide de la courbe d’équation Wy =
1IN,

L’expression (6.90) peut étre utilisée immédiatement pour des calculs en 3D, puis-
qu’elle fait intervenir uniquement des quantités scalaires.
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Sur le plan numérique, le cycle stabilisé en pseudoélasticité cyclique peut étre dé-
terminé a 1’aide du modele unifié. La quantité d’énergie dissipée par cycle stabilisé et,
par conséquent, le nombre de cycles a la fatigue d’une structure en MMF peuvent donc
étre déterminés numériquement. Cependant, la validité du critere, constatée dans le cas
d’un chargement uniaxial, reste a vérifier pour des chargements plus compliqués, en
particulier pour la torsion.

6.6 Conclusion

Le modele présenté au cours de ce chapitre permet de tenir compte de plusieurs
phénomenes associés au comportement des matériaux a mémoire de forme soumis a
des chargements cycliques. Il constitue une extension du chapitre précédent motivée
par une idée simple : a I’échelle macroscopique, le comportement cyclique d’'un MMF
peut étre interprété comme une transition d’un matériau a mémoire de forme instable
vers un autre, stable ; cette transition peut étre reproduite facilement sur le plan théo-
rique en faisant dépendre les parametres du modele de comportement sous chargement
non-cyclique d’une seule variable scalaire fonction du nombre de cycles. En outre, deux
variables d’état tensorielles sont introduites : la contrainte interne B et la déformation
résiduelle &, permettant de simuler I’effet mémoire double sens.

Dans le cas du comportement pseudoélastique cyclique, le présent modele est va-
lidé en comparant ses prédictions a des résultats d’essais réalisés au sein de 1I’Unité de
Meécanique de '’ENSTA. Un critere de durée de vie en fatigue est proposé ; ce critere
est validé dans le cas d’un chargement uniaxial mais sa validité pour des chargements
multiaxiaux reste a prouver.
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Conclusion générale

Au cours de ce mémoire, nous avons présenté un modele complet et unifié de com-
portement des matériaux a mémoire de forme et un critere énergétique applicable au
calcul a la fatigue de structures fonctionnant dans le domaine pseudoélastique. Le mo-
dele et le critere sont validés en comparant leurs prédictions a des résultats expérimen-
taux.

Notre modélisation présente les avantages suivants :

— elle est compleéte, c’est-a-dire qu’elle permet de simuler tous les principaux phé-
nomenes caractéristiques du comportement des MMF. La simulation s’appuie
sur une méme loi de comportement et sur un méme ensemble de lois complé-
mentaires, ce qui lui confere un caractere unifié ;

— les parametres sont simples a identifier ;

— D’accord des prédictions avec les résultats expérimentaux disponibles est satisfai-
sant ;

— étant donné la prise en compte des chargements non proportionnels, il est pos-
sible d’effectuer des calculs de structures en MMF soumises a des chargements
complexes ;

— les chargements cycliques sont pris en compte. Il est donc possible de déterminer
I’état stabilisé d’une structure soumise a des cycles de changement de phase
répétés dans le domaine pseudoélastique. En particulier, le modele permet de
calculer 1’énergie dissipée par cycle stabilisé en tout point de la structure; le
critere énergétique peut ensuite &tre utilisé pour estimer sa durée de vie.

Notre travail ouvre la voie vers une modélisation plus détaillée du comportement
des MMF, permettant la prise en compte de certains effets souvent négligés, comme la
formation de la phase R, ’apparition de boucles internes liées a des charges—décharges
partielles dans le domaine pseudoélastique et la dissymétrie du comportement en trac-
tion et en compression. Nous pensons, par ailleurs, qu’il est possible de décrire la
dynamique des MMF moyennant une extension du présent modele.

Sur le plan expérimental, il serait intéressant d’appliquer des technologies nou-
velles a I’étude des matériaux a mémoire de forme. Dans ce cadre, la thermographie in-
frarouge nous semble utile pour caractériser la localisation du changement de phase au
niveau de certaines structures ; d’autres techniques, comme 1’interaction laser—matiere,
promettent une meilleure description de la cinétique de la transformation martensitique.

En outre, le probleme de la fatigue des MMF devra faire I’objet de recherches plus
poussées. Dans I'immédiat, il est nécessaire de tester la validité de notre critere de
durée de vie pour différents types de chargement, notamment pour la torsion, afin de
vérifier son caractere intrinseéque.






ANNEXE A

Calculs relatifs au chapitre 4

A.1 Lois d’état

Le lagrangien s’écrit

LY L(e. T ey, e0.65.71.22,23)
1 1
= (531 :KAzel) + 25 |:§(e2 —&9):Ky:(e;—89) + C(T):|
1
+z3 [5(63 +&0): Ku:(es +eo) + C(T)} (A1)

+ Gzi(z2 + z3) + Hzaz3

3 3 3
—X:(Zziei —6) —V0<Zzi - 1) IEE
i=1

i=1 i=1

Vie{l,2,3}, A =0ethiz; =0. (A.2)

Le changement de phase est le seul processus dissipatif. Par conséquent, seules les
forces thermodynamiques A;, A, et Aj, associées a 1’évolution des fractions volu-



162 ANNEXE A — Calculs relatifs au chapitre 4

miques z1, z> et z3 respectivement, peuvent ne pas &tre nulles. Il vient

a
e (A3)
de
ad
9Ly S (Kye ) =0, (Ad)
86‘1
aL
——=0 = I [KMZ(€2 — 60) —)»] =0, (A.S5)
86‘2
aL
— g =0 = z3 [KM:(€3 + 6‘0) - )“] = 0’ (A6)
3
aL 1
_EZAI = Al:-531:KA:31—G(22+Z3)+XZ€1+v0+)»1,
1
(A.7)
9L 1
_E:Az = A2=— 5(82—€0)2KM1(32—€0)+C(T) (A.8)
—Gzy— Hzy +X:ep +vg+ As,
aL 1
a5 A= [JEe ety rem| a9
3
—Gzy— Hzy +A:e3 4+ vy + Az,
aL
— =0 =  zi6] + 226y + 2383 = &, (A.10)
aL
—a—UZO = Z]+Z2+23=19 (All)

avec les conditions (A.2).
Quand les fractions z; sont toutes non nulles, (A.4) a (A.6), en tenant compte de
(A.3), donnent

o=K,:e (A.12)
= Kv:(e2 — &)
= Ky :(e3 + &),
d’ou
e1=K "0, (A.13)
e, =K;':0 + e, (A.14)
e3=K.':0 — . (A.15)
Compte tenu des équations (A.13) a (A.15), (A.10) implique
[ZIKA_I + (2 +Z3)KI\;1:|ZO’ =¢&—(z — z3)€0, (A.16)
d’ou
o= K:e— (22— z3)&0], (A.17)

K étant le module élastique équivalent défini par
-1
K = [leA—l + (1 —zl)Kgl] . (A.18)

On peut démontrer facilement que 1’expression (A.18) de la loi de comportement
est valable quelque soit la composition du matériau.
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A.2 Pseudo-potentiel de dissipation et fonctions criteres

Le pseudo-potentiel de dissipation D est tel que

D=az; + Bz + yis, (A.19)
avec
o = a(z; + z3)signzy, (A.20)
B = (b1z1 + byz3)sign Z,, (A.21)
y = (b1z1 + byz) sign z3. (A.22)

a, by et b, sont des constantes positives.
Les lois d’évolution des variables dissipatives vérifient

Ai €0;,D Vie{l 23}, (A.23)
d’ou les inégalités
[A1] < a(zz + z3), (A.24)
[A2| < (b1z1 + b2z3), (A.25)
[As| < (b121 + b222). (A.26)

Compte tenu des relations (A.3), (A.7), (A.8) et (A.9), ces inégalités fournissent les
criteres suivants, associés a I’évolution des fractions volumiques :

— %el:KA:el +o0:e1+v9—(G+a)zz +z3)+ A <0, (A.27)

%elzKA:el—0:61—v0+(G—a)(22+Z3)—A1 <0, (A.28)

- %(62 —&0): Ky:(ex—ep) (A.29)
—C(T)+o0:624+v9— (G +by)zy —(H + by)z3 + 1, <0,

%(az —e9):Ky:(e3 —&p) (A.30)

+C(T)—o0:e3—v9g+ (G —by)zy + (H—by)z3 — Ay <0,
_%(€3+€0):KM:(€3+€0) (A.31)
—C(T)+o:e3+v9o—(G+b1)z1 —(H +b2)z + A3 <0,
%(33 +€0): Ky:(e3 + &o) (A.32)
+C(T)—o0:e3—v9g+ (G —by)z1 + (H —by)z — A3 <0.

En raison de (A.2), un multiplicateur A;, i € {1, 2, 3}, n’intervient que lorsque la frac-
tion z; associée s’annule. Dans ce cas, (A.2) donne

XiZi + Aizi =0 = Az = 0. (A.33)
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Si A; n’est pas nulle, z; I’est nécessairement. Par conséquent, Vz; = 0, I’évolution de
la fraction volumique z; ne dépend pas de A;. On définit alors, indépendamment de A;,
les fonctions criteres suivantes :

1

Fl =—531:KA:31+0181 +vo — (G + a)(z2 + z3), (A.34)
1
F, :EeI:KA:el—a:el—vo+(G—a)(Zz+Z3), (A.35)
1
Fi= —5(62 —¢€0):Ky:(e2 — &) (A.36)
—C(T)+o0:e2+vo—(G+b1)zy — (H + by)z3,
1
Fi= E(32 —¢e0): Ky:(es —€9) (A.37)
+C(T)—0:62—vo+ (G —b1)z1 + (H — by)z3,
1
F = —5(63 +€0):Ky:(e3 + €o) (A.38)
—C(T)+o0:e54+vy— (G + by)zy — (H + by)z3,
1
.7:23 = 5(33 +e0):Ky:(es + &) (A.39)

+C(T)—(TI€3 — Vo + (G—bl)Zl + (H—bz)Zz.

On considére 2 titre d’exemple la transformation de 1’austénite en martensite M *
uniquement :
— au début de la transformation, z; = 1 et (A.13) s’applique. La fonction critere
]—'21 associée a la diminution de z; peut s’écrire

1
}"21 = —EG:KA_I:o—vo—i-(G—a)(zz + z3). (A.40)

D’autre part, z; = 0, ce qui rend la déformation &, dont dépend .7-'12 indéfinie.

Cependant, puisque la matrice K\, est définie positive, F 12 admet un maximum

]—'12* pour une valeur &3 de €. En effet, & est telle que
a‘7:.12 * -1
—L=0=¢e;=K,":0+e, (A.41)
86‘2

d’ou

1
Fi* = I K 10 —C(T)+0:e0+v9o— (G4 b1)zy—(H + by)z3. (A42)

Or,
FP<0e F* <0, (A.43)

.7-'12* = 0 définit donc le seuil de début d’apparition de la martensite M ;

— au cours de la transformation, quand les fractions z; et z, sont strictement po-
sitives, les relations (A.13) a (A.15) s’appliquent. .7-"21 est toujours donnée par
(A.40) tandis que F} s’écrit

1
.7-"12 = EU:K»II 0 —C(T)+0:e0+vo— (G + b1)z1 —(H + by)z3; (A44)
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— ala fin de la transformation, z; = 1 et la fraction z; s’annule. z; ne peut plus
décroitre a cause de la liaison unilatérale z; = 0.

z120=>2120enz; =0. (A.45)

En méme temps, z, ne peut plus croitre a cause de la liaison bilatérale (A.11)
qui, pour z3 = 0, permet de déduire que Z, = —Z;.
De la méme maniere, les différentes fonctions critéres peuvent étre écrites de ma-
niere indépendante des déformations locales &;, i € {1,2,3}, quand les fractions z;
sont non nulles.

1
Fl = E(TIKA_I 20 +vo — (G + a)(zz + z3), (A.46)

1
F; = —za:l(g1 0+ C(T)—0:60—vo+ (G —b))z1 + (H —by)z3, (A47)
1
5’-'13 = EU:K“II 0 —C(T)—0:60+vo—(G+by)zy — (H + by)z3, (A.48)

1
F} = —Eor:Kg1 04+ C(T)+0:60—vo+ (G —by)z1 + (H —by)za. (A.49)

Si I’on considere que ’austénite et la martensite sont homogenes et isotropes de
modules de Young respectifs E, et E\; et qu’elles ont le méme coefficient de Poisson
v,

¢r:KA_1 20 = El,6:0 + Pi(tro)?
_ %EIAU\%M + (%EZA + PA)(tra)z (A-50)
et
(r:KI\;1 :0 = Elyo:0 + Py(tro)?
_ %ElMasz + (%EIM n PM)(tra)2, (A1
avec
ELY 1;”, X ‘Q—ELA El Y I;IM”, o —ELM. (A.52)
oyy est la contrainte équivalente de Mises définie par
3
Oym = Es 'S, (A.53)
ou s représente le tenseur déviateur de contrainte.
1
s =0 — 3 trol, (A.54)
tro = Zaii. (A.55)
i

I est le tenseur identité de méme dimension que o
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A.3 Lois complémentaires

La transformation d’une phase j en une phase k est régie par deux fonctions cri-
teres:

- fzj qui contr6le la diminution de la fraction z; ;

- F lk qui contr6le I’augmentation de la fraction zj.
Au cours de la transformation, z; et zx vérifient les conditions de consistance

Fl=0 et FF=o. (A.56)

L’obtention des lois d’évolution associées au différentes transformations nécessite de
calculer .7:"1.] pour tout (7, j) € {1,2} x {1,2, 3}.

On considere par exemple la transformation de 1’austénite en martensite M T régie
par les fonctions criteres .7-'2l et .7-'12 données par (A.40) et (A.44). En raison de (A.50)
et de (A.51),

1
}"21 =-3 [EIAG 0+ PA(tra)z] —vo + (G —a)(zz + z3), (A.57)

1
Fi= 3 [ElMa:a + PM(tra)z] +o:8g (A.58)
—C(T)+o0:04+vy— (G +by)zy — (H + by)z3.

Soient ) )
El, ¥ El,—El, et P, <P, — P, (A.59)

les conditions de consistance impliquent

d (4 2\ _
E(fz +f1) =0, (A.60)
avec
1 21 2
F, +F = §<E1MA0:0 + Pya(tro) ) +o0:e9 (A.61)
—C(T) = (G +b1)z1 + (G —a)z2 + [(G —a) — (H + b2)] z3,
d’ou
d (. 2 . . .
E(]—} + .7-'1) = (Elya0:0 + Pyptrotro) +6:¢€g (A.62)

—C(T) = (G + b))z 4+ (G —a)zy + [(G —a) — (H + by)] 23.

Si s et uy désignent les modules de cisaillement de I’austénite et de la martensite
respectivement, le module de cisaillement équivalent du matériau, jieq, est tel que

1 ZA+1_ZA

Heq  Ma M

(A.63)

On définit alors la partie élastique ¢ du tenseur de contrainte par

0 = 0o — 2ieq(22 — z3)€0. (A.64)
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& étant déviatorique, il est facile d’établir
1
06 =55l — 2fteq(z2 — 23)5 180 — 2teq((2 — 23)s5 €0 + Juro trél.  (A.65)

D’autre part, en dérivant (A.63) on trouve
[eq = W2 (L - i)zl, (A.66)
N\ uw Ha
(A.65) s’écrit alors

1
00 = §:§q + 3 tro tro® (A.67)

1 1 . . .
— 2,u§q(— — —)(22 —23)§ 18021 — 2lleqS 1 €0(Z2 — Z3).
MM Ha

De la méme maniere,
. . 2 1 1 eq\2 - eq\2 - .
0:60 = Sa€0 — 3y TN (22 — 23)(8g") 21 — 31teq(8g)) (22 — 23), (A.68)
M A

N € 7 . 2 . 2, .
ou £0q est une déformation équivalente définie par

2
eyl =1/ 360 €0, (A.69)

Compte tenu de (A.67) et de (A.68), (A.60) s’écrit

1 1 .
- {2u§q(— - —)(Zz —z3) [Elya0 i€0 + €0:80] + (G + bl)} Z1
Unm KA

— {Zueq [Elys0:0 + €g:60] — (G — a)} Zy (A.70)
+ {2peq [Elwa0 180 + €0:80] + (G —a) — (H + by)} 3

1 .
== —ElMAS :S‘el - (gElMA + PMA) tro trdel - 6‘015‘31 + C(T).

En cas de chargement proportionnel
o = ¢(t)oo, (A1)
oll ¢(¢) est un scalaire dépendant d’un parameétre ¢ et oy un tenseur de contrainte
constant. Dans ce cas, on se donne
3 s
€0 = 280 ————. (A72)
2 3
—50:§
530350
(A.70) peut alors s’écrire

1 1 . 3 .
— {Zugq(— — —)(22 — 23)€0 |:E1MA0VM sign (s :s¢o) + —80] + (G + bl)} A
Mm Ha 2

3
- {Z,Meqso |:E1MA0VM sign (s :s¢0) + 580i| —(G — a)} Zs (A.73)

3
+ {Z/Leqé‘o [EIMAUVM sign (s :s0) + §£0i| +(G—a)—(H+ bz)} Z3

N ZS‘e]

sign (s :s¢) + C(T).

. 1 . 3
= —Elyas :Se1 — gElMA + Pya | trotroe — 580

VM
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En méme temps, (A.11) donne

Yz=o. (AT4)

Si la fraction de M~ n’évolue pas, les équations (A.73) et (A.74) sont suffisantes pour
calculer les z;, i € {1,2, 3}; dans le cas contraire, il faut une équation supplémentaire
fournie par la condition de consistance associée a 1’évolution de z3. Les différentes
conditions de consistance sont définies de la maniere suivante :

— si I’austénite se transforme en M —,

1 1 3 .
- {2/L§q(_ - _) (z2 — z3)€0 |:E1MAOVM sign (s :s0) — _80] + (G + bl)} 21
Hm o Ma 2
3
- {Z,ueqso |:EIMA0VM sign (s :s0) — 580:| —(G—a)+ (H+ bz)} Zy
(A.75)

3
+ {Z/Leqeo [EIMAUVM sign (s :s9) — 580] + (G — a)} Z3

1 3 :$ .
= —FElyss:8q — (EEIMA + PMA) tro trdq + Eeos Yel sign(s:so) + C(T);
VM
— si la martensite M 1 se transforme en M,
, (1 1 2 .
6[Leq — — — J(z2 —z3)gg — 2b1 | 21 (A.76)
Um  Ha
. . S:8e
+ [6ueqs§ —(H + bz)] Zy — [6ueqs§ —(H - bz)] z3 = 3¢9 ! sign (s:89);
VM
— si la martensite M ~ se transforme en M T,
, 1 1 5 .
—|bmegl — —— (z2 —z3)e5 + 2b1 | &4 (A.77)
Um  Ha
. . S8l |
- [6ueqaé —(H — bz)] Z + [6ueq8(2) —(H + bz)] Zz3 = —3gp ! sign (s :s¢)
VM

— si la martensite M1 se transforme en austénite,

1 1 . 3 .
{2/“l’§q(_ - —)(22 —23)&0 |:EZMAOVM sign (s :s0) + —80] + (G — bl)} A
Mmoo Ha 2

3
+ {ZMquo [EIMAUVM sign (s :s¢0) + 58():| —(G+ a)} Zy (A.78)

3
_ {Z,U,eqso |:EIMA0VM sign (s :s0) + 580] + (G +a)—(H - b2)} Z3

1 3 Se .
= Elyas:Sa + (gElMA + PMA) tro troe + Esos Sel sign(s:so) — C(T);
o

VM
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— si la martensite M ~ se transforme en austénite,

{ ( - M_)(Z2 —23)&0 I:EZMAUVM sign (s :59) — ;80i| +(G - bl)} Z1

{2/Leq80 |:E1MA0VM sign (s:s¢) — E80] —(G+a)+ (H - bz)} Zy
(A.79)

3 .
— {zlueqeo |:EZMAUVM sign (s:s¢) — 580:| + (G + a)} Z3

sign (s :50) — C(T).

1 3 s:§
= Elyas:Sq + (EEIMA + PMA) tro troe — 580 el

Ovm

A.4 Procédure d’identification des parametres

L’identification des parametres nécessite un essai de calorimétrie a balayage diffé-
rentiel, un essai d’orientation et un essai de traction—décharge dans le domaine pseu-
doélastique. En 1D, les expressions (A.40), (A.44) et (A.46) a (A.49) des fonctions
criteres s’écrivent

2
fll = o 4+ vo— (G + a)(z2 + z3), (A.80)
2K,
o
F2= “ax, T (@@t ), (A.81)
2
i = zi< —C(T) + 069 +vo = (G +b1)z1 — (H + b)z3, (A.82)
M
2 o?
Fi= 2K, Dz + (H = by)z3, (A.83)
2
Fi = 5= = C(T) =060 +vo = (G +b)z1 = (H + b2)=, (A.84)
M
2
F} =5+ C(T) + 080 —vo + (G = b))z + (H = by)za. (A.85)
M

On choisit une déformation g¢ positive.

A.4.1 Essai d’orientation

. I . . ) .
Au début de I’essai, zp = z3 = <. Si 0y représente la contrainte de début d’orien-

tation et T, la température, constante, a laquelle I’essai est réalisé,

o2 H-b

T3 = o) + Ors0 — Vo —— 2o, (A.86)
2 H+b

FE =02 55 = C(Tw) + 0 + v0 - T2 o (a8
M

On détermine b, en éliminant vy dans (A.86) par I’intermédiaire de (A.87).

bz = ZUrSEO. (A88)
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A la fin de I’orientation, z; = 1. Si oy¢ désigne la contrainte de fin d’orientation,

2

o%
.7:23 =0= —ﬁ + C(Tori) + o0 — VO(H - b2) = 0’ (A89)

M

o2
Fl=0= L — C(Tos) + 0weo + vo = 0. (A.90)
2Ky

On détermine H en éliminant vy et en remplagant b, par sa valeur donnée par (A.88).
H = 2(os — 0yf)&0. (A91)

A.4.2 Essai de traction—décharge dans le domaine pseudoélastique

Le changement de phase direct en traction se produit de maniere que ]—'21 =0et
.7-'12 = 0. On désigne par T la température, constante, de 1’essai.

Au début de la transformation directe, z; = 1. Si oy, désigne la contrainte de début
de changement de phase,

Oms

Fl=0s-22 y =0, (A92)
Fl=0= %—C(To)+0msso+vo—(G +by) =0. (A.93)
On élimine vy pour obtenir
O (i - L) ¥ Omeo — C(To) — (G + by) = 0. (A.94)
2 \ Ky K,

A la fin de la transformation directe en traction, z; = 1. Si oy, désigne la contrainte
de fin de changement de phase, en éliminant vy de 1’équation .7-'21 = 0 par I'intermé-
diaire de 77 = 0 on obtient

2

onf 1 1

—| — — — ] + omtgo — C(Tp) + (G —a) = 0. A.95

2 (1 - ) +omeo— CT) + G =) (195)
Au début de la transformation inverse, z; = 1. Si 0,5 désigne la contrainte de début

de changement de phase, en éliminant vy de 1’équation fzz = 0 par I’intermédiaire de

F! =0 on obtient

o2 (1 1
-2 — — — | — 00+ C(Ty) — (G +a) =0. A.96
2 (5= ) o+ CT - G +a) (A.96)

Enfin, a la fin de la transformation inverse, z; = 1. Si o,s désigne la contrainte de
fin de changement de phase, en éliminant vo de I’équation }"22 = 0 par I'intermédiaire

de F! = 0 on obtient
o

2001 1
i R a C(T, G—-b;)=0. A.97
> (KM KA) oar0 + C(To) + ( 1) (A.97)

(A.95)— (A96) = a = arﬁf—aai( Lo )+( ) (A.98)
95) — (A. g=—|-m " __ _ Omf — Oas)€0 | » .
> B KM KA mf as)c0

(A94) + (A9T) = by = 1 Oms—oit( 1] +( ) (A.99)
) . Sl =y Oms — 0af)€0 | - .
) 2 Ky K. 120



A.4 Procédure d’identification des parameétres 171

Compte tenu de (A.98) et de (A.99),

—1|o2—-02( 1 1
(A94) —(A95) = G = —= —(— - —) + (0as — 0u)e0 (A.100)

> \K, K.
2 2
Ot —Oms (1 1 o
Tt (KM 1<A)+(0"’t 0’“)80}'

En remplacant G par sa valeur,

2 2
(A.94) — (A.97) = C(Ty) = %[m(i - L) + (0us + 0ue0 (AL101)

2 Ky K,
ol +ok (1 1
+ %(K—M — FA) + (Omt + Oms)o |-
On se donne 1’expression suivante de C(7T') :
C(T) = g(T—A?) s (A.102)

& et k étant des constantes matérielles et A? la température de fin de changement de
phase inverse, caractérisée par z; = 1, a contrainte nulle. En éliminant vy de ]-'22 =0

par I'intermédiaire de F, 11 = 0 on détermine la valeur de C (A? ), égale a k d’apres
(A.102).

C(A?) —k=b —G. (A.103)
D’autre part, d’apres (A.102),
£ = %, VT # AQ. (A.104)
En particulier, pour 7' = T, .
£ = %, (A.105)

ou C(T)) est donnée par (A.101).
Enfin, les parametres K,, Ky et g9 se déduisent directement a partir de la réponse
pseudoélastique du matériau en contrainte—déformation.






ANNEXE B

Calculs relatifs au chapitre 6

B.1 Lois d’état

Le lagrangien s’écrit
def
L=L(e Texenz eu 6B, z)
1
=(1-2) |:5(€A —&):K,:(es — 3r)i|

1 2
+z |:§(€M —ep—¢&): Kyi(enw—ep—&) +C(T,2) — EB :etri|

(B.1)
2
+ G% + %[az + B(1 —2)] (%e[r:str)
—A: (1 —2)en + zey — €] —M(V - %en:eu) —viz— (1 —2),
ou
G=G(z), a=ad(z), B=H) v=7) (B.2)

Les multiplicateurs de Lagrange vy, v, et u sont tels que

2
vy =20,viz=0, vV, =20,1,(1—-2)=0 et MZO,M(V—1/§€&3€U)=O~

(B.3)

Comme il est démontré a I’annexe A, on n’a pas besoin de tenir compte des multi-
plicateur de Lagrange v et v, pour I’étude de 1’évolution de z entre O et 1. Par consé-
quent, si I’on désigne par A, et A, les forces thermodynamiques associées respec-
tivement au changement de phase et a ’orientation de la martensite, les lois d’état
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s’écrivent

oL

=0 = A—0=0, (B.4)
0e
oL
- =0 = (1—2)[Ks:(es—€;)—A]=0, (B.5)
N
oL
—— =0 = z[Ky:(ey—6&x—¢&)—A]=0, (B.6)
dey
oL 1
—£=Az = Az=§[(eA—er):KA:(eA—er)
_(eM_elr_er):KM:(eM_elr_er)] (B.7)
2
—C(T,z) — Gz — |:(a - Bz + §:| (§€tri€u)
2
—AL:(ep—ey) + EB ‘€,
oL 2
~ % =A, => Ay,=: KI\,I:(e,VI—etr—er)—5[0{24—,3(1—2)]3[r
tr
(B.8)
2 21 &
Z,p___“w
+ 32 3 3 >
gstrzetr
_%:0 = (I—2)e,+zey—e=0, (B.9)
oA
oL
T 9 =A = A =(0-2)K,:(ex—€&)+zKy:(en —&x — &), (B.10)
oL 2
— 8_B = AB = AB = §Z€Lrs (Bll)
oL 0C(T,z.) 9G z?
_ = = =g B.12
0z¢ A = A : 0z 0z. 2 ( )

z [ da ap 2 ay
— = | =— —(1 — —&yi8y | — U—.
2|:azez+ 8ze( Z)i| (3€t et) “aze
Quand 0 < z < 1, les équations (B.5) et (B.6), compte tenu de (B.4), permettent
de déduire

oc=K,:¢
Aea (B.13)
= Ky:(en — &),
d’ol
en=K "0, (B.14)
ev=K;":0 +e. (B.15)

En remplacant e, et e, par leurs valeurs de (B.14) et (B.15) dans (B.9), on obtient
[(1 — K[! +th;1]:0 — e zeyn (B.16)
La loi de comportement s’écrit alors

o=K:(e—zey), (B.17)
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ou K est le module élastique équivalent donné par
-1
K = [(l—z)KA_l +ngl] . (B.18)

(B.17) est valable pour toute composition du matériau.
B.2 Lois complémentaires

Pour les raisons expliquées au chapitre 6, on se donne pour z., &, et B les lois
d’évolution suivantes :

2 o= |3, (B.19)

. g3 s Ze\ .

e, = T (z m) exp (—?>Ze, (B20)

. Bsat 2 &y Ze\ .

B="—|375 exp (—?>ze. (B.21)
getr:elr

On impose a A; et a Ay, de vérifier

A, € 9;D, (B.22)
A; € 9; D, (B.23)

ol D est une fonction convexe, positive, continue et nulle & I’origine, donnée par

déf

D = D(Zv étl’)
5 (B.24)
= P(z,ze,2) 2 + R(2) gétr:étr-
P(z, ze, z) est défini par
P(z,z,2) =[a(l —z) + bz] signz, (B.25)
a et b étant des paramétres positifs dépendant de z.,
a=4d(z,) et b= B(Ze). (B.26)
D’autre part,
R(z) = z%Y, (B.27)

Y étant une constante positive du matériau. (B.22) et (B.23) impliquent les inégalités
|Az| <a(l —z)+ bz (B.28)

et
[ Aullyy < R(2), (B.29)

ol || Ag|lyy est 'équivalent de Mises en traction du tenseur Aj;.
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En raison de (B.4), (B.7) et (B.8), les inégalités (B.28) et (B.29) fournissent res-
pectivement les criteres de changement de phase et d’orientation de la martensite. Ces
criteres s’écrivent

Fl<o, (B.30)
F2 <o, (B.31)
Fue <0, (B.32)

avec
1 1
Fl = E[(SA —&):K,:(es— &)
—(en—en—&r): Ky:(en — e — 6'r)] (B.33)

(T2 = (G + ) —a(l —2)— [(a )+ g} @en:etr)
—0:(ey—ey) + %B &y,

F2= (e —e): Ky (er—e)
—(em— v —&): Ky:(ey —ep —&1)] (B.34)

+C(T,z)) + (G—b)z—a(l —z) + |:(a - Bz + §i| (%etr:en)

2
+a:(€A_€M)_ EB:etn

i Ky:(em—ex—er) (B.35)

2 2 2 o
YIB —Zlaz+B(l—2)ea— K |l _.y.
3 3 3z [»
€ €u
3 VM

F . . .
On note F,; le rapport X Foi et Fy sont de méme signe pour tout z > 0, il convient
z

donc de choisir F,; comme fonction critére associée a I’orientation de la martensite a
la place de Fi.

Au début du changement de phase direct, la fraction z est nulle. En raison de (B.6),
la déformation &, dont dépend F! est indéfinie dans ce cas tandis que €, vérifie (B.14)
a cause de (B.4) et de (B.5). Cependant, puisque le tenseur Ky, est défini positif, .7-'21
admet un maximum J}* pour une valeur e}, de &y, telle que

aF)
2 :0:>e;4:Kgl:a+elr+er. (B.36)
ey
Par conséquent,
1
Fit = o (Kgl - K;l) 10— C(T.z) (B.37)

+ (0 + %B) ey —(G+b)z—a(l —z)— |:(ot—/3)z + §i| (%etr:etr).
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Or,
Fl<oe F* <o, (B.38)

F}* = 0 définit donc le seuil de début de changement de phase direct. Pour ey = &},
la fonction F;; associée a I’orientation de la martensite est donnée par

2 2 2
Foi=|l[0+2B) = Zjaz+ B —2)es—H || _.y. B39)
3 3 3
—E4 . €
3 VM

Fori contrdle I’ orientation de la martensite. Pour des valeurs strictement positives de z,
I’expression de F,y reste inchangée tandis que celle de F! est donnée par

z

1
F} :50:(KJI—K;1):0—C(T,23) (B.40)

+ (a + %B) e — (G +b)z —a(l —2) - [(a—ﬂ)z - g} (%)

La fraction z ne peut pas dépasser 1’unité a cause de la liaison unilatérale 1 — z = 0.

Un raisonnement analogue permet d’identifier le seuil de début du changement de
phase inverse et les expressions des fonctions criteres au cours de la transformation de
la martensite en austénite. En effet, pour 0 < z < 1, en raison de (B.4), (B.5) et (B.6),

1
F= g0 (K — K)o+ C(T.2) (B.41)

- (a + ;B):e‘u + (G —=b)z—a(l-z2)+ [(a—ﬂ)z + §i| (%etr:etr)'

La transformation inverse ne peut pas se poursuivre quand z s’annule en raison de la
liaison unilatérale z > 0.

Si I’on suppose que 1’austénite et la martensite sont homogenes et isotropes de
modules de Young respectifs E, et E\; et qu’elles ont le méme coefficient de Poisson
v, alors

0:K':0 = El,0:6 + P,(tro)* (B.42)
et

(T:KI\;1 0 = Elyo:o + PM(tra)z, (B.43)
avec

| p ¢ 1 ‘
pr ety par Vg sl e v (B.44)
E, E, Ey Ey

Soient

El, ¥ El,—El, et P,¥p,—P, (B.45)
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les expressions (B.39), (B.40) et (B.41) des fonctions criteres peuvent s’écrire

1
Fl = E(ElMAa ‘o + PMA(tro)z) — (T, z) (B.46)
2 r B1(2
+ 0+§B e — (G +b)z—a(l —z)— (oz—ﬂ)z—i—z §€tr2€tr ,
1 L |
F2= —§<EZMA0 o+ PMA(tro)z) +C(T, z) (B.A7)
2 r B1(2
— a+§B e+ (G —b)z—a(l —z)+ (oz—,B)z—i—E gstr:etr ,
2 2 2 ¢
Foi = (a n —B) ez 4B =) en— HEr | .y, (B.48)
3 3 32 o
gé‘tr:é‘tr

Lorsque le changement de phase est effectif, I’évolution de z vérifie _7-'21 = 0 au cours
d’une transformation directe et 72 = 0 au cours d’une transformation inverse. L' évo-
lution de &, vérifie la régle de normalité

é _ nafori
tr —
X
~ 3 X (B.49)
~ 2"y
ou
nz= 0, Fori<O et nfori =0 (B.50)
. 2 2 2
x ¥ (s+§B)—§[ozz+ﬁ(1—z)]e"—3—ML. (B.51)

z |2
gelrzetr

On considere a titre d’exemple le changement de phase direct accompagné d’une
orientation de la martensite. Z et &, vérifient dans ce cas les conditions de consistance

Fl=o, (B.52)

Foi = 0. (B.53)

En raison de (B.46),
dC(T, z¢) 7 aC(T, z.) .

Fl = F 6+ P, — . B.54
F, a0 16 + Pystrotro T P Z (B.54)
2 . . 2 .
+(0+§B):etr+(a+§lf):elr
0G  0b 0
G Hb-—ap— (4 Loz - X1 -2z
0z 0z 0zZ¢

_ [(a - B)z+ (g—z - g—i)zée + %g—iée] (%euzeﬁ)

-2 |:(oz —pB)z+ g] (%sn:étr).
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Si py et py désignent les modules de cisaillement de 1’austénite et de la martensite
respectivement, le module de cisaillement équivalent du matériau, (i, est tel que
1 1—z z

= + —. (B.55)
Meq Ha Mm

On définit alors la partie élastique o, du tenseur de contrainte par
0 = 0cl — 2fdeq€ir (B.56)
Compte tenu du fait que &, est déviatorique,
00 =8 :Sel — 2fleqZ8 (€ — 2fleqZS 1€y — 2fheqZS 1€y + % tro tro®. (B.57)

D’autre part, en raison de (B.56),

1 1
. 2 .
Weqg = —Uo| — — — )Z. (B.58)
« eq(MM MA)
(B.57) s’écrit alors
2
. e 1 . el /’Leq . . L.
00 =88]+ S otre” —2——5:6¢Z — 2lleqZS : €y (B.59)
3 Ha
De la méme maniere,
2
0.6y = €8¢ — Zlu—eqetr:etré — 2heqZ € Exr- (B.60)
A

Compte tenu de (B.49), de (B.59) et de (B.60), la condition (B.52) s’écrit

2 G ab da 20B
{(G +0b)—a+ 5(0‘ —Bley:en + (3_Ze + 8_26)2 + 3_Ze(1 —z)— ga—zeiﬂr
20 (3 9 19 It IC(T)) .
[ ) g e 150
3 2 X
_ {5(0 + EB) -2 [((x —B)z+ §i| € — 3lheqZ (Eluas + etr)} : XVMn (B.61)
1 aC(T) .
= (Elyas + €y):Se + (gElMA + PMA) tro tr e — 8;" )T

La détermination des deux inconnues z et 1 de I’équation précédente nécessite une
équation supplémentaire :
— Si Fori <OousiFyy =0et fori < 0, n = 0 en raison de (B.50) ;
— dans le cas contraire,, la valeur de 1 peut ne pas étre nulle. Elle est donnée dans
ce cas par (B.53) :

— si le module 1/ =& : & est inférieur a sa valeur limite y, le multiplicateur p

dans I’expression de X est nul. Par conséquent,

x& (s + %B) - % [z + B(1 — 2)] ey (B.62)
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11 en résulte

. 2.
X =5+ EB (B.63)
2 [ da d . 2 .2 .
- 3 |:3_Zez + a_i(l - Z)] EyZe — g(a - ﬂ)etrz - E [OlZ + .3(1 - Z)] Eqr.
D’autre part,
. 3 X . .
Forii = 3 You X -Y:z. (B.64)

En raison de (B.49), de (B.58), de (B.62) et de (B.63),

2

X:X =X:sy— 2@X:enz — 2fheqz Xymn) (B.65)
Ma
2. 0B. 2r. . .
=+ EX:—azeZe — g I:OZZ + ﬁ(l _Z)] €lr:XZe

— %(a —B)eg: Xz, — % [@z + B(1 — 2)]nXym-

Au cours de la transformation directe, z > 0 = Z. = Z. Par conséquent,
(B.64) s’écrit

2
Meq do ap ay 0B X |.
Y TNy — 4+ (-2 )L ey — — |:
{ +|:(3HA + 'B+(3yz+3y( z) o & = | o z

3 X
+ [az +p(0—-2)+ 3;Leqz] n==$e:—, (B.66)
27 Xym

2
— si §€1r ;& tend a dépasser y, le multiplicateur p n’est plus nul. En effet, u

12 .
getr.etr =y => €46 =0 (B.67)

= etr:X == 0

dans ce cas est tel que

Il en résulte, compte tenu de (B.51),

N|=

= %{(s+§3):etr—y2 [az+/3(1—z)]} (B.68)

et par conséquent

2 2 2
X = (S+§B)—3—)/2|:(S+§B)Z€n-i|€tr. (B69)

La condition fmi = 0 se traduit dans ce cas par

. 1 2 3 . X ( )
) Z+ _2 s + —B :€r+3/1«e z ” = —Se¢ L. B.;()
% 3 ! a 2 ! XVM
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Au cours d’un changement de phase inverse, les lois d’évolution de z et de &, vérifient
la condition .7-"22 = 0. En se servant de (B.47),

. T, z) . T,z.).
,7-"22 = —FEly,0:06 — Py trotro + 0C(T, = )T + 0C(T, = )ze (B.71)
T 0Z¢
2 . . 2 .
— (or + 58) &y — (o + EB) (&
G db 0
+(G—b+ta)y+ e P B
0z, 0z, 0z

+ [(a B+ (g—je - g—i)zée + %g_iée} (%str:en)
+2 |:(Ol —B)z+ §i| (%etr:éu).

Au cours de la transformation inverse, z < 0 = z. = —z. Compte tenu de (B.49), de
(B.58) et de (B.59), (B.71) s’écrit

€y

{(G —b)+a+ %(a —Bley ey — (

2[(0a 3B\ 1087 dy ey IC(T)) .
—— (== —— | —eyiep +2—(EI 0!
3 [(87/ 8)/) + 287/} 8Ze€Lr fut /LA( Ma8 F Eu) €u 0Ze :

B_G_%) da 20B

(1 - )
0z. 0z 2 z( Z)_‘_382e

3

2 X
_ {5(0' + EB) -2 [(a —B)z+ §i| €y — 3heqZ (Eluas + etr)} : X—VMn B.72)

IC(T)

T
oT

. 1 .
= (Elyas + €y):Se + (EEIMA + PMA) tro trée —

Comme dans le cas du changement de phase direct, la détermination des deux incon-
nues z et 1) nécessite une équation supplémentaire. Cette équation est donnée par n = 0
si Fori < 0ousi Fo = 0et Foq < 0;dans le cas contraire, elle est donnée par (B.66)

12 /2
si getr:etr < y ou par (B.70) si §€1ri€u tend a dépasser y .

B.3 Procédure d’identification des parametres

En 1D, (B.39), (B.40) et (B.41) donnent

(L _ 1)
fz—(E—M EA)2 C(T, z.) (B.73)
+ (0 + B)er — (G +b)z—a(l—z)—|:(a—,3)z+g}ei,
- 1 1\o?
fz ——(E—M—E—A)7+C(T,Ze) (B74)
_(O'—}-B)(-,‘tr—l—(G—b)Z—a(l—Z)-i-|:(Ol—/3)2+§:|8t2r,

Foi = ’(0 4+ B)—[az + (1 — 2)] e — g sign ey

—zY. (B.75)
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On suppose que 1’éducation permet au matériau de se transformer en martensite com-
plétement orientée, caractérisée par || = y, par simple refroidissement a partir d’un
état austénitique. L’identification des parametres nécessite alors un essai d’orientation,
un essai de traction répétée dans le domaine pseudoélastique jusqu’a stabilisation de la
boucle d’hystérésis et deux essais de calorimétrie a balayage différentiel. On se donne

a=a© + (asa‘ — a(O)) (1 —exp (—Z?)) (B.76)
b=bO 4 (bsat - b(")) (1 —exp (—Z?)) (B.77)
G =G0 4 (GSat _ G(O))(l —exp (—Z?)) (B.78)
C(T,z) = COT) + (C““(T) — C(O)(T)) (1 —exp (—Z?)) (B.79)
y=vO+ (r- y(°)><1 —exp (—Z?)) (B.80)

Les exposants () et % correspondent respectivement au matériau vierge et au matériau
éduqué. Les densités des chaleurs latentes C©)(T') et C**(T') sont définies par

cO(T) = g“’)(T - (A?)(O)) + 1@, (B.81)

Csat(T) — Ssat(T _ (A?>sat) T s (B.82)

B.3.1 Essai d’orientation

L’orientation de la martensite commence pour |0 + B| = 05,z = l et g, = 0 qui
entraine nécessairement p = 0. Par conséquent, (B.75) donne

Y = 0. (B.83)

Quand o devient infiniment proche de o, par valeurs inférieures, &, = yetu = 0.
L’ orientation respecte la condition de consistance F,; = 0 qui entraine

(d + B) —aéy =0, (B.84)
d’ou
Orf Y
/ d(oc+ B) = oe/ dey. (B.85)
Ors 0

Par conséquent,

o= "0 (B.86)
14

On considere que la martensite formée a partir de I’austénite est completement orientée
lorsque la contrainte de début de changement de phase directe est supérieure ou égale
au seuil o de fin d’orientation. Dans ce cas, Fo; = Opourz = 0,8, =y, (0 + B) =
oy et u = 0 donne

g=21 (B.87)
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B.3.2 Essai de traction répétée dans le domaine pseudoélastique

Chaque cycle correspond a une augmentation de deux de z.. en intégrant (B.20)
on obtient, en 1D, la valeur de la déformation résiduelle & la fin d’un cycle entier de
traction—décharge. Elle est donnée par

2N
& = eim(l —exp (——)), (B.88)
T

ol N est le nombre de cycles. Le parametre t peut étre déterminé par ajustement
de la courbe (B.88) a la courbe expérimentale déduite directement de la réponse en
contrainte—déformation du matériau.

Le cycle contrainte-déformation stabilisé permet I’identification de a**, b%' et G,

sat
I permet aussi de calculer £ et k% connaissant la température (A?) déterminée

par un essai de calorimétrie a balayage différentiel sur un échantillon du matériau com-
pletement éduqué. En effet, soit Ty la température a laquelle I’essai est réalisé
— le changement de phase direct commence pour ¢ = o3& et z = 0. z tends vers
—+o00. En tenant compte de (B.76) a (B.82), ]_-21 = 0 implique

2
1 1 (asast) ) ﬂsat 5
o m _ Csat T sa't Bsal sat __ sat sat — O;
(EM EA) 2 (To) + (o + B)y™ —a™ = =(r™)
(B.89)
etz = 1. F} = 0 implique

— ala fin du changement de phase direct, 0 = o}

11\ () ) o
(_ _ _) ( mf) _ Csdt(To) + (O,[sndft + Bsdt)ysat
Ew Ex) 2 (B.90)

sat
_ (Gsat + bsat) _ (asat _ ﬂT) (ysat)2 =0:;

— le changement de phase inverse commence pour z = l et = 0. F2 = 0
implique

RS o
_(E_ — E_)@ + CSdt(TO) _ (O;:[ + Bsdt)ym
Moo (B.91)

sat
+ (Gsat _ bsal) + (asat _ IBT)(ysal)z =0;

— alafin de la transformation inverse, z = 0 et 0 = 0. 2 = 0 entraine

—( : 1 )w + C*(Ty)

Ev Es) 2 (B.92)
_ (o.sat + Bsat) sat __ sat + ﬂ;m( sat)2 =0
af 14 a b Y = 0.
w U1 1NE = (03w e
(B.89) + (B.92) = o™ = 5 (E_ _ E_)M + (U;i: _ U;;}t)ysat ’
M A

(B.93)

B sat) 2 2
(B.90) + (BII) = b = (L _ )M T (o — o)
’ ’ m] as

(B.94)
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Compte tenu de (B.93) et de (B.94),

2 2 2 2
_ w_ 1 (L_L) (omr)” = (omy)” + (o) — (")
(B89) —(B.90) = G = 5 | (- = 5 :

sat sat sat sat
+(amf_ams+a -0

s s )ysat _ z(asat _ ﬁsat) (ysat)z]’

(B.95)
sat) 2 sat) 2
(B.95) et (B.89) = Csat(To) = % |:(EL — EL)M (B.96)

+ (O'[Sril + O_:;n)ysat _ ﬂsat(ysal)21| + Bsatysat.

D’autre part, (B.82) implique

ot _ Csat(( A?)Sat). (B.97)

F2 =0pourz=0eto =0 donne

2
Csat((A?)sm) — asat _ ‘Bsat(ysat) 4 Bsatysat,

5 (B.98)
d’ou
sal sal 2

Ksat — asar _ ’3 t(; t) + Bsatysat. (B99)

Finalement, en raison de (B.82),
sat
Csat(To) _ Csal((AfO) )
£ = NG
To - (Af> (B.100)

Csat(TO) — st
= s
7o (47)

La premiére boucle pseudoélastique permet la détermination de a®, b et G(©.

0 .
Connaissant T et (A? ) , elle permet aussi de calculer x @ et £ Si I’exposant @)
affecté a un parametre donné désigne la valeur de ce parametre pour z,

=i,ona:
— au début du changement de phase direct, F! = Opourz = 0,z. = Oeto = o,

(0)
implique

ms

2
(0)
1 1 (oms) '3(0) 2
— | =L _ o 0),,(0) _ 40 _ ( (o>> —0:
(EM EA) 7 (To) + oy —a Y
(B.101)
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— ala fin de la transformation directe, z = 1, ze. = l eto = o((;) F, 1 = ( entraine

©))>

Um
(£ ) o) -l ()
+ [ © 4 Bb‘“(l —exp (—%))} y® (B.102)
(GO 4 O ex _l)
(G +b )e p( .

—(Gsa‘+b5a‘)(l—exP (_%)) ( W _ ﬁ;”)(ym)Z o

— au début de la transformation inverse, 0 = o pour z=letze=1.F2=0
implique

1 1 ( (0)) C(O) T 1 Csat T 1 1
(mw) e e mwen () seran(i-en ()
[ <0>+B<at(1_exp( ))}ym (B.103)
+ (GO =50 exp ( )

o)) o

G sat b%dt

— ala fin de la transformation inverse, 0 = 0(0) pourz = Oetze = 2. F2 =
implique

(0)

1 1 a 2 2
(- E—A)# e menn(=2) + a1 -ew (=)
[ O+ BS"“( — exp (—%))} y® (B.104)
2)
—a©@exp (—%) — asat(l exp ( t)) ﬂz (}/(2))2 =0.
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2
(B.101) + (B.104) x exp (—) donne
T

2
+ o0y @ — o, exp (—)7/(2) (B.105)
T
1 sat sat,(2) sat 2
+§[C (To) — By —a ] exp|—])—1
T

N3]

1{p® 2 2 BO 2
P (z)) s _( (0
+ ( 3 (y exp . 5 y ) .

1 1
(B.102) x exp ( ) + (B.103) x exp ( ) donne

T T

2 2
() (0)
Ll 1y (o) = (o 1
b = (— - —) = 3 - ) + (oélof) — oéf))y(l) exp (—)

T

— bsa‘(exp (%) — 1). (B.106)

1 1
Compte tenu de (B.105) et de (B.106), (B.102) x exp (—) —(B.103) xexp (—) donne
T T

GO — ! (L _ L) (0[53))2 i <Oi?))2 exp (l)
T

B.107

1 1) 2
+ (GIEE) + Gzl(s()))y(l) exp (;) _ 2(05(1) _ ﬂT) (J/(l)> _ C(O)(To)

(1)
+ |:Bsaly(1) _ Csat(To) Gt (Ol(l) _ %) (V(l))2:| (exp (l) B 1)
T
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2
Par conséquent, (B.101) — (B.104) x exp (—) donne
T

2 2 2
(Uéfl)) +<0(f0>) exp (=
cOry =2 (L1 : :
¥~ 2|\E, E. 2
2
N (a,gg>y<°>+a;§>y<2> exp (;)) (B.108)

_ %(IB(O)()/(O))Z n 5(2)(y(z))2)
AR AT

D’autre part, en raison de (B.81),
(0)
(O c<°>((A?) ) (B.109)

F2=0pourz =0,z =2eto = 0 implique

K(O) — a(O) + (asat _ Cgat((A?)(o))) (exp (%) — 1) (B.110)
2 '3(2) 2 2
sat.,(2) Il L )] Z
+ B®'y (exp(f) 1) 3 (y ) exp(r).

(B.81) implique, d’ailleurs,
£O = CO(Ty) —k©

- (A?)(O) . (B.111)



