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Introduction

Cette these se situe dans le contexte applicatif des méthodes de controle non-destructif qui consistent
a détecter, voire identifier la présence des défauts, typiquement une fissure au sein d’un matériau solide.
Cette détection se fait via I’émission et la détection d’ondes dites ultrasonores dans la piece a tester : la
présence du défaut se manifeste alors par son influence sur la propagation des ondes dans la piece ; la
méthode est dite non-destructive. Cette question intéresse particulierement EDF (Electricité de France)
en vue du contrdle des réacteurs nucléaires pour lesquels il est important de pouvoir détecter la présence
et I’évolution d’une fissure. Dans cet objectif, le recours au calcul numérique parait incontournable. Sans
aller jusqu’au probleme inverse (la reconstruction d’une fissure a partir des mesures), il est indispensable
de pouvoir modéliser et de simuler la propagation d’ondes dans un milieu solide en présence de fissures.
C’est dans ce contexte que le projet ONDES de I'INRIA et le département SINETICS de la section de
Recherche et Développement de EDF collaborent depuis plusieurs années pour la mise au point de codes
de simulation numérique d’expériences de contrdle non-destructif en régime transitoire. De facon plus
précise, cette theése se situe dans le prolongement de celle de Chrysoula Tsogka [80], qui avait développé
une méthode originale adaptée au probleme consistant a coupler une méthode d’éléments finis mixtes
particuliere sur des maillage réguliers avec une méthode de domaines fictifs pour la prise en compte
des fissures. Plus récemment, Gilles Scarella [77] a étendu cette méthode pour prendre en compte des
conditions de contact unilatéral pour modéliser la fissure. La motivation particuliere de ce travail repose
sur les trois observations suivantes :

— dans de nombreux cas de figure, la fissure ou, de fagon plus générale, les détails géométriques du
domaine de propagation, représentent une petite partie du domaine de propagation complet,

— la méthode des domaines fictifs, bien que robuste et relativement simple a utiliser, a une précision
qui reste limitée si I’on n’utilise pas des maillages suffisamment fins.

— en présence de défauts, la solution recherchée présente des singularités en bout de fissure, singu-
larités qu’une méthode trop fruste ne permettra pas de prendre en compte de facon suffisamment
précise.

Ces observations conduisent a penser qu’il est souhaitable de disposer d’un outil de simulation permettant
d’utiliser localement une méthode de calcul trés précise pour prendre en compte les détails géométriques
ou singularités de la solution qu’il faudrait coupler avec des méthodes qui utilisent une discrétisation
moins fine mais permettant néanmoins de fournir une précision suffisante sur le reste du domaine de cal-
cul. Il est alors clair qu’une des idées les plus naturelles consiste a utiliser des méthodes de raffinement
local de maillage. Dans sa these, Thierry Fouquet [46], s’est attaqué a ce probleme dans le contexte des
équations de Maxwell, avec un double objectif :

— &tre capable de traiter des raccords de maillages non conformes, ce qui est souhaitable en tout état
de cause et indispensable dans le cas d’un maillage régulier (voir la figure 1),

— &tre capable d’utiliser des pas de temps locaux adaptés au maillage spatial (on prendra le pas de
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F1G. 1 — Raffinement de maillage non-conforme. Plafond de la cafétéria de ' INRIA-Rocquencourt.

temps At petit 1a ou le pas d’espace h est petit) ce qui s’impose naturellement lorsqu’on s’inté-
resse a des équations de nature hyperbolique.

Lorsqu’on attaque cette question on peut se heurter a des questions délicates de stabilité comme cela peut
étre le cas avec I’approche classique basée sur des techniques d’interpolation [27, 61,59, 72, 66]. Dans
[46] T. Fouquet a développé une technique originale de raffinement spatio-temporel dite conserva-
tive dont la qualité premiere est d’assurer a priori la stabilité du schéma sans incidence sur la condition
CFL. La méthode se base sur la conservation d’une énergie discréte qui est équivalente 2 la norme L? de
la solution discrete.

La mission qui m’a été confiée comporte plusieurs volets :

— adapter les méthodes de raffinement conservatives aux équations de I’élastodynamique linéaire
(propagation des ondes dans les solides),

— compléter I’analyse de ces méthodes (questions ouvertes par la theése de T. Fouquet),

— les étendre a des taux de raffinement (rationnels) quelconques,

— améliorer les méthodes conservatives initiales en termes de précision,

— étre en mesure de coupler cette méthode de raffinement espace temps a la méthode des domaines
fictifs.

Tel est effectivement le programme que j’ai mené a bien au long de ce travail, qui m’a, en outre, amené a
réexplorer, tant du point de vue théorique que pratique, la méthode des domaines fictifs, laquelle peut se
révéler inopérante dans certains cas en élastodynamique si on ne prend pas garde a choisir convenable-
ment les éléments finis mixtes utilisés pour la discrétisation volumique. Tout ceci explique que ma theése
comporte quatre parties distinctes, d’importance inégale.

La premiere partie, 2 mes yeux la plus importante, concerne les méthodes de raffinement espace temps
pour I’élastodynamique. Si ce qui concerne le raccord des maillages en espace s’appuie sur les idées des
méthodes d’éléments joints développées dans un contexte différent (essentiellement pour les problemes
elliptiques [23, 15, 81]), tout ce qui concerne la discrétisation en temps releve de développements ori-
ginaux. Le chapitre [1] traite de I’adaptation de la méthode de T. Fouquet dans le cas d’un raffinement
1 — 2 (le maillage est deux fois plus fin dans la grille fine que dans la grille grossiere) aux équations de
I’élastodynamique. Au chapitre|2, nous menons une analyse d’erreur compléte et précise de la méthode
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Introduction

qui confirme et complete les résultats obtenus par [38]. Le chapitre|3 constitue une extension du chapitre
1 au cas d’un taux de raffinement rationnel quelconque. Un des points nouveaux est la description fine
par 'analyse de Fourier des phénomenes de réflexion transmission d’ondes a travers I’interface grille
fine—grille grossiére. C’est notamment cette analyse qui a suscité les travaux du chapitre [4 ol on propose
une nouvelle méthode qui permet de passer d’une méthode en O(h%) a une méthode en O(h?). Cette
méthode, congue initialement, comme un post-traitement de la solution donnée par la méthode initiale
peut étre vue comme une nouvelle méthode de couplage entre la grille fine — grille grossiere.

La partie [IT concerne un nouvel aspect des méthodes de raffinement conservatif. Alors, que les algo-
rithmes développés dans la partie un s’appuient sur une vision “éléments joints” avec multiplicateur de
Lagrange du couplage spatial, nous proposons une méthode alternative sans multiplicateur de Lagrange,
s’appuyant sur une méthode de couplage que nous appelons duale—primale : la méthode numérique utili-
sée dans la grille fine est duale de celle utilisée dans la grille grossiére. Dans ce cas, on peut la présenter
dans un contexte abstrait assez général qui dépasse le cas particulier de I’élastodynamique (les équations
de Maxwell, de I’acoustique ou le couplage fluide-solide seront mentionnées). On peut aussi mener une
analyse de convergence compléte, en particulier parce que la méthode permet de s’affranchir de la ques-
tion délicate liée au choix d’espace du multiplicateur de Lagrange dans le cas de la méthode des éléments
joints.

La troisiéme partie est dédiée a la méthode des domaines fictifs. Aprés en avoir rappelé les principes
généraux dans le chapitre 7 nous décrivons, dans le chapitre [8/les problémes rencontrés avec 1'utilisa-
tion de 1’élément fini Q‘f’” x Q) introduit par C. Tsogka. Au chapitre 9, nous proposons une solution
qui consiste a enrichir I’espace de discrétisation pour le champ de vitesse v et introduire ce que nous
appelons I’élément Q‘l’l“’ X Pfhsc. Avec cet élément on peut démontrer la convergence de la méthode des
domaines fictifs, au moins dans le cas de I’équation des ondes scalaires, et se convaincre de la conver-
gence dans le cas de I’élastodynamique a travers des simulations numériques. Le chapitre [10 concerne la
généralisation de 1’élément Q" x P{i*¢ a I’ordre supérieur.

La quatriéme et derniere partie de la thése correspond aux travaux effectués au cours des quatre der-
niers mois de la these sur le couplage entre la méthode des domaines fictifs et les techniques de raffine-
ment de maillage spatio-temporel. Cette partie, est a la fois la plus courte et la moins aboutie du point
de vue mathématique mais elle a néanmoins débouché sur des développement du logiciel conséquents
et des résultats numériques tres satisfaisants. Au chapitre 11/ nous proposons deux méthodes de cou-
plage domaines fictifs — raffinement de maillage espace temps qui different essentiellement au niveau de
la discrétisation en temps. Chacune des deux méthodes possede la propriété d’étre conservative et par
conséquent stable. Au chapitre 12, nous présentons différentes expériences numériques obtenues avec
une des ces deux méthodes (la seule a avoir été implementée a ce jour).

Terminons cette introduction en situant nos travaux par rapport aux développements récents de la lit-
térature sur des sujets similaires, essentiellement sur les questions de raffinement de maillage en hy-
perbolique linéaire. Il est clair que nos travaux sur le raffinement de maillage en espace ont bénéficié
des progres récents de la méthode des éléments joints. Notamment, afin d’effectuer la discrétisation en
temps de notre probléme avec un pas de temps local il est intéressant d’interpréter la méthode “mortar”
en imposant la continuité a I’interface a ’aide d’un multiplicateur de Lagrange [15,/81]. Paralleélement
a notre travail, on peut citer plusieurs contributions récentes qui relévent plus ou moins directement de
la problématique que nous abordons dans la thése. Ainsi, les travaux de M. Gander, F. Nataf et L. Hal-
pern [47] sur les méthodes de décomposition de domaine espace-temps pour la résolution de 1’équation
des ondes, peuvent étre exploitées pour faire du raffinement de maillage spatio-temporel. Un avantage
de cette méthode réside dans le fait de permettre des pas de discrétisation totalement différents d’un
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domaine a I’autre (pas forcément des rapports rationnels entre les différents pas de discrétisation des
sous-domaines). Cependant, la mise en oeuvre dans ce cas général peut €tre relativement complexe.
Dans le cas ou les maillages en temps sont réguliers et le rapport entre les pas de discrétisation temporels
sur la grille fine et la grille grossiere est un rationnel, elle méne a un algorithme tres similaire (notamment
en termes de complexité) a celui qu’on développe dans ce document. Cependant, 1’analyse de stabilité
et de convergence reste incompléte et, & notre connaissance, il n’y a pas encore d’implémentation de
la méthode pour des dimensions supérieures a un. Tres récemment, V. Moloney et al. [85] ont présenté
une méthode de raffinement de maillage spatio-temporel qui se base sur des techniques d’interpolation
plus complexes que celles présentées dans [46]. Dans ce travail, les auteurs développent une analyse de
réflexion-transmission 2D a I’aide des ondes planes lorsque le taux de raffinement est égal & deux qui est
similaire a celle qui avait été introduite dans [38] dans le cadre 1D et qu’on a généralisée au cas d’un taux
de raffinement rationnel quelconque dans ce document. Méme si d’apres les expériences numériques la
méthode semble étre stable, I’analyse de stabilité (qui revient a regarder si le coefficient de réflexion ob-
tenu par 1’étude de Fourier a un module plus petit que un pour toutes les fréquences) n’est pas totalement
convaincante. Dans le but de faire du raffinement de maillage spatio-temporel avec une discrétisation
du type Galerkin discontinu, S. Piperno a récemment proposé dans le cadre 1D de nouvelles méthodes
de raffinement de maillage spatio-temporel conservatives [71] (au sens ou elles conservent une énergie
discrete). La différence fondamentale par rapport aux méthodes présentées dans ce document réside dans
le caractere totalement explicite du schéma numérique (on signale ici que nos méthodes ont besoin de
résoudre un systeme linéaire de petite taille sur I’interface de couplage a chaque itération). Cependant, le
fait d’avoir des équations de couplage qui ne semblent pas consistantes pour tous les pas de temps (mais
seulement “en moyenne”) fait que la généralisation a des dimensions supérieures n’est pas évidente. En
outre, I’analyse de convergence reste, a notre connaissance, incomplete. En suivant une idée similaire a
celle utilisée dans la construction de méthodes conservatives, on peut aussi s’intéresser a des méthodes
dissipatives ol I’énergie discréte de la solution, qui est équivalente 4 la norme L? de la solution sous la
condition CFL, diminue. On fait référence a des travaux de B. Després dans la construction de schémas
avec cette propriété pour des problemes hyperboliques linéaires (voir par exemple 1’annexe D de la thése
de T. Fouquet [46] pour un schéma de ce type). Finalement nous mentionnons les nombreux travaux qui
ont été consacrés a des techniques de raffinement de maillage adaptatif dans la littérature des systemes
hyperboliques et lois de conservation comme par exemple ceux de M. Berger et al. [18, 19, 22,21] ou,
plus récemment, les travaux de M. Postel et al. Une des perspectives a long terme serait d’étendre les
techniques présentées dans cette these a ce type d’applications.
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Chapitre 1 Raffinement Spatio—Temporel (1, 2)

ans ce travail on s’intéresse a la résolution des équations de 1’élastodynamique linéaire dans

des domaines, souvent de grande taille par rapport a la longueur d’onde, et avec une géométrie

complexe, notamment en présence de fissures. Etant donné que dans ce type de probleémes non
seulement la précision de la méthode est importante, mais aussi la rapidité du calcul, on a fait le choix
d’utiliser des schémas explicites en temps. La stabilité est alors reliée a une condition du type CFL :

At

(1.1) o= o

< Ccfh

ot C.f; est une constante et le couple (At, Ax) est le pas de temps et le pas d’espace respectivement. Il
est clair que, en termes de temps de calcul et pour un Az fixé, il est convenable de choisir le At le plus
grand possible. Une analyse de dispersion nous montre que, pour une large famille de schémas (comme
celui qu’on utilisera), ce choix est aussi optimal en termes de précision.

Dans certaines régions, si on veut prendre en compte les détails géométriques ou capturer une singularité
de la solution, il est tentant d’utiliser des techniques de raffinement de maillage local. Il est clair que si
on considére un unique pas de temps sur tout le domaine de calcul, il sera restreint par la condition (1.1)
sur la plus petite maille en espace. Ceci implique alors un cofit de calcul additionnel important. En outre,
la méthode sera assez dispersive sur la grille grossiere qui est, dans la pratique, la région la plus grande.
Pour éviter ces deux inconvénients, on propose d’utiliser une méthode avec un pas de temps local sur les
régions raffinées en espace afin d’avoir le méme rapport entre le pas de temps et le pas d’espace partout.
Ceci pose de nouvelles difficultés du point de vue numérique et pratique qui sont, en général, plus déli-
cates que celles qu’on peut trouver dans le cas d’un raffinement de maillage seulement en espace.

Les premieres solutions, qui ont été suggérées dans la littérature de I’électromagnétisme, se basent prin-
cipalement sur des techniques d’interpolation (en espace et/ou en temps) en cherchant la consistance du
schéma sur I’interface grille grossiere-grille fine (voir [61, 59, 72, 27]). Malheureusement, ces méthodes
peuvent se révéler instables sous certains configurations [37, 46] et leur analyse, basée sur la théorie
GKS [60, 55], est assez complexe. Une autre technique qui a été développée dans [47] utilise les idées
de la décomposition de domaine. Cependant, 1’analyse de stabilité et convergence reste a compléter.

A ce stade, rappelons que ce travail s’inscrit dans le cadre d’un contrat avec Electricité De France (EDF)
qui s’intéresse au controle non destructif. Il s’agit en particulier d’inclure un module de raffinement de
maillage spatio-temporel dans ATHENA2D, code de simulation de la propagation d’ondes élastiques
dans des milieux complexes élastiques (anisotropes, hétérogenes et pouvant contenir des fissures). La
discrétisation en espace utilisée se base sur la méthode des éléments finis sous une formulation mixte
vitesse-contraintes du systéme élastodynamique [80, [14]. Pour 1’approximation temporelle un schéma
du type saute-mouton d’ordre deux a été utilisé. Etant donné qu’il sera important de garder toutes ces
caractéristiques, ceci justifie (et impose) de nombreux choix qu’on fera au long du document sur les
formulations, espaces d’approximation, schéma en temps, etc, ...

Récemment, un autre type de méthodes qui permettent d’utiliser des pas de temps locaux ont été intro-
duites dans [36, 37, 46]. Ces méthodes, qu’on appellera conservatives, ont été développées pour I’équa-
tion des ondes 1D et ensuite généralisés aux équations de Maxwell [46, 39]. Au contraire des méthodes
d’interpolation, elles cherchent d’abord la stabilité via la conservation d’une énergie discréte qui est
équivalente a la norme L? de la solution discréte sous la condition (1.1). C’est pour ceci qu’on a dé-
cidé d’adapter cette méthode aux équations de I’élastodynamique. Afin d’introduire la notation et les
principes fondamentaux de cette méthode, on traite dans un premier temps le cas ou le maillage utilisé
sur la grille fine est deux fois plus fin que celui utilisé sur la grille grossiere (raffinement de maillage
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1.1 Les Equations de ’Elastodynamique

spatio-temporel (1 — 2)).

Dans les sections [1.1]et[1.2/ on présente les équations a résoudre que 1’on réécrit comme un probléme
de transmission entre deux sous-domaines : la région raffinée et la région non raffinée. Alors, les deux
équations de raccord seront imposées différemment : une des deux sera traitée de facon faible grace a
I’introduction d’un multiplicateur de Lagrange tandis que I’autre d’une fagon forte. Dans la section [1.3
on présente la discrétisation en espace avec une approche éléments finis de notre probléme en spécifiant
les espaces de discrétisation utilisés par ATHENA2D sur les inconnues volumiques. La section est
dédiée a la discrétisation temporelle des équations afin d’obtenir un schéma stable. Dans les sections|1.7
et[1.8/on montre la stabilité et on discute le caractere bien posé du probleme totalement discrétisé. Dans
la section [1.9.1, on montre des résultats numériques qui nous permettent de choisir parmi les espaces
d’approximation pour la nouvelle inconnue, le multiplicateur de Lagrange, qui fournisse la meilleure
précision. Finalement, dans la section[1.9.2 on montre des expériences numériques plus réalistes ot on
effectue plusieurs raffinements de maillage récursifs. Ceci nous permet de comparer en termes de préci-
sion et cofit de calcul notre méthode avec une méthode similaire qui se sert d’un pas de temps global.

Une partie des résultats de ce chapitre a donnée lieu a la publication [8].

1.1 Les Equations de l’Elastodynamique

On considere la formulation en vitesse—contraintes des équations de 1’élastodynamique dans un ouvert
borné ) C R?

p@ — dive = f, dans(,
ot = =
(1.2) 9
o
8_? — Cg(v) = 0, dans(,

ou il faut ajouter des conditions initiales et aux limites. Les inconnues de notre probleme sont le champ
de vitesse v et le tenseur de contraintes ¢ tandis que les données sont p, la densité du matériel, f les
forces externes et C, le tenseur d’ordre qu_atre, appelé tenseur d’élasticité. Nous rappelons que le tenseur
de déformations est défini par

) = 5 (Tu+(Tw)).

De cette fagon, la premiére équations de (1.2) est I’équation du mouvement du corps €2 et la deuxieme
est la loi de comportement qui relie les tenseur de contraintes et de déformations par la loi de Hooke. On
suppose que la densité vérifie

0<p” <pla) <p’ < +oo,

et que le tenseur d’élasticité satisfait les propriétés habituelles de symétrie et positivité, c’est a dire,
Cijui(r) = Criij(x) = Cjia (),

0<rl|g]*<C(x)g:6<wv|g|* pour tout tenseur symétrique & ,

2
(0,0) = Zgid&i,j et lo|? == (o,0).
ij=1

Par conséquent, le tenseur C, considéré comme une application de I’ensemble de tenseurs symétriques
d’ordre deux dans lui méme est inversible. On note A cet inverse.
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F1G. 1.1 — Deux possibles configurations de raffinement de maillage non-conforme.

1.2 Un Probléme de Transmission. Formulation Variationnelle

Pour faire un raffinement de maillage, on découpe notre domaine de calcul en deux sous-domaines §2. et
(1 tels que

(1.3) Q = Q.UQy, QN = 2.

On appelle I la frontiere commune. On utilisera sur {2 ; un maillage deux fois plus fin que celui de €2...
La méthode consiste a considérer (1.2) comme un probléme de transmission. Pour chaque fonction g de
la variable spatiale on dénote par g. (resp. gy) sa restriction a €2.. (resp. {27). En utilisant cette notation,
on a donc les deux systémes suivants

0
Pl - dive, = f, dansQ,
(1.4) ol . Le{f.o)
Alaitl - g(yl) = 0 dans )y,
couplés par les conditions de transmission
(1.5) Z.Ne = —Cp 0y sur I, (1.6) v, = Uy sur I,

ouny, | € {f,c} estle vecteur normal unitaire extérieur a ;, [ € {f, ¢} (voir la figure 1.1).

L étape suivante est la construction d’une formulation variationnelle mixte du probleme couplé (1.4)—
(1.5). On peut obtenir deux formulations selon le terme qu’on intégre par parties : < £(v;),&, > ou

< div g, v; >. Etant donné qu’on est intéressé a utiliser les éléments finis introduits dans [14], on a
fait le premier choix qui amene a introduire le cadre fonctionnel suivant dans chaque sous-domaine

O, led{ce f}:
M) = (L)),

>

() = H(div, ),
()

SUm(Qy) = {gl €X() /g, symétrique} .

(1.7)

([

X (%) x X(U),

<



1.2 Un Probléeme de Transmission. Formulation Variationnelle

Pour pouvoir donner un sens a la condition de transmission (1.6) on introduit deux multiplicateurs de
Lagrange j, = vy, | € {c, f}, dans I’espace

(18) g(r) = (H3D)",

qui sont des nouvelles inconnues et peuvent s’interpréter comme la trace du champ de vitesses sur I’in-
terface I'. Ainsi on a la formulation

Trouver g, € C* ([0, T1; L2()) N C° ([0, T]; X ()
(v,4,) € CH([0,T]; M(€2)) x C° ([0, T; J(I)) tels que
1.9 d
(19 / pry - vy Ao / divg, -7, dv = [, dz,
dt o !
d - - .
o Ala + Qld g,y dz — Fgl@l'll dy = 0,
pour tout (7,,7;) € X*™() x M(S), I € {c, f}. Les conditions de transmission s’écrivent
(1.10) /F_C ¢ = p=) s -

On signale que les deux conditions de raccord on été traitées différemment. En effet, la condition (1.5) qui
porte sur la continuité de la contrainte normale a été prise en compte de facon faible tandis la continuité
du champ de vitesse (1.6) est imposé fortement. La procédure qu’on utilise ici est similaire a la méthode
des éléments joints ol on introduit aussi un multiplicateur de Lagrange pour imposer la continuité d’une
des traces de la solution [15]. Le fait d’avoir introduit deux multiplicateurs de Lagrange j. et jr, méme
s’il peut sembler ici artificiel (on pourrait introduire un seul j), sera justifié au moment d’effectuer la
discrétisation en temps. -

Remarque 1.2.1 En toute rigueur, il faut interpréter les intégrales sur ’interface I' comme des produits
de dualité entre J (I) et son dual.

Remarque 1.2.2 Si on prend (gl,gl) = (gpyl), l € {c, f} dans (1.9), on voit que I’énergie

{ A, g0, d$+/ pl|gl|2 da:}
Ql Ql

1
(L11) E(t) = 5 >,
1{ef)

vérifie la relation suivante

%E(t) = /F<an ‘v.ta s vf> d’y+Z/f v, dz.

~ le{c,f}
=0

En particulier, ’énergie se conserve en absence de forces externes.

Remarque 1.2.3 On aurait pu faire I’intégration par parties dans le terme < div o 201 >. Dans ce cas,
le cadre fonctionnel adéquat serait

Xvm(Qy) = {éz = (L2(Ql))2X2 /glsymétrique},

M(Q) = (Hl(Ql))2, , lede f}
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Cette fois, il faudrait introduire les multiplicateurs de Lagrange j Iz l € {c, f} dans I’espace

Jm) = (530), e

et qui peuvent s’interpréter comme la trace normale du tenseur de contraintes sur 'interface I (cf. [45]).
On obtiendrait alors une méthode duale de celle que nous allons étudier dans ce travail et qui n’est pas
compatible avec I’élément fini mixte qu’on veut utiliser.

1.3 Discrétisation en Espace

1.3.1 Présentation générale

Pour la discrétisation en espace du probleme (1.9)—(1.10) on se donne un maillage T}, (£2.) de pas h.
du sous-domaine . et un autre T} . (€2y), typiquement deux fois plus fin (hy = hc/2), pour {2y. Dans
la figure (1.1 on peut voir deux possibles configurations. Ainsi, dans celle qui est a gauche on se sert
de maillages structurés a base de rectangles, dans celle qui est a droite on utilise des données non-
structurées.

Ceci nous permet de construire des espaces de dimension finie M), (€;) C M(€;) et X Z?l/m(Ql) C
XM (Qy), 1 € {c, f} avec les propriétés d’approximation habituelles

lim  inf ‘QZ—QH = 0, Yy €M),
h>0 gpeM,, () M($u)
, led{e f}
lim  inf Hgl—Q?H = 0, Vg, € XV™(Q).
m>0 ghexam@) 1= =z ==

Pour approcher les multiplicateurs de Lagrange on effectue un maillage = (T") de pas H de I’interface
I'. Ainsi, on introduit un espace d’approximation J ,,(I') C (L?(T'))? qui est censé & approcher 1’espace
fonctionnel 7 (I"). Dans le cas ot on suit une approche conforme (approximation intérieur), c’est a dire,
lorsque

(1.12) J,I) c JI),

on supposera que

)

Dorénavant le symbole intégral avec un cercle signifiera que 1’intégrale en cours peut étre calculée en
utilisant de I'intégration numérique (techniques de condensation de masse) ou de fagon exacte. On spé-
cifiera quel type d’intégration on utilise lorsque ce sera nécessaire. La formulation approchée s’écrit

(1.13)
Trouver (g?,g?,i{{) et ([O,T};éﬁjm(ﬁl) x My, (S) x ZH(I’)> tels que

d
— ¢ pf o de - /@2?'@? da = -0 da,
dt Jo, o o
d
— ¢ Aol g dz + /@Qh-y?dx ~ /th‘dev = 0,
dt fo, = H o e J




1.3 Discrétisation en Espace

pour tout (glh, ) e éizl/m(le) X M, ($), I € {c, f}. Ces deux systemes sont couplés par les équations

~H ~H ~H
/thnc-l dy = —/Fg’}nf-,l dy, Vi eJyuD),

(1.14) c
-H _ ‘H

‘e <

Remarque 1.3.1 Etant donné que dans la pratique

of € X, () = g'm € (LD

et qu’on suppose que J (I') C (L2(T))?, les intégrales sur Uinterface I dans la formulation variationelle
approchée (1.13)—(1.14) ont un sens.

On associe a chaque espace de discrétisation de dimension finie une base (composée par les fonctions de
base) qu’on dénotera par

s B(éhl(QzD = {a?’j}jf;l, B(Mhl(]\?z)) = {Uh,J};lel’ een
B(Zym) = {3} ).

ol Ny; = diméhl (), Ny = dim My, () et N; = dim J (). A T’aide de ces fonctions on
construit les matrices

(My1)ij = A A, g;w' : g;l’j dz, 1<i,j < Ngy,
!
(Myy)i; = ]{2 Pl Q?’i 'th’j dz, 1<4,5 < Ny,
l
(Dp)ij = /Q @g?’j ylhz dz, 1<i< Ny, 1<j<Ngy,
l
(C1iy = /Fglh’jﬂl lle dy, 1<i<Nj, 1<j<Ngy.

Alors, le probleme (1.13)—(1.14) est équivalent a une formulation matricielle

Trouver (X, V;, J;) € C* ([O,T];RN%J x RNut x ]RN1> vérifiant

d
(1.16) Mv,1£W - D%y = F,
q , led{e [}
Ma,lgzl + Dl* Vi — Cl* J = 0,

ou les conditions de transmission sont
CcXe = —CfXy,
Je = Jy.

(1.17)

Maintenant les inconnues sont des vecteurs dans lesquels on a regroupé les coordonnés de la solution
discrete du probleme (1.13)—(1.14) dans les bases (1.15).
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Remarque 1.3.2 Les matrices qui interviennent dans cette formulation matricielle peuvent s’interpré-
ter comme des les équivalents discrets des opérateurs du probleme continu. Ainsi, les matrices D) et
Dy s’interprétent comme I'opérateur div(-) et £(-) respectivement. Les matrices C calculent la trace
normale du tenseur de contraintes de chacun des cotés de interface. Leurs transposées, les matrices
CY}, sont chargés d’ajouter la contribution du multiplicateur de Lagrange au tenseur de contraintes. Fi-
nalement, on a les matrices de masse M, et M, associées aux termes de masse du systeme. Elles sont
symétriques et définies positives.

1.3.2 Un Choix Particulier d’Espace d’Approximation pour les Inconnues Volumiques
dans le Cas des Maillages Réguliers

Une fois que la méthode a été introduite dans le cadre général on considere le cas particulier qu’on
traitera dans la pratique et qu’on appellera le probleme modele. Pour I’approximation du champ de
vitesse et le tenseur de contraintes on utilise 1’élément fini mixte Q%¥ x Qy introduit et analysé dans
[14]. On rappelle qu’il s’agit de I’espace d’approximation utilisé par le code ATHENAZ2D. Il est basé sur
I’utilisation d’un maillage régulier composé de rectangles de chaque sous-domaine. On se place alors
sous une configuration comme celle de la figure [1.1.(a). Cet élément fini a été spécialement congu pour
étre compatible avec des techniques de condensation de masse. Ceci veut dire qu’on peut remplacer
les matrices de masse M, ; et M, ; par des matrices qui sont respectivement diagonales et diagonales
par blocs en utilisant de I'intégration numérique sans dégrader I’ordre de convergence de la méthode
[80, 14]. La seconde propriété principale de I’élément est la prise en compte de la symétrie du tenseur de
contraintes au sens fort.

Ainsi, les espaces d’approximation sont définis par (voir [80, 14] ou le chapitre |8 pour avoir plus de
détails)

X, () = X, () x X, (), X)) = X, () 0 X" (),

(1.18) M
M, () = My () x My (),
ol
X5, () = {5 € X(U) /YK € T (), 8 € QuK) x QUK.
(1.19)

MY () = {5l e M() /YK € Ty (), i € Qu(K) }-

Remarque 1.3.3 Dans certains cas qui seront spécifiés plus tard il sera intéressant de modifier [’espace
d’approximation du champ de vitesse en prenant

My, () = My, () x M, (),
(1.20)
ML) = { e M) /YK € Ty (), 5 € P1(K) |

L’élément fini mixte associé, qu’on appellera Q‘fi” X Piﬁsc, sera présenté et analysé dans le chapitre 9.
Etant donné qu’il s’agit des fonctions qui sont discontinues d’un élément a I’autre, la matrice de masse
M., ; sera aussi diagonale par blocs (méme diagonale si les fonctions de base sont bien choisies). On
signale aussi que la technique utilisée pour effectuer le couplage entre les deux sous-domaines nous
permet d’utiliser des éléments finis différents sur chaque région.
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1.4 Caractere Bien Posé du Probléme Semi-Discret

1.3.3 Sur le Choix d’Espace d’Approximation pour le Multiplicateur de Lagrange

Il ne nous reste plus qu’a déterminer I’espace d’approximation J ,,(I") qui interviendra dans le couplage
des équations sur €2, et ;. Le choix de cet espace, qui aura une influence importante dans le caractere
bien posé et la convergence du probléeme semi-discrétisé, sera discuté le long des sections [1.4.2 et/1.5.2.
Les résultats numériques de la section [1.9.1 nous aiderons a sélectionner un espace de discrétisation
J 5 (') parmi tous les choix proposés.

1.4 Caractere Bien Posé du Probleme Semi-Discret

1.4.1 Une Condition Suffisante

Dans cette section on discute le caractére bien posé du probleme algébro-différentiel (1.16)—(1.17). Il est
clair que si on est capable d’exprimer le multiplicateur de Lagrange commun (qu’on appellera J dans
cette section) en fonction des autres inconnues, alors le probleme semi-discrétisé sera bien posé grace a
la théorie classique des ODE. Si on multiplie la deuxieéme équation de (1.16) par la matrice Cl(ngl)*l
et on fait la somme dans I’indice [ € {c, f} on obtient que

[Ce(My) ' Ci 4+ Cp(My ) C] ] = Co(Mye) ' DiVe+ Cp(My f) "' D}V

M

ou on a utilisé la premiere équation de raccord de (1.17). Alors, si la matrice M est inversible, le pro-
bleme semi-discrétisé sera bien posé. La proposition suivante caractérise le caractére inversible de la
matrice M.

Proposition 1.4.1 (Caractere bien posé du probleme semi-discret) La matrice M est inversible si et
seulement si

(1.21) Ker M = Ker C} N KerC}.

Alors, il suffit que l'une de deux matrices C} ou C'J*c soit injective pour que le probléme semi-discrétisé
soit bien posé.

Preuve: On rappelle que

avec

M, = C(My) 'CF,  lede f},
qui sont des matrices symétriques et positives. Il est alors clair que
Ker M = Ker M, N Ker va = Ker C7 N Ker C7.
Pour assurer le caractere défini positif de la matrice M , il suffit que I’une des deux matrices C'; ou C;i
soit injective. O

Par conséquent, on vient de prouver que le caractere bien posé du probleme totalement discrétisé est
fortement lié aux propriétés des matrices C}, [ € {c, f}, c’est a dire, a des conditions de compatibilité
entre les espaces X f;;’m(Ql), I € {c, f} et I'espace J(I'). Dans la section suivante on discutera des
différents choix possibles pour I’espace du multiplicateur de Lagrange.

11
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1.4.2 Sur le Choix de ’Espace J 5 (I")

1.4.2.1 Un Résultat Général
En utilisant (1.21), on sait que I’inversibilité de la matrice M est équivalente a
Ker C7 N Ker CF = {0},

ou encore
VJ telque CiJ=0 et C3J=0 = J=0.

On peut réécrire cette propriété en utilisant des expressions intégrales en obtenant
h -H
[ hne-i = o, veh e Xy
v H e J(I), = jf =0.
h -H h sym
neg-jody = 0, Vg e X%¥M(Q
/Fgf—f Jdy gy € X3 (&)

On voit alors que, pour garantir le caractere bien posé du probleme totalement discrétisé, il suffit que
I’espace J , (I') satisfasse une propriété de compatibilité (condition de type inf-sup) avec les espaces de
traces normales de é‘:fl/m((ll), l € {c, f} sur Iinterface T, i.e.,

sym -1 2 sym
122 T (éhf (Ql)) = {ﬂ?é (H 2(r)) /3t exm) ol @llrzgﬁ},

ou !l € {c, f}. Ainsi on peut établir un résultat assez général :

Proposition 1.4.2 Si I’inclusion
(1.23) Tu0) C T (X)),

est satisfaite, alors la matrice C} est injective.

Preuve: Soit j € 7,(T) tel que

/thnl-f dy = 0, gfeggm(gl).

Par hypothese, il existe un élément Q;‘ € XU (€y) tel que Q;l = 41 ce qui implique que
g <4y, g

H H
Hl H(L2(r))2 = 0, == ] = 0,
c’est a dire, C' est injective. O

11 est clair que, pour satisfaire ’inclusion (1.23) ou méme pour vérifier I’injectivité des matrices Cy, [ €
{c, f} avec des autres techniques, il est intéressant d’avoir un maillage de surface =7 (I") définie par la
trace de 1’un des deux maillages volumiques T%,(€2;), | € {c, f}. On dénotera par

Zn (), leiefl,

ces deux maillages de surface spéciaux.

12
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Remarque 1.4.1 Supposons qu’on discrétise le tenseur de contraintes avec 1’élément fini présenté dans
la section|1.3.2 et que la région raffinée est rectangulaire (comme dans la figure|l.1l(a)). On divise la
frontiere I' en quatre morceaux : la frontiere d’en haut Iy, celle d’en bas T'g, celle a droite I'; et celle

a gauche I'yy. Alors, si ﬂlh € Trl (éfﬁ;m(ﬂl)) on a que

e, € {re B Ta) < 13 Ta) /

il s € (PI(S)”, ¥S € B (Ta)}, A€ {N, S},
(1.24)
e, € {i € L3(T) x H'(Ts) /

i s € (PUS)?, VS € 5, (T) |, Be{B W)

Ceci veut dire que les fonctions dans les espaces de traces restreintes aux frontieres horizontales (resp.
verticales) ont plus de degrés de liberté sur la deuxieme (resp. premiere) composante.

Si on se laisse porter par I’intuition, on voit que le fait de prendre I’espace [J ,,(I") suffisamment petit
fait que le probleme semi-discrétisé est bien posé. Cependant, il faut aussi une certaine richesse sur
cet espace pour bien imposer les conditions de raccord entre les deux sous-domaines pour obtenir la
convergence. Dans les deux sous-sections suivantes on donne plusieurs choix d’espace de discrétisation
pour le multiplicateur de Lagrange dans notre probléme modele en discutant I’injectivité des matrices C;".
On les a classé en deux groupes : des approximations conformes et des approximations non-conformes.

1.4.2.2 Des Approximations Conformes dans le Cadre du Probleme Modéele

On considere dans un premier temps des espaces de discrétisation pour le multiplicateur de Lagrange
qui vérifient I’inclusion (1.12), c’est a dire, des approximations conformes de notre probléme. Ce type
d’espaces est spécialement intéressant lorsqu’on veut obtenir des estimations d’erreur non seulement sur
les inconnues volumiques du probleme [23, 16] mais aussi sur le multiplicateur de Lagrange [15, 81].

On commence par le choix conforme le plus simple (et “naturel”) possible. On propose I’espace défini
par

(1.25) Ty = {iH e JI) /ig € (P1(S))? V S segment dans EH(F)}
On dénotera par
(1.26) (P1)? continu grossier

le choix donné par (1.25) lorsque le maillage de surface est donné par la trace du maillage grossier a
I’interface. De la méme fagon on appellera

(1.27) (P1)? continu fin

lorsque =g (T') = = ;+(I). T est clair que ces deux espaces satisfont les hypotheses de la proposition
1.4.2/et donc le probleme totalement discrétisé est bien posé (avec le premier choix on aura C} injective,
avec le deuxieme C;i).

On rappel que les fonctions de I’espace J ;, (I') sont “testées” contre les fonctions des espaces des traces
(1.22). Alors, la remarque |1.4.1 suggere des espaces de discrétisation pour le multiplicateur avec plus

13



Chapitre 1 Raffinement Spatio—Temporel (1, 2)

de degrés de liberté sur la deuxieme (resp. premiere) composante sur les frontieres horizontales (resp.
verticales). Ainsi on peut définir

(1.28) TyT) = {jH e J(T) / telle que (1.29) est satisfaite},

N

ou

Jis € PiS)xPa(S), VS €E,(Ta),  AE{N,S},
(1.29) " _ , pourl=cou f.
Jis € PaS)xPu(S), VS€E,(Tp),  Be{EW)

On appellera ces espaces

(1.30) P2 x P; continu grossier
lorsque [ = cet

(1.31) P> x P; continu fin

lorsque [ = f. Méme si I’inclusion (1.23) n’est pas vérifié on a le résultat suivant

Proposition 1.4.3 Si I’espace d’approximation du multiplicateur de Lagrange J ., (I') est donné par
(1.28)—(1.29) pour | € {c, f}, alors la matrice C est injective.

Preuve: La preuve, qu'on omet pour clarté du document, est trés semblable a celle de la proposition
de la section suivante. O

On en déduit alors qu’avec ce choix, le probleme semi-discrétisé est bien posé. Il faut bien noter qu’en-
core une fois on a supposé que le maillage de surface est donné par =, (I'). Malheureusement, ce choix
n’a pas été programmé dans la pratique.

1.4.2.3 Des Approximations Non-Conformes dans le Cadre du Probléme Modele

On présente maintenant quelques exemples d’espaces de discrétisation pour le multiplicateur qui vérifient

I & J(I),

c’est a dire, des approximations qui ne sont pas internes. Il faut bien noter que, en général, on ne peut
appliquer la norme de 1’espace J(I') sur un élément de I’espace discret. Ceci peut compliquer une
analyse de convergence qui cherche des estimations sur le multiplicateur.

Le fait de considérer des espaces non-conformes nous permet de proposer
(1.32) T, = Tk (ghl(m)) , avecl = cou f,

qui est I’espace choisi en général dans la littérature des éléments joints [23,[16, 15]. On signale qu’il
s’agit d’un choix trés intéressant car ils sont “les plus grands espaces” qui vérifient I’inclusion (1.23).
Evidement, ceci fait que la matrice C} estinjective et, par conséquence, le probleme totalement discrétisé
sera bien posé.

Remarque 1.4.2 On peut trouver des exemples de problémes pour lesquels le choix donné par (11.32)
fournit une approximation conforme [15].

14
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i=1 =3 =5 =17 i=9
I3
j=7
(2Nz|+ 1,
'
(1,2N. + 1 N[ 1)
Iy Iy
Jj=5
g
Jj=3
(1) i gy P
I
=c

FIG. 1.2 — Schéma avec les inconnues. Multiplicateur dans (P)?2 sur Zj,_(T').

Une autre possibilité qu’on considere dans cette section se base sur le maillage =,_(I"), c’est a dire, le
maillage qui provient du coté grossier. Ainsi, dans la proposition suivante on présente un choix a retenir
a cause de sa simplicité du point de vue programmation et qu’on dénotera par

(1.33) (Po)? grossier.

Proposition 1.4.4 Supposons que
~H ~H =
(1.34) Ty = {i"e LX) /j" e Po(8)’. ¥ 5 €50 D)}

Alors la matrice C’} est injective et le probleme semi-discrétisé est bien posé.

Preuve: On suppose que la région raffinée est rectangulaire comme dans la figure|[1.2/méme si ceci n’est
pas une restriction. Alors on a quatre frontieres : deux horizontales, qu’on appelle I'; et I's, et deux
verticales, I's et I'y. Notons par (voir le chapitre |8/ ol on présente les degrés de liberté de 1’élément fini
Qv x Qg en détail)

(me)iJ’ (ggz)ivﬁ (ggz)iij (ggz)i,ja (gmz)i,ja
i€{l,....2N, +1}, je{l,....2N. +1},
les fonctions de base de I’espace X ‘;Z;m(ﬂ ) (sur la grille fine avec (2N, 4+ 1) x (2N + 1) noeuds) et
(li)m’, 1e{1,3}, se{x,z}, ie{l,..., N},
(3o, 1€{2,4}, sefnz}, je{l,....N.},
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les fonctions de base liées au multiplicateur de Lagrange. Les indices [ et s indiquent respectivement la
frontiere et la composante.

Soit j7 € 7 ,,(T) tel que

H  _h — h sym
(1.35) /F] g ny 0, ngeéhf ().
On décompose cet élément sur les fonctions de base

Ny N,
(1.36) A= T YT S i+ D0 Y D il

1e{1,3} se{z,z} i=1 le{2,4} se{z,z} j=1

Il est facile de montrer que tous les coefficients sont nuls. Menons les calculs pour les coefficients qui

concernent la frontiere I';. En choisissant g? = (g iz)zm dans (1.35) on a que

0 = 041,z,i/(gfz)2i,1 ny-(j1)ai dy
r

h
= 5%z = a1, = 0.
Un calcul similaire en prenant g? = (gxz)gu nous permet de montrer que 1 ,; = 0. Ainsi on montre
que j H — 0 ce qui implique que la matrice C;ﬁ est injective. O

Remarque 1.4.3 Des calculs similaires a ceux présentés ci-dessus montrent que
KerC: = < jll >

ou j é{ a lexpression (1.36) avec (on donne que les coefficients non nulles)

arg1 = 1, Qlgi = —Qlgi-1, 1€1{2,...,Ng},
a2 ~1 = —O01x,N,, Q2245 = —Q2z5-1, .7 € {27 SR NZ}7
a3z N, = —022N,, a3 zi = —O3zi+1, 1€ {Nx — 1, e, 1},
Q4. N, = —Q341, Q4. = —Q4zj+1, JE{N.—1,...,1}

Etant donné que, vis a vis du probléme totalement discrétisé qu’on verra plus tard, il est préférable
d’avoir Uinjectivité de la matrice C; que celle de C}" (voir la remarque 1.7.1), on peut réduire I’espace
(1.34) de telle fagcon que j é{ n’appartienne plus a l’espace. 1l suffit de considérer les fonctions de la
forme (1.36) telles que

A1zl = 0122, d1,2,N, = O1zxN,.—1,
Q2,1 = Q2,29, @2 >N, = Q2zN,-1,
a3 x1 = Q322 a3z, N, = O3z N,.—1,
Q421 = Q422, d4 2N, = CQ4zN,—1-
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Le fait de choisir un espace J ,,(I') trop grand peut avoir comme conséquence la non-unicité du multipli-

cateur de Lagrange ou, ce qui est équivalent, le caractére non inversible de la matrice M. Considérons,
par exemple I’espace

(1.37) Ta0) = {i"el2r) /" e (Pu$)’ VS €5, |,
qu’on dénotera par
(1.38) (Po)? fim,

et notons par
(i1, 1e{L3}, se{az}, ie{l,....2N,},

(ii)j—%a le{2,4}, se{z,2}, je{l,...,2N,},

ses fonctions de base. Alors, des calculs trés simples montrent que 1’élément

2Ny 2N,
H Al Al
P D DD SUR (TR DD DD DLIFIC A
1e{1,3} se{z,z} i=1 le{2,4} se{z,z} j=1
avec L
gz = (V)" 1e{1,3}, ie{l,...,2N,},
a.; = 0, 1e{1,3}, ie{1,...,2N;},
arej = 0, le{2,4}, j€{1,...,2N.},
a.; = (C1)FF, lef{2,4), je{l,...2N.},

appartient a
Ker C N Ker C%.

On pourrait utiliser un artifice similaire a celui de la remarque|1.4.3 pour rendre la matrice C;? injective

et trouver 1’inversibilité de M.

1.5 A Propos de la Convergence du Schéma Semi-Discret

Cette section est dédié a I’étude de convergence du probleme semi-discret. On commence par donner
quelques considérations générales sur cette analyse. Ensuite on établit et on montre un résultat dans un
cas particulier, mais qui est intéressant du point de vue pratique. Finalement on explique les difficultés
du cas général.

1.5.1 Considérations Générales

On s’intéresse dans ce paragraphe a la convergence de la solution du probléme (1.13)—(1.14) vers la
solution de (1.9)—(1.10). Une technique classique pour effectuer ce type d’analyse pour des problémes
d’évolution [44, 49, 12] se divise en deux étapes qui séparent en quelque sorte les aspects évolution et
approximation spatiale de 1’étude
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— Dans un premier temps, en utilisant des techniques d’énergie, on relie les estimations sur le pro-
bleme d’évolution a des estimations sur la différence entre la solution exacte et une projection
discrete soigneusement choisie.

— La seconde étape consiste a obtenir des estimations sur I’erreur commise avec cette projection.
Souvent elle est définie comme la solution d’un probleme elliptique associé “naturellement” au
probleme d’évolution. Les termes sources sont définis a I’aide de la solution du probléme continu.
La deuxieme étape se base alors sur ’analyse de convergence de la méthode des éléments joints
sur un probleme elliptique statique.

La méthode des éléments joints (aussi appelée méthode “mortar’) a été introduite dans [23] dans le cadre
de la décomposition de domaines. Il s’agit d’une méthode qui permet de diviser le domaine de calcul en
plusieurs sous-domaines. Le grand intérét de la méthode vient du fait que le raccord entre les différentes
régions se fait d’une facon faible. On pourra donc, utiliser des maillages non-conformes et/ou de formula-
tions différentes pour chaque sous-domaine. Ceci implique en particulier que, si on considere la solution
discrete définie sur tout le domaine de calcul, elle ne sera pas en général dans I’espace fonctionnel uti-
lisé dans la formulation variationnelle définie sur tout le domaine de calcul. Ainsi, la méthode “mortar”
est souvent présentée comme une approximation non-conforme du probléme continu [23, 16]. L espace
d’approximation global (sur tout le domaine de calcul) est défini avec des fonctions qui appartiennent
a des espaces d’approximations locaux (qui eux sont conformes) qui vérifient une continuité faible aux
interfaces (en général elles ne seront pas fortement continues). L’analyse s’appuie alors sur le deuxieme
lemme de Strang[17] : il faut non seulement estimer I’erreur dite de meilleure approximation (classique
dans les approximations du type élément fini) mais aussi I’erreur dite de consistance (qui indique si la
non-conformité est acceptable).

Cette méthode peut aussi se présenter, comme on 1’a fait dans ce travail, en introduisant un multiplicateur
de Lagrange sur les interfaces qui s’interpréte comme la dualisation de la contrainte de continuité de-
mandée sur les espaces fonctionnels [15,/81]. Dans ce cas, le probleme peut étre écrit sous forme d’une
formulation mixte. La continuité faible aux interfaces est incluse dans la formulation elle méme et non
via les espaces fonctionnels. Lorsqu’on suit cette approche on peut aussi s’intéresser a I’obtention des
estimations d’erreur sur la nouvelle inconnue, le multiplicateur de Lagrange. L’analyse de convergence
repose dans ce cas sur la théorie des éléments finis mixtes [25, 24], en particulier sur une condition du
type inf-sup discrete uniforme.

Une autre question qui se pose est le choix d’espace de discrétisation pour le multiplicateur de Lagrange
sur I'interface. Des nombreux travaux [16, 15] proposent le choix donné par les traces des fonctions vo-
lumiques sur I’un des deux cotés (avec des 1égeéres modifications sur les coins). Méme si dans certains cas
ces espaces sont inclus dans I’espace continu [15], ce n’est en général pas le cas (voir par exemple [16]
ou ce travail). Ceci peut compliquer 1’analyse dans le cas ol on veut fournir des estimations sur le mul-
tiplicateur de Lagrange (voir la section|1.4.2.2).

Un programme naturel qui dépasse toutefois le cadre de cette these et n’en constitue pas I’aspect central,
serait de voir en quelle mesure ces diverses techniques d’analyse s’appliquent aux équations de 1’élasto-
dynamique. Nous allons ici nous contenter de présenter un résultat de convergence dans un cas de figure
bien particulier exposé dans la section|1.5.2. Dans la section 1.5.3 nous décrivons ensuite les difficultés
a surmonter pour étendre ce type de résultat a des configurations plus générales.

1.5.2 Un Résultat de Convergence pour le Probleme Modele

Dans cette section on établit un résultat de convergence du schéma semi-discrétisé pour notre probleme
modele. On se place sous certaines hypotheses qui vont simplifier notablement la preuve du résultat mais
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1.5 A Propos de la Convergence du Schéma Semi-Discret

FIG. 1.3 — Le maillage fin est un sous-maillage de I’extension du maillage grossier a tout le domaine

qui restent dans le cadre des expériences numériques qui nous intéressent. Ainsi, on va supposer que le
maillage sur la région raffinée est un sous-maillage d’une extension du maillage grossier a tout le domaine
de calcul (dans la figure[1.3/on montre une configuration type). Ceci fait que 1’estimation de 1’erreur de
meilleure approximation est assez facile a obtenir. On supposera aussi que 1’espace d’approximation pour
le champ de vitesse est donné par (1.20), espace qui vérifie I’inclusion

(1.39) div (éfim(ﬁl)) C My, (), Le{f.c}

Ceci nous permettra d’éliminer les inconnues y?, l € {c, f} et donc de réduire notablement la difficulté
du probléme a analyser (beaucoup plus standard). Les estimations sur I’inconnue v seront ensuite aisé-
ment obtenues a 1’aide des résultats sur le tenseur de contraintes ¢. On renvoie le lecteur au chapitre 9
pour avoir plus de détails sur cet élément fini. Finalement, on supEosera aussi que les intégrales sur les
termes de masse sont calculées de fagon exacte.

On s’intéresse alors a la convergence du couple (g?‘, vl') défini par (1.13)- (1.14) vers (¢,,v;) défini par
(1.9)—(1.10). Dans un premier temps on définira et on analysera la projection elliptique qu’on utilisera
par la suite. Ensuite on établira les résultats de convergence du probleéme d’évolution en utilisant les
résultats obtenus sur le probléme stationnaire.

1.5.2.1 Définition et Analyse de la Projection Elliptique

On définit I’ opérateur projection elliptique par

M: XW(Q) < M(Q) x J(T) — [ X™() x M, () x Ty (T)
(1.40) 1e{e.f) P
(2. 2,): (Wervp): ) — (ah, v, j 2, ot vl jY)

|
5
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Chapitre 1 Raffinement Spatio—Temporel (1, 2)

ol (g;l, ol le ), I € {c, f} estla solution du probleme variationnel

Trouver (O’h vl g ) hl(Ql) x M, () x T () telles que (I € {c, f})
/ (z/)z—v)i}hdx — /div <ah—a)-z~;hdaj = 0, Yol e M, ()
Y L) L) == \L = L2 ) 2 22y 1)
o 0

A (g -2):2 (- d) ar -
(1.41) /Qz 1\ —g) g de + Qldlval ol — ) dz

/Fah n - (ZZH—Z) dy = 0, Vg eXm(),
~H “H “H
Z /Uhnl jody = 0, Vi eJyl), lﬁl = l}{'

lefe,f}

L’analyse de ce type de problemes (qu’on peut appeler “doublement” mixtes) n’est pas en général évi-
dente. Cependant, on rappelle que la vitesse est discrétisée dans I’espace (1.20) et donc I’inclusion (1.39)
est satisfaite. Alors, on a que

(1.42) Ve XU (), o = dive! € M, ().

Si on injecte la fonction test be donnée par (1.42) dans la premiere équation de (1.41) on a que

| (e -v) dvalar = [ div (g - g,) - diva] d.
Q = Q = =

En utilisant cette derniere égalité on remarque que le probleme (1.41) qui définit la projection elliptique
est équivalent au probleme

Trouver( al J ) € éfl’m(ﬁl) x J 5 (I) telles que

Z </ A, (@-QJ:thdx—k/ div (a?—al> leO' dx) —
o) - =/ = - T

(1.43) Iete )
- > [sn (i) e = o
1e{ef}
S [du e =0 F o=

lefe,f}

~h ~H .
v (g;‘,zl ) € éﬁ/m(ﬂl) X J 1 (T') et ensuite

—

Trouver v} € M, () tel que

/Q(g?—yl)-@?dx = /Q@(agl—a,)-@?dm, V€ My, ().
1 l

On a alors montré le

(1.44)

Theoreme 1. 5 1 On a le résultat d’équivalence suivant :
- Si (O’l Lo J ) l € {c, f} est solution de (1.41), alors (g?,iﬁ), l € {c, f} est solution de (1.43)
etvl', 1 € {c, f} est solution de (1.44).
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1.5

A Propos de la Convergence du Schéma Semi-Discret

- Si (Q,LH), l € {c, f} est solution de (1.43) et v}, | € {c, [} est solution de (1.44), alors
(g,ylh,if]), l € {c, [} est solution de (1.41).

tenir des estimations sur la quantité || glh - g l x (0,)- Une fois que cette quantité a été estimée, grace au
= ==y
deuxieme probleme (1.44) on déduit que

dr = /div(&lﬁ—gl)-(/ﬁ
Q T -

Le probleme (1.43) est moins complexe a analyser que la formulation initiale et il nous permettra d’ob-

~h ~h h__=h
v =10 dw+/wlz—y v =) do
< -l et - < [of ~at],, - vl € M)
- <Hyl Wl sy T2~ g ) 19~ 2 gy VE € M)
et donc
(1.45) ol

inf

o) —wllp@y < C (

th thl (4

~h -
: v, — 7' | argen) + Hg? - ngé(Ql)> )
en obtenant aussi des estimations sur la vitesse. Le reste de la section est consacré par conséquent a
I’analyse du probleme (1.43).

Introduisons quelques notations utiles. On définit les formes bilinéaires

- . . N - 2
al(gl,gl) = o A, g,:0,dz + o E dﬂgl . dﬂgl dz, ¥V (0y,0) € (ésym(Ql)) ,
aghd) = [Zweien V@) e Xpm@n x )
et les espaces

~ *,5ym
(1.46) X, """ (Q)

0" () x X8 (8y) € X (Qe) x X (),
(1.47) X20m(Q) =

~*,SYm ~H .
@' a" e X"/ Y s i) =0,V e,
lef{e,f}

5_h

calcul et aussi comme des couples (QC e

Les éléments Q? de ces espaces seront considérés comme des fonctions définies sur tout le domaine de
h

). Ainsi on peut définir la norme “cassé” suivante

Z ||gl‘|2£(ﬂl)7 Vg = (gcagf)
lefe,f}

Igl%- ) =

€ X(9.) x X(Q).

Alors, la coercivité de la forme bilinéaire ;. (. 1y ai(+, ) dans I’espace X»*¥"™(€2) nous permet d’ap-
pliquer le deuxieéme lemme de Strang qui nous donne la

PN

Proposition 1.5.2 Pour tout (g,j) € X*¥"(Q) x J(I), la solution (gi‘,l’lh% l € {c, f} du probléme
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Chapitre 1 Raffinement Spatio—Temporel (1, 2)

(1.43) satisfait
lg" — gl < € inf 18" gl +
X 5heX; () -
(1.48) > siley =g gp" =)
c sup se{c,f}
grexzm@) gt — 8" x ()
Preuve: La preuve du résultat est classique. Voir [17]. H

L’estimation donnée dans (1.48) est constituée par deux termes. Le premier parmi eux est 1’erreur de
meilleure approximation. Il indique I’erreur commise (mesurée dans la norme cassée) lorsqu’on remplace
Iespace X*¥""(€2) par X»*"™(Q). Le deuxiéme terme, nommé erreur de consistance, mesure I’erreur
commise par la non-conformité a I’interface de I’espace d’approximation utilisé. On analyse par la suite
chaque terme séparément.

Estimation de I’erreur de meilleure approximation. Il faut signaler que 1’inf qu’on considere dans
cette expression est pris dans I’ensemble (1.47) (composé par des fonctions qui vérifient la contrainte de
continuité faible) et non pas sur 1’espace (pour lequel on a les propriétés d’approximation). Ceci
fait que, en général, donner une estimation pour ce terme ne soit pas évident. Cependant, dans le cadre
ou on se place, elle est tres facile a obtenir. En effet, rappelons qu’on a supposé que le maillage fin est
un sous-maillage d’une extension du maillage grossiere. Dénotons par T}, (£2) cette extension. On peut
alors définir I’espace

(1.49) X50m(Q) = {gh € XWM(Q) [ & € (Qu(K)>2 VK € Thc(Q)} .

Cet espace n’est rien d’autre que le résultat d’appliquer 1’élément Q‘fi” (qu’on utilise sur chaque sous-
domaine) sur le maillage 7}, (€2). Il est clair que

XQ) C XTQ),

car la contrainte normale est continue au sens fort, et par conséquent

it g gy <, inf 8" =]l x o)
o4 eé;,sym(g) = gheézqim(g) =

11 suffit d’appliquer les résultats d’approximation de cette espace (voir [14]) pour obtenir une estimation
sur ce terme. Pour un entier m > 0 on introduit les espaces

H™HmMQ) = {f € H™Q), [/ 0uf € H™(Q)},
H™m Q) = {f € H™Q), /0.f € H™(Q)},
et les semi-normes
|flam+rm)y == |flam@) + 10 flam@),  [flammiiq) = [flam@) + 10:flam @),
ol | - [grm () dénote la semi-norme dans H™(£2). On définit donc I’espace de tenseurs

H™ Q) = {5 € X¥™(Q) tel que 6., € H™TH™(Q),
(1.50) - -
.. € H™™(Q), 6., € H"TH(Q)},
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1.5 A Propos de la Convergence du Schéma Semi-Discret

et on pose (méme s’il ne s’agit pas d’une norme)

HgHﬁerl,M(Q) = |5m‘HW+1vm(Q) + ‘522|Hm»m+1(9) + |Uwz‘Hm+1(Q)-

Alors, si o € H>'(Q) on a que

(151) ot 8= el < Ol
= T=he¢

Estimation de ’erreur de consistance. Maintenant on examine le deuxieme terme de (1.48). De la
deuxiéme équation de (1.43) on en déduit que gh appartient a I’espace donné par (1.47). Il est clair que
sigh € X9 (Q2) alors

- “h CH . - ~h ~H . ~H
sl(g?_glhulf]_l) = Sl(glh_gglvl _1)7 Vl eiH(F)u
ce qui implique
N . 7 .p ~H .
> silel — 374~ ) >, sief—510 —J)
su sete} = inf su sefefy

~h * SI;TTL /E ~h N =H ~h * sI;m /E ~h2
greX;vm(9) |g" — & ||§*(Q) 7 €Ty () greXi Q) |g" — & ”é*(ﬁ)

C’est a ce stade que la preuve differe 1égeérement en fonction de 1’espace d’approximation du multiplica-
teur de Lagrange.

— Supposons d’abord que I’inclusion (1.12) est satisfaite. Alors en utilisant le théoreme des traces
on obtient
7 <n . ~H T <h . ~H
sifg) =557 ) < | (g? - g, ) EZHH*%(F) lj—Jj HH%(F)

H

- ~h . ~
< gy = a)llx 0 11 =37 13 gy

et donc, I’erreur de consistance est borné par

~H
¢ it -3,

quantité qu’on peut estimer en utilisant des résultats d’interpolation classiques. Par exemple, si on
prend J ,,(I") donné par (voir la section|1.4.2.2 pour leur définition)

(P1)? continu grossier, (1.26) (P1)? continu fin, (1.27)
Py x P; continu grossier, (1.30) Py x Py continu fin, (1.31)
il est clair que
. . ~H . .
b = ey < C Rl VjeH*T), (a)
J egy @)
. . ~H . .
(1.52) b =g 2y < C W il a2y,  Vje HAT),  (b)
RSN
. . ~H . .
b i =g 2y < Chljllaey, Vi€ HAT). (o)
I €Ty @)
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Chapitre 1 Raffinement Spatio—Temporel (1, 2)

Alors, en utilisant des résultats d’interpolation [62], on a que si j € H_% (T") alors (en utilisant

(1.52).(a)-(c))

inf  j—j" .1 < Chljl.z
Meg,m T T HED T

De la méme fagon, si j € H?2(T") alors (en utilisant (1.52).(a)-(b))

~H 3
inf |j—J || 1 < Ch2 |j|lg2r)-
iHelH(F) = = "H2(I) IHAD)

SiI’espace J ;,(I') n’est pas une approximation interne, on peut néanmoins écrire

— H -~ . ~H
sifgh—5,j-7) < | (glh_gl>ﬂlHLj(F) 17 =3 lz2(ry

Ensuite, en appliquant une inégalité inverse [28] et le théoréme de traces, on obtient que

H C . ~H
agh=a0.i =1 = (=) mll g g 13— 1 ey

cC - ~ . ~H
< ﬁllg? =3 lx 0 1 =37 N2y,

ce qui implique que I’erreur de consistance est borné par
it 1=z
h " eg,m)
Etant donné que I’espace (voir la section[1.4.2.3)
J () =Te" (éhl(ﬂl)), le{f,c}, (1.32)
satisfait (1.52).(b)-(c), un résultat d’interpolation nous permet d’affirmer que si JE H_% (I"), alors

C ~H
— inf [lj =7 2y < CRFI s
Vi ez, o E

H3(T)'

Remarque 1.5.1 Si on considére J ., (I') défini par (voir la section|1.4.2.3
(Po)? grossier, 1.33

on a que ’estimation (1.52).(c) est satisfaite (mais on n’a pas mieux). Alors, si le multiplicateur
de Lagrange appartient a H' (') on obtient

C ~H
— inf =7 2y < C vh 50| ey s
Vh iHeiH(F) J 4 LT JIHL(T)

ce qui nous donne une approximation moins bonne que pour les autres choix.

Donc, finalement a prouvé le théoréme suivant
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1.5 A Propos de la Convergence du Schéma Semi-Discret

Théoréme 1.5.3 Soit (g,v,j) € H21(Q) x H(Q) x H_%(F) Alors la projection elliptique 11, (g, v, j)
définie par (avec le champ de vitesse approché dans (1.20) et I’espace du multiplicateur approché
par (1.26), (1.27), (1.30), (1.31) ou (1.32)) satisfait

{Z} Ik = g llxcn + lof = willasen) < € (el gaa + el + 1l,5 )
e, f

Dans la pratique, on appliquera la projection elliptique sur (g(t), v(t), j(t)) solution du probléeme varia-
tionnel (1.9)—(1.10) au temps ¢. Dans ce cas, il est facile de montrer que si

(g,v,5) € CF([0,T]; X*¥™(Q) x M(Q) x J(T)),

alors
M2, v.4) € C* (10,1 Thieery X5 () X My, (%) x T4 (D))

et
o* , oF o ok
wnh(gayul) = Hh(ng %Qa wl%

c’est a dire, I’opérateur de dérivation en temps commute avec la projecteur elliptique.

Ceci nous permet d’établir le

Corollaire 1.5.4 Soit(c,v,j) € C*([0,T]; H>1(Q)x H'(Q) x H3()) la solution du probleme (1.9)—
(1.10). Pour tout t < T, sa projection elliptique définie par (1.41) (avec le champ de vitesse approché
dans et I’espace du multiplicateur approché par (1.26), (1.27), (1.30), (1.31) ou (1.32)) satisfait

153 P (198 (F — 2,) O, @ + 108 (oF 1) Dllasca)

< Ch (198 2l gaagay + 108 ®llmey + 105 5O 5 ,,) -

1.5.2.2 Estimations sur le Probleme d’Evolution

Finalement on obtient les estimations sur le probleme en temps. Soit I’énergie discrete de 1’erreur définie
par

(1.54) Et) = E.(t)+ &),

1 - 3 1 h o
&) = 5/ A (g -at)i (g -2b) dx—|—§/ o (of = o) (v} = o) do.
o) &

Il est clair que

VED ~ Y [Igh - alllgzan ®) + lof = vl laran (1))
le{e.f}

Notre objectif est de donner une estimation de cette quantité en fonction de I’erreur de la projection
elliptique sur la solution exacte.
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On commence par faire la différence entre les premiéres équations de (1.13) et ( pour en déduire que

/ p1 O (gf’—gf) ot dr — / dlv(a?—alh) o dr =
o o - =

/pzat(@—yl)-@?dw—/m@—gl)@?dw-
Ql Ql - -

De la méme fagon, en utilisant les deuxiémes équations de (1.13) et (1.9) on obtient
(1.56)

/A16t< g;’):gfdx—i—/dlval (Qz_”l)dx—/églm'(jl]{—jf[> dy =
o) -/ = o r- -7
/ Al&g(é\?—gl):ilhdx + / diV_Q;L‘(Q?—Qz)dx - /Q?ﬂl'(jfl—jl)'
o - =/ = o r- -

Si on additionne 1’équation (1.55) en posant Q;‘ = ylh —th avec I’équation (1.56) en posant g? = gh — ylh

1
on obtient que

%El(t) = /lelﬁt@lz—gl»(;l;—vl)dx—/ﬁldlv(:—gl)~<£lﬁ—y?> dz +

foaon(d-a) (i et) oo+ [ v (g -ab) G g -
1 1
J (et —t) w3 =) e [ (e = b) mi- (i - 1) v

On somme sur I’indice I € {c, f} et on utilise la définition de la projection elliptique pour écrire

dtg() = Z Plat Uz Ql>—@zﬁ_ﬁz>}'(zz\_“l)d$+

(1.55)

lefe,fy 7S
Z /Q % _gl>_(§_gl)]:<§—g?) dx.
le{c,f}

En utilisant inégalité de Cauchy-Schwart on établie 1’inégalité suivante

d
GEO < eVED X (10 (vf — ) lason + e — wllasoy+

lefe,f}

10 (28 = 2,) 2@ + ) = & llz2qn)| -

Ceci implique que

VE@ < VED+e S [ [100 (e - o) o + 1 - sl
(1.57) lefesy
19: (2f = 2,) 20 + g} = 2,20 ds.

On utilisera cette inégalité pour montrer le

26



1.5 A Propos de la Convergence du Schéma Semi-Discret

Théoreme 1.5.5 Soit (g?, y?, le) solution du probléeme (1.16)— (1.17) avec les conditions initiales don-
nées par la projection elliptique des données initiales du probleme continu (et les espaces d’approxima-
tion utilisés dans le théoreme 1.5.4). Soit (g, v, l) la solution du probleme (1.9)—(1.10). Alors

~ Si(g,v,j) € CY([0,T); H*1() x HY(Q) x H3(T)),

> (lef - gllcorzzan + lbf - vllcormeay) <
(1.58) 1e{e,f}

c1+1) h (lglesorazaay + lelosomm@) + 1l g gt o)

— Si(g,v,4) € C*(0,T); H*L() x HY(Q) x H3(T)),

Z ”ggl_gl”C(O,T;é(Qz)) <
(1.59) le{c,.f}

c1+1) b (llelloar @ + 1lexommon + 1l g rpt o)

Preuve: On remarque que, lorsque les conditions initiales sont définies par la projection elliptique des
conditions initiales du probleme continu, 1’énergie £ (0) est identiquement nulle. Ainsi I’estimation (1.58)
découle de (1.57) et des conclusions du corollaire [1.5.4. On remarque en particulier qu’on a obtenu
des bornes que pour la norme L? du tenseur de contraintes (quantité qui apparait naturellement dans
I’énergie), mais pas sur la divergence. Pour faire ceci on doit réutiliser les équations vérifiées par 1’erreur.
En effet, il est clair que

/plat (w—of) o de = /m (¢, - o) ot de, Vol € M(Q).
Q Ql - =

En utilisant cette derniere égalité avec Q;L = div (gh — O'h) on en déduit que

=l =l

. e h . R "h
‘dﬂ (gl —gf’)‘ dr = p1 O (yl —yl) 'm(gl —g{‘> dz +
Q - = o} - =
[ avo ) an (o) o
Q
ce qui implique que

Jaiv (o - 2,)] pay = ° <’8t (s = 22) s + v (& )] L_2<ﬂz>> '

11 suffit alors d’utiliser les estimations sur la projection elliptique du corollaire (1.5.4) et I’estimation
(1.58) pour finir la preuve de (1.59). O

1.5.3 Les Cas Plus Généraux : Les Difficultés

On signale que la preuve du théoreme|[1.5.5 a été simplifiée grice aux hypothéses qu’on a supposées. En
effet :

— Le fait de discrétiser le champ de vitesse dans 1’espace (1.20) nous a permis de réduire I’étude de

la projection elliptique (1.41) a I’étude du probléme (1.43) beaucoup plus standard. L’analyse de

convergence avec I’espace de discrétisation M, (€2;) définie dans (1.18) reste un probleme ouvert.
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Chapitre 1 Raffinement Spatio—Temporel (1, 2)

Q, r Q,
R SRR EEEEEEEE LR - 20 +2
O
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\ X_’W ,lE{C,f}
O
O-—-J
e —— o
A—>]J

FI1G. 1.4 — Distribution temporelle des inconnues et interaction entre les multiplicateurs pour le schéma I

— Numériquement on observe un taux de convergence plus élevé que celui qui a été obtenu dans
la théorie en O(h). Ceci peut étre 1ié a 1’utilisation des maillages structurés et un phénomene de
super-convergence. La preuve d’un résultat de ce type est aussi une question ouverte.

— Dans I’analyse de I’erreur de meilleure approximation on a utilisé fortement que le maillage sur
la région raffinée est un sous-maillage d’une extension du maillage grossier a tout le domaine de
calcul. On remarque que pour obtenir I’estimation (1.51) (propriété d’approximation de 1’espace
X he (€2)) on a eu besoin de la régularité de g sur tout le domaine de de calcul. Une analyse plus
fine nous aurait, peut étre, permis d’obtenir un résultat similaire qui demanderait de la régularité
seulement sur chaque sous-domaine.

— Le fait d’avoir seulement une région raffinée simplifie la présentation et 1’analyse de la méthode.
Pour considérer des cas plus généraux avec plusieurs sous-domaines on aurait rencontré des diffi-
cultés d’analyse fonctionnel du méme type que celles qu’on a rencontrées au chapitre [11/liées aux
restrictions de la trace normale. Dans ce cas il faudrait changer I’espace d’approximation du mul-
tiplicateur en enlevant des degrés de liberté sur les intersections des frontieres communes [15, 16].

— On signale aussi qu’on n’a pas obtenu d’estimations sur le multiplicateur de Lagrange j. Pour faire
ceci il suffirait (mais c’est difficile) de montrer une condition inf-sup discrete uniforme associée a
I’opérateur de couplage ;. {e.f} 51 (+,-). On renvoie le lecteur a [15, 81] pour une étude similaire.

1.6 Discrétisation en Temps

1.6.1 Schéma Intérieur.

Pour la discrétisation temporelle des systeémes (1.16) on utilise un schéma numérique centré d’ordre deux
du type saute-mouton qui calcule le tenseur de contraintes et la vitesse a des instants différents (voir la
figure[1.4 pour la distribution temporelle des inconnues). Etant donné qu’on veut garder le rapport entre
le pas de temps et d’espace constant sur tout le domaine de calcul on va utiliser un pas de discrétisation
temporelle de At, = 2At sur €. et de Aty = At sur Qf. De cette facon, les équations a I’intérieur de
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chaque domaine sont

Trouver (Egn,Vf”H,Jf”*l,E?,an+%,J;+%) c
RVze x RNVve x RY: x RNze 5 RNve 5 RNG vérifiant
Moe Vgnﬂﬁtvc S
(1.60) (( vy 2 2
Mes At - DpEyo= B
Mo,fw + D szﬁé = JJ%M_%’
| ]va,fvﬁwgA_ltvj?n+é - Dyt = FP
Mgvfzin+2;t2§n+l . D szm% - J;n+g.

Remarque 1.6.1 Supposons que les forces externes sont nulles (i. e. f = 0). Il est bien connu que dans

le cas d’un seul domaine, par exemple (¢, le schéma numérique donné ci-dessus conserve I’énergie
discrete suivante

n 1 n yn ntg on—j
(161) Ef = 5{(M0'7f2 ,Zf)‘i‘(MU’fo 2’Vf 2)},

oit (-, -) dénote le produit scalaire euclidien dans R, N € {Ny ¢, N, t}. On rappelle que, si on dénote
par (gl;)” € é;im((lf) (resp. (y?)’”é € My, (2¢)) la fonction qui a par composantes dans les bases

1
(1.15) le vecteur X7 (resp. A ), on a que
f f

1 hyn . (- h hyn+i o hyn—1
Ef = 3 { D ALy dok b gy @ e
f f
c’est a dire, E;ﬁ est un équivalent discret de I’énergie du probleme continu sur la grille fine au temps

t". Cette forme quadratique est équivalente & la norme L? de la solution numérique si et seulement si la
condition (dite condition CFL)

At?
(1.62) La matrice N¢(Aty) := My 5 — TfD;Z (Mvvf)_lDf est symétrique définie positive,

est satisfaite (voir la preuve de la proposition 1.8.1\pour avoir plus de détails). Dans ce cas, la méthode
numérique est évidement stable. On peut trouver des contrexemples qui montrent que cette condition est
aussi nécessaire pour garantir la stabilité.

La condition CFL dans le domaine Q2. s’écrit

At?
4

(1.63) La matrice N.(At.) :== My — D:(Muc)*ch est symétrique définie positive.
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Chapitre 1 Raffinement Spatio—Temporel (1, 2)

Remarque 1.6.2 Un simple calcul montre que la condition (11.62) est équivalente a

2 -1
A gup (M) D% DY) -
4 m70 (Mo X, X¢)
Afin d’écrire cette expression en fonction des opérateurs intégrales, on peut montrer que (voir [6] pour
la preuve)

qup \Mo) Dy%p Dy¥Bg) - (DySs, Uy)?
5 £0 (Mg %y, %) sy£0,Vp20. (Mo X7, 5 p) (Mo Vi, Vi)'

ce qui implique que la condition CFL peut aussi s’écrire

[ divalofas
(1.64) —— sup sup < 1.

1 1
ay Eéhf vp €My, . 3 1
o0 vt [ Apahiohde j{ py ol -l da

Remarque 1.6.3 Examinons le quotient qui apparait dans (1.64). Dans le dénominateur on a, approxi-

mativement, le produit des normes L? de g;‘ et Q’}. Dans le numérateur on a le produit scalaire dans L>

de Q? fois un opérateur différentiel du premier ordre (la divergence) appliqué sur g’]}. Ceci indique que

le quotient est de I’ordre de 1/ Ax et suggere que la condition (1.64) est équivalente a une condition du
Iype
Aty

< 1.
Axy

Lorsqu’on utilise I’élément fini Q%™ x Qg présenté dans pour la résolution du systeme élastody-
namique dans un milieu homogeéne isotrope (avec les coefficients de Lammé X et . et une densité p) avec
un maillage spatio-temporel uniforme infini de pas (At ¢, Ax¢) on peut montrer que (voir [80] pour les
détails)

(1.65) C = = —.

out V), est la vitesse des ondes de pression.

Pour chaque intervalle de temps [t2", #2"2] on a trois valeurs du multiplicateur de Lagrange .J, une dans
(2 et deux dans ;. En plus, les équations de transmission n’ont pas été encore discrétisées. Il faudrait
écrire trois équations consistantes avec (1.17) pour compléter le systeme d’équations (1.60).

1.6.2 Equations de Couplage : Conservation d’une Energie Discrete

L’idée est de chercher un équivalent discret de la conservation de 1’énergie (1.11) en absence de forces
externes (voir la remarque 1.2.2). En s’appuyant sur la remarque [1.6.1 on introduit I’énergie discrete
totale aux instantes pairs par

(1.66) E* = E'+E}
ot E" est définie par (1.61) et EZ" par

1
B = (MBS (M V2, V),
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1.6 Discrétisation en Temps

Théoreme 1.6.1 (Schéma conservatif) Pour compléter le systéme (11.60) et obtenir un schéma numé-
rique qui conserve 1'énergie E*™ en absence des forces externes, les équations additionnelles doivent
satisfaire I’égalité de flux suivante :

E2n+2+22n+1 3 22n+1+22n 1
f f 2n+< f f 2n+5 o
<cff,t]f ) o) =

B (C R Y J2n+1)
(& 9 C *

(1.67)

2

Preuve: On suppose que les forces externes sont nulles. Si on multiplie la deuxieéme équation de (1.60)
par
Egn—i-Q + Egn

2
on obtient
1
4—At (Ma,czgn+27 Egn+2) o (Mmczgn’ Zzn)} =
(1.68) 2
, 242 4 wi2n . s+ 3
_ (DCVCQn-H’ %> + <Cc Jentt, %) )

De la premiere équation de (1.60), en utilisant deux instants consécutifs, on en déduit que
V2n+3 _ V2n71 22n+2 + Z2n
]\407C C C _ Dc C C

ANt 2 =0

On multiplie cette égalité par V.21 pour obtenir

i { (]\41),0‘/62714*37 ‘/62n+1) o (Mv,c‘/;;2n+17 ‘/'CQTLfl) }

4At
E2n+2 4 EZn)
c c
72 .

(1.69)
<D>Ck V;Zn-l—l ,

La somme des expressions (1.68) et (1.69) nous donne la variation de 1’énergie discréte grossiére entre
deux instants pairs,

1 ont2 ) x 12n41 22n+2+22n
(1.70) Q—N(EC” ~EM) = (Crg )

Des opérations similaires sur la grille fine nous donnent la variation de 1’énergie fine entre les instants
pairs,

2n+1 2
L (E2n+2 - E2n> _ C*JQ"J"% Zf T an +
oAt \ f - rr 2
(1.71)
CiJ, %, s e—
Finalement, la somme des égalités (1.70) et (1.71) termine la preuve. O
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Chapitre 1 Raffinement Spatio—Temporel (1, 2)

Ce théoreme nous donne une famille de schémas stables parmi lesquels on doit sélectionner le plus précis
en termes de consistance et convergence. Ainsi, un premier choix pour compléter le systeme (1.60),
consiste a ajouter ces trois équations de couplage

c Egn+2 + Ezn . E?cn+2 + 22?71-%1 4 Z?cn

(1.72) ‘ 2 - 4 ’
2n-|—l 2n—|—§
Jc2n+1 — ‘]f 2 — Jf 2 ,

qui nous donnent le schéma I. On remarque que la continuité de la contrainte normale est imposée une
fois tandis que celle du champ de vitesse deux fois. Un deuxieme choix possible et, en quelque sorte,
dual du précédent est donné par

y2n+2 4 y12n 22n+2 + 22n+1
o e T oS I
2 2
242 4 y2n n2n+tl + 12n
(1.73) 0607""6 _ ,Cff—f7
2 2
2n+% 2n+%
g _ Jr T H g
C 2 I

et qu’on dénotera schéma II. Maintenant on impose deux fois la continuité de la contrainte normale et
une seule fois la continuité de la vitesse.

Remarque 1.6.4 La premiere équation de est centrée et consistante a l’ordre deux avec la pre-
miere équation de (1.17). Cependant, les deux équations de (1.72) qui imposent la continuité de la vitesse
a travers Uinterface 1" sont décentrées et consistantes seulement a I’ordre un avec la deuxieme équation
de (1.17). Toutes les valeurs du multiplicateur de Lagrange du coté grossier et fin dans I’intervalle de
temps [t*", t2"F2] sont égales a une méme valeur qu’on appellera J** 1 (voir la figure[l.4).

On a un comportement similaire pour les équations dans (1.73)). Cette fois-ci c’est I’équation qui porte
sur le multiplicateur de Lagrange qui est consistante a I’ordre deux avec la deuxiéme équation de (1.17).
Les autres deux équations qui imposent la continuité de la contrainte normale sont consistantes a l’ordre
un. De ce point de vue il n’est pas clair qu’un schéma soit plus précis que I’autre. Cependant, on verra
dans le chapitre|2 que le schéma I fournit en effet une meilleure approximation (voir aussi la remarque
1.6.5).

Remarque 1.6.5 On peut remarquer que le comportement du couplage donné par le schéma II est
étrange. En effet, a partir des deux premiéres équations dans (1.73) on observe que

n 2n+2
Cpuft = Cpupt?,

ce qui veut dire que la contrainte normale sur linterface I" du coté fin reste constante aux instants pairs.
Ceci implique en particulier que la méthode ne peut pas converger en norme L™ (voir le chapitre2 pour
I’analyse 1D de cette méthode).

1.7 Caractere Bien Posé du Probleme Discret

Dans le chapitre |2 on verra que la solution obtenue avec le couplage (1.72) est plus précise que celle
qu’on obtient avec les équations (1.73). Pour cette raison, on a décidé de présenter le caractere bien posé
du probléeme totalement discrétisé pour le schéma I.
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1.7 Caractere Bien Posé du Probléme Discret

1.7.1 Algorithme de Calcul

Supposons que toutes les inconnues jusqu‘au temps 2"

inconnues jusqu’au temps 2712,

— Etant donné que les matrices de masse sont symétriques et définies positives, on peut calculer
1

2ntg g, . N . .
V2t et Vf "2 aTaide de la premiere et troisieme équations de (1.60).
— Ensuite on obtient J2"*! (la valeur commune du multiplicateur de Lagrange dans I’intervalle
[t2,+27F2]) d’une fagon implicite en résolvant un systéme linéaire du type

ont été calculées et voyons comment obtenir les

M(At)J2n+1 — B2n+1.

Comme on verra plus tard en détail, le second membre ne dépend que des inconnues qui ont été

déja calculées.

. , . . o2n+4-3
— Une fois qu’on a obtenu la valeur du multiplicateur de Lagrange on obtient ¥27+2, Z?f“’l, f "

et 2?”2 avec la deuxieme, quatrieme, cinquieme et sixieéme équations de (1.60) respectivement.

Finalement, on explique en détail comment obtenir le multiplicateur de Lagrange J2"*1.

1.7.2 Obtention du Systéme Linéaire Vérifié par > !

La proposition suivante nous donne I’expression du systeme linéaire a résoudre pour I’obtention du
multiplicateur de Lagrange .J2" 1.

1

Proposition 1.7.1 Si les suites ¥.2", 7, V2t v, J? L vérifient (1.60)—(1.72) alors

(174) M(At) J2n+1 — B2TL+1’
ou

1.75 B2n+1 _ A_ﬁc’ M 71D* M 71F2n+1 _
( . ) - 4 f( ny) f( v»f) f

Ce [Zzn - At(MJ,c)_lD:VC%H_I] -

— n — * 2”4‘%
Cf(Ma,p) ™ N(Aty) |S7" — At(Mq,p) " D}V )
(1.76) M(AL) = M. + My(Aty),
(1.77) M, = AtC.(M,.)"'Ct,
(1.78) Mf(Atf) = AtCf(M(;’f)lef(Atf)(Mmf)ilc;ck,

avec la matrice N¢(Aty) définie dans (1.62).

Preuve: Notre objectif est d’obtenir un systéme linéaire vérifié par I’inconnue .J2"*! dont le second

. . w43 p . p
membre ne fait pas apparaitre 2?”2, E?”H, »2+2 et V. "2 Lutilisation des équations du schéma
é

intérieur (1.60) et, surtout, de la premiére équation de (1.72) sont fondamentales pour éliminer ces in-
connues. C’est ce qui guide les calculs qui vont suivre.
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Chapitre 1 Raffinement Spatio—Temporel (1, 2)

Si on fait la différence entre la sixieme et quatriéme équations de (1.60) on a

22n+2 i 222n+1 + 21 V2n+% _ V2n+% J2n+% _ J2n+%
M f f f - _D* f f + O f f
of A2 ! At ! At

En utilisant la cinquieme équation de (1.60) et les équations de couplage (1.72) on en déduit que

22n+2 o 2E2n+1 4 y12n
Ma,f f AtJ; f _ —D}(Mv7f)_1Df2?cn+1 _ D;;‘(Mv7f)_1Ff2n+l.

Il est clair alors que

22n+2_’_222n+1+22n At2
¥ _ _
I 7 = Cp(Myp)™" Moy — = Dj(Myy) "' Dy | 55—
At2 —1 % —1 2n+1
— Cr(Mop) " Dy(Myg)" Fy

_ At? . _
= Cy(Mop) ' Np(At)S7 = == Cp(Mo p) " D (M p) F"

On utilise la quatrieme équation de (1.60) pour développer Ei”“ dans I’expression précédente et obtenir

2n+2 2n+1 2
o, DY 2N+
4

1.79 At?
( ) ch(Mg’f)le;(Muf)leJ%n—‘rl_’_

— n 1 pxy 2Nt
= Cp(Myp) 'Ny(Aty) [BF" = At(Myp) D}V, 2 | —

Ath(Mmf)*le(Atf)(Mmf)*lC}kJ2n+l.
D’un autre coté, on se sert de la deuxieéme équation de (1.60) pour obtenir

2n+2 2n
Ec B Ec

Ce 2AL

= —Co(Mgo) ' DIVIT + Co(M o)1 CEIH Y,
ce qui implique

Zgn-‘rQ + E%n

1.80
(1.80) C. 5

= C.X2" — AtC.(My o) 1DV 4 AtC (M, )~ tCF I H
Pour conclure la preuve il suffit de faire la somme des équations (1.79) et (1.80) et d’utiliser la premiere

équation de (1.72). O

1.7.3 Sur P'Inversibilité de la Matrice M (At)

Regardons quand la matrice M (At) est inversible.

Théoréme 1.7.2 (Caractére bien posé du probléme discret) Sous les hypothéses de la proposition|1.7.1)
supposons que
— la condition (1.62) est satisfaite (condition CFL habituelle sur €1y),
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1.8 Stabilité du Schéma

— C7 estinjective ou C’; est injective.
Alors la matrice M(At) est symétrique définie positive et le probléme discret —(1.72) est bien
PpOsé.

Preuve: On rappelle que
M(At) = M(At.) + Ms(Aty),
avec
Mc(At) = AtC(M,.) tCr, My(Aty) = Ath(Mmf)_le(Atf)(Mmf)_lC;Z,
des matrices symétriques positives. Etant donné que
(1.81) Ker M(At) = Ker Mc(Atc) N Ker My(Aty) = Ker C7 N Ker CF,

pour garantir le caractére définie positif de la matrice M (At) il suffit qu'une des deux matrices C'¥ ou
C’} sont injectives.

Une fois prouvée I’inversibilité de la matrice M (At), la proposition [1.7.1 et la section[1.7.1 montrent
que le probléme discret (1.60)—(1.72) est bien posé. O

Remarque 1.7.1 On remarque qu’il est préférable que la matrice C} soit injective. En effet, si on prend
la valeur de Aty de plus en plus proche de la valeur maximal qui garantie la stabilité, la matrice
Ny (Aty) sera de plus en plus singuliere. Ceci peut avoir une conséquence dans le caractére définie
positive de la matrice M y(Aty) et par conséquence sur I'inversibilité de la matrice M(At).

1.8 Stabilité du Schéma

On introduit quelques notations qui seront utiles par la suite. Pour chaque matrice symétrique définie
positive M on peut définir son produit scalaire et norme associés par

W, Vo) = (MW, Va), VI, = (V.V)ur,

ot on rappelle que (-, -) est le produit scalaire euclidien dans R™V. On introduit aussi la notation suivante
(voir la remarque pour une définition équivalente de ces normes en termes d’intégrales)

1Di% | (az, -1 I1DFVill(az, -1
1D = sup —= D = sup M e e .
¥ #0 HEZHMU,Z Vi#0 ||‘/2HMU,Z

Théoréme 1.8.1 (Stabilité L?) Supposons que
— les forces externes sont nulles,
— EO est borné par une constante indépendante du pas de discrétisation,
— les conditions (1.62)—(1.63) sont satisfaites (conditions CFL habituelle dans chaque sous-domaine).

1
Alors, la norme L? de ¥.2", V2t X% et an+2 obtenus avec les équations (1.60)— est bornée par
une constante qui ne dépend que des conditions initiales et le rapport o = At./h..
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Chapitre 1 Raffinement Spatio—Temporel (1, 2)

Preuve: Le schéma numérique qu’on utilise a été construit pour conserver (en absence de forces externes)
1’énergie totale E?", i.e.,

E° = E>.

Il suffira de montrer que cette quantité est équivalente 2 la norme L? de la solution pour compléter la
preuve. On a que

—112 —1112
It o1 _ ‘/C2n+1 + V'CQTL 1 ‘/'C2n+1 _ V'CQTL 1
(‘/c 7‘/6 )Mv,c - 9 - 9
Mv,c Mv,c
2 A 2

2n+1 2n—1
H Vet + Ve

t 2
2 4C HDQZ?TLH(MU

v,e) 7t

v,c

ou on a utilisé la premiere équation de (1.60). Cette identité nous permet d’écrire (en utilisant la définition
de N.(At.))

1 9 1 || v2ntl 4 y2n=1)2
B = I e 5 ||
c c nyc
Des calculs similaires sur la grille fine montrent
ontl _12
o _ L pcon2 Vi
EF = SI=F N ) 3 2 7
M, s

2n+% 2n—%

et donc les quantités 32", (V2" + V2" ~1) /2,57 et (V; "2 +V, ?)/2 sont bornées par I'énergie
totale a I’instant initial. Si on utilise encore la premiere équation de (1.60) on obtient

V;Qn-‘rl + ‘/'6271—1 Atc

Vc2n+1 = + (Mv,c)_lDzﬁg”,
2 2
ce qui implique
V2n+1 + V2n—1 At
Ve, < H — + SNl 1Z2 .-
' M’u,c
Si on se sert des équations sur la grille fine on obtient
2n+% 2n—%
on+L on—1 \% +V,
va 2 +va 2 < 2| L—H + Aty D57, -
M, ¢ M, ¢ ’

Mv,f

. . +3 g . e
Ceci veut dire que V2" *1 et VJF 2 sont contrdlées par une constante qui dépend des conditions initiales
et du rapport «, car les matrices D; sont d’ordre 1/h;.

Il nous reste a montrer que E?”H est aussi borné. En utilisant la quatrieéme et sixieme équations de (1.60)
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1.9 Résultats Numériques

+

e - 2n+ 4 2n+3 .
et I’égalité entre les multiplicateurs J fn ZetJ fn 2 donnée par (1.72) on a

22n+2+22n 3 1
2n41 f f —1 % 2n+5 2n+3
an+ = #—FAtf(Mmf) D% <Vf *+V 2>’ =
1
22n+1H < = H22n+2H 20
H o,y = 2 ! Mc,,f+H f HMa,f *
% 2n+% 2n+%
atg il { |[v; |7 ,
Mv,f M%f
et la proposition est prouvée. O

Remarque 1.8.1 Si on considere un matériau homogene et les mémes éléments finis pour la discrétisa-
tion en espace sur les deux domaines, la condition (1.62) est équivalente a (1.63). Ceci est une consé-
quence du fait d’utiliser le méme rapport entre les pas de discrétisation spatial et temporel dans le deux
domaines. Aucun des sous-domaines ne va pénaliser I’autre en termes de taille du pas de discrétisation
temporel.

1.9 Résultats Numériques

Dans cette section on présente quelques expériences numériques qui nous permettrons de choisir I’espace
d’approximation du multiplicateur de Lagrange et de discuter de I’influence du rapport entre le pas de
discrétisation temporel et spatial.

1.9.1 Choix de ’Espace du Multiplicateur

Dans cette section on présente des résultats numériques de la méthode présentée dans les sections pré-
cédentes qui vont nous permettre de choisir I’espace de discrétisation du multiplicateur de Lagrange. On
considere 2 = [0, 10] x [0, 20] un matériau isotrope homogene défini par les coefficients

(1.82) p = 1, A = 345, u = 2.04

On impose le champ de vitesse nul sur tous les bords. La région raffinée est 25 = [0, 10] x [10, 20], ce
qui implique que €2, = [0, 10] x [0, 10]. L’interface I" est donnée par

I = {(z,2) e/ z=10}.

Le systeme est perturbé par une condition initiale sur le champ de vitesse centré sur le point (x., z.) =
(5,20/3)

(1.83) v((z,2),t=0)=01H <i> (er +er),

o
ou H(r) s’annule a I’extérieur de [0, 1] et est définie (pour 7 € [0, 1]) par

(1.84) H(r) = Ao — Ay cos(27r) + Ag cos(3mr) — Az cos(67r),

avecr = (T — T, 2 — 20), T = (2e — 2,2 — ), r = |7, e, = 1/rye. = T/7, 0 = 1.5 et

Ao = 0.35875, A; = 0.48829, As = 0.14128, A3 = 0.01168.
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Chapitre 1 Raffinement Spatio—Temporel (1, 2)

Le pas de discrétisation sur €2, est donné par Az, = 1/15. Etant donné qu’on est intéressé a prendre un
pas de discrétisation temporel le plus grand possible on va le prendre de telle sorte que

At

Ap = 095 CFLoy, Led{e, [}

avec C'F L, la valeur maximale du quotient qui assure la stabilité. On va considérer différents espaces
d’approximation J ,, (I') et étudier sa performance.

Ju(T) = (P1)? continu fin. On considere 7 ,, (") défini par (1.25) avec 2 ; comme maillage de sur-
face, choix qui garantit ’inversibilité de la matrice M dés que la condition CFL est satisfaite car la
matrice C;Z est injective (voir le théoréme 1.7.2). Les résultats obtenus pour le multiplicateur de La-
grange et pour les variables volumiques sont bons (voir la figure/1.5). Cependant, le nombre d’inconnues
est supérieur a une discrétisation sur le coté grossier. En plus, le caractére inversible de la matrice peut se
détériorer lorsque le quotient At/Ax se rapproche de sa valeur maximale qui garantie la stabilité (voir

la remarque 1.7.1).

Ju() =Trt <X L (2 f)> On peut faire les mémes commentaires pour le choix donné par (1.32).
Méme si les résulta{s sont raisonables, la valeur du multiplicateur de Lagrange oscille legerement sur
la premiére composante (voir la figure |1.6). Le nombre d’inconnues est encore plus élevé que pour le
choix précédent. Les oscillations peuvent augmenter lorsque on se rapproche de la CFL habituelle car la
matrice N¢(At ) devient de plus en plus singuliere (voir la remarque 1.7.1).

Ju(T) = (Py)? fin. Lorsqu’on considere I’espace donné par (1.37) la matrice M(At) qu’il faut in-
verser pour obtenir le multiplicateur de Lagrange est singuliere. Dans la pratique, on arrive malgré tout a
I’inverser en obtenant la variable J a *“ un élément du noyau prés” (méme si on n’a pas vérifié si le second
membre appartenait a I’image de la matrice). C’est pour ceci qu’on trouve des fortes oscillations dans la
premiére composante du multiplicateur de Lagrange (voir la figure1.7), mais pas dans la deuxiéme (voir
la page[17). Les résultats obtenus pour les variables volumiques sont, malgré tout, raisonablement bons.

Ju(T) = (P1)? continu grossier. On considere 7 ;,(I") défini par (1.25) avec =, comme maillage
de surface, choix qui garantit I’inversibilité de la matrice M dés que la condition CFL est satisfaite car la
matrice C* est injective (voir le théoréme 1.7.2). Les résultats obtenus pour le multiplicateur de Lagrange
et pour les variables volumiques sont assez bons (voir la figure [1.8). En plus, le nombre d’inconnues a
I’interface est moins élevé que lorsqu’on considére un maillage de surface construit a partir de la trace
du maillage fin.

J (L) = (Po)? grossier. Finalement on considére 1’espace de discrétisation du multiplicateur donné
par (1.34). La matrice M(At) est inversible car la matrice C'} est injective (voir le théoréme [1.7.2).
La taille du systéme linéaire a résoudre est petite, et les résultats obtenus sur les inconnues volumiques
et surfaciques sont trés bonnes. On pourrait modifier 1égerement ce choix comme on indique dans la
remarque1.4.3 afin d’obtenir une méthode plus robuste dont le caractere inversible de la matrice M (At)
soit moins dépendant du paramétre « (voir aussi la remarque [1.7.1).

Remarque 1.9.1 Pour tous les choix de multiplicateur considérés et en choisissant o« = CF Ly, on
a un comportement hautement oscillatoire de la solution sur la grille fine (voir la figure |1.10). Malgré
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1.9 Résultats Numériques

Jnu(T) condy (M(At)) | Taille de M(At)
(P1)? continu fin 50 (4N, + 2)
Tr! (éhf(ﬁf)) 25 (6N, + 1)
(Po)? fin 50 (AN,)?
(P1)? continu grossier 19 (2N, +2)2
(Po)? grossier 9 (2N,)?

TAB. 1.1 — Conditionement et taille de M(At). @ = 0.95. Az, = 1/30

tout, le multiplicateur de Lagrange semble étre bien approché. 1l suffit de considérer une valeur de «
légerement inférieure a la valeur maximale pour obtenir des bons résultats.

On peut faire quelques remarques intéressantes sur la matrice M (At) :

— On constate numériquement que le conditionement de la matrice reste presque invariant lorsqu’on
change les valeurs des parametres a et At (On trouve une deviation d’environ une unité par rapport
aux valeurs dans la table[1.1).

— Ce conditionement est plus élévé dans les cas ol on choisit une discrétisation qui s’appuie sur le
maillage fin de I’interface. Le meilleur conditionnement est donné par le choix (1.34).

— La structure de la matrice est creuse et de taille égale au carré des inconnues surfaciques. De ce
point de vue il est préférable de considérer une discrétisation basée sur un maillage basé sur la
trace du maillage grossier a I’interface.

En prenant en compte ces remarques et les résultats numériques on va choisir par la suite 1’espace J g (I")
donné par (1.34).

1.9.2 Expériences avec des raffinements récursifs

On présente deux expériences numériques qui montrent la performance de cette technique de raffinement
de maillage. Dans un premier temps on décrit les caracteristiques communes des deux. Le domaine de
calcul est le rectangle 2 = [0,20] x [0, 10] composé du méme materiau homogene isotrope que celui
utilisé dans la section precedente. Il est perturbé par une condition initiale sur le champ de vitesse centrée
sur le point (z¢, z.) = (8,5) :

o((z,2),t) = 0.1H <i> e,
7o
avec la fonction H et le vecteur e, définies dans la section [1.9.1. On utilise des couches absorbantes
parfaitement adaptées (PML, cf. [41]) pour simuler un domaine non borné sur toutes les frontieres sauf
sur celle de gauche ot on impose la contrainte normale nulle. Le pas de discrétisation spatial sur la grille
grossiere est de 1/20 et on effectuera plusieurs raffinements de maillage successifs. Les régions raffinées
sont les suivantes : By = [15.7,17.3] x [0.7,2.3], By = [16,17] x [1,2], Bs = [3.5,4.8] x [5.45,6.8],
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PML :
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_________________ —z_1 | 1
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FIG. 1.11 — A gauche : Domaine de calcul. A droite : Zoom au tour de B3

By = [3.775,4.475] x [5.775,6.475], Bs = [3.925, 4.325] x [5.925, 6.325] and Bg = [4,4.25] X [6, 6.25]
(voir la figure 1.1T). Le rapport entre les pas de discrétisation le plus fin et le plus grossier est de 1/24.
Le pas de discrétisation temporel est fixé par le choix de o = 0.95 C'F'L,,; sur chaque domaine. Dans
les figures qui suivront on représente le module du champ de vitesse. L’ onde générée par les conditions
initiales est une onde de pression. Sa réflexion sur le bord gauche crée des ondes de pression et de
cisaillement réfiéchies.

Raffinement spatio-temporel vs. Raffinement spatial. Dans ce paragraphe on présente une compa-
raison entre la technique de raffinement de maillage présentée dans ce chapitre et une technique qu’on
appellera de “raffinement purement en espace”. Cette derniére technique consiste en utiliser la méthode
des éléments joints décrite dans la section|1.3 et un pas de temps global fixé par la condition CFL sur la
plus petite maille. Plus précisément, on compare la méme méthode avec ou sans le traitement spécial en
temps détaillé dans la section|1.6. Clairement, le cofit de calcul avec la deuxieme méthode est plus élevé
(par exemple, dans la grille grossiére, on doit utiliser un pas de temps 1/24 fois plus petit que celui utilisé
avec la premiere méthode). Le gain en temps CPU, qui dépend du niveau de raffinement et de la taille de
la région raffinée, est d’environ un facteur neuf pour cette expérience. En plus, 1’utilisation d’un rapport
entre le pas de discrétisation temporel et spatial trop petit par rapport a la valeur optimale C'F'L,,,; fait
que la solution obtenue avec le raffinement purement spatial est plus dispersée sur la grille grossiere et
donc moins précise (voir les figures(1.12 et[1.13). Les résultats obtenus par la premiére méthode sont trés
satisfaisants. Il n’y a presque pas de phénomenes parasites dus a la présence d’interfaces artificielles et
la non-conformité en temps.

Diffraction par des petits obstacles. Dans la deuxiéme expérience numérique on montre la diffraction
par deux réseaux de petits obstacles carrés placés dans les régions raffinées Bg (avec 49 unités) et Bo
(avec 25 unités) comme on montre dans la figure [1.14] Chaque obstacle, dont la taille de 1’arréte est
quatre fois le pas de discrétisation dans la boite courante (beaucoup plus petit que la longueur d’onde), est
modélisé par une condition de surface libre. Il est clair qu’il serait impossible de réaliser cette expérience
avec le maillage grossier. En plus, si on veut bien prendre en compte la géométrie de notre probleme
en utilisant un maillage uniforme on devrait utiliser le plus fin. Ceci aurait impliqué un temps de calcul
CPU et une quantité de mémoire tres grande. La méthode présentée ci-dessus nous permet de capturer
les phénomenes produits par les interactions multiples dans les régions tres raffinées et de les transmettre
a la grille grossiere. Dans les figures [1.15/et[1.16/ on représente les champs total et diffracté (amplifié
d’un facteur deux) a deux instants différents.
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(a) Raffinement de maillage spatio-temporel (b) Raffinement de maillage purement spatial

FIG. 1.12 — Module de v au temps ¢ = 4.3275

(a) Raffinement de maillage spatio-temporel (b) Raffinement de maillage purement spatial

F1G. 1.13 — Module de v au temps ¢ = 9.5205
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FIG. 1.14 - A gauche : Zoom au tour de Bj. A droite : Zoom au tour de Bs
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(a) Module du champ total (b) Module du champ diffracté x 2

F1G. 1.15 — Diffraction par des petits obstacles. Instantanée a t = 4.3275

7 AF s “‘ ____________ E‘"I_._'""""""""""_""”T":-_

(a) Module du champ total (b) Module du champ diffracté x 2

F1G. 1.16 — Diffraction par des petits obstacles. Instantanée a t = 9.5205
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dans le Cadre 1D
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prometteurs du point de vue de la précision de la méthode de raffinement de maillage spatio-
temporel adoptée (c.f. [46, 37]). On s’intéresse dans ce chapitre a I’analyse de 1’erreur commise.
Dans ce type de problémes on peut distinguer deux sources d’erreur :

[ es expériences numériques présentées dans les sections|1.9.1/et|1.9.2 montrent des résultats tres
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o La discrétisation en espace et la non conformité en espace entre les deux grilles.
o La discrétisation en temps et le fait d’avoir des pas de temps différents dans chaque sous domaine.

Plusieurs études sur le premier type d’erreur peuvent se trouver dans la littérature. Les techniques uti-
lisées se basent sur la théorie des éléments joints [23, 16] en utilisant le second lemme de Strang [17].
On s’intéresse au deuxieme type d’erreur, qui, provenant de la non-conformité des maillages en temps,
est plus spécifique a notre probleme. Pour I’étudier, on se place dans le cas simplifié monodimension-
nel ol seulement la non-conformité entre les maillages en temps est présente. Le principal résultat de
ce chapitre est alors le théoreme de convergence [2.4.1/ ot on donne des estimations quasi-optimales de
la méthode de raffinement de maillage spatio-temporel présenté dans le chapitre précédent appliquée a
I’équation des ondes 1D. La preuve du résultat (voir la section 2.5), méme si basé sur des techniques
d’énergie, utilise des arguments de type boot-strap pas standards ce qui fait qu’elle est intéressante. Les
estimations obtenues sont validées avec des expériences numériques 1D et I’analyse faite avec des tech-
niques de Fourier dans [38, 46].

Cette analyse d’erreur a donné lieu a la publication [58] qu’on a inclus directement dans le document
méme si elle est en anglais (sections 2.2-2.6). Une bref section de transition qui explique la notation
adoptée dans Iarticle a ét€ ajouté (voir la section [2.1). D’un autre coté, on a décidé de rappeler en dé-
tail (tout en rajoutant des remarques qui nous semblent intéressantes) 1’analyse avec des techniques de
Fourier de 1a méthode qui avait déja été présenté dans [38, 46]. Nous considérons que, pour la compré-
hension des sections|3.5.2 et 4.4.2 ol on effectuera une analyse par Fourier des méthodes de raffinement
de maillage spatio-temporel plus générales que celle ci, il est fondamental d’établir la notation qu’on

utilisera.

2.1 Le Cas Particulier du Probléeme 1D

On considere les équations de 1’élastodynamique (1.2) en 1D avec p = 1 et C = [ sur 2 = R. Alors
le systeéme qu’on veut résoudre est tout simplement 1’équation des ondes 1D sous une formulation du
premier ordre, c’est a dire,

ov ou

- - = +

T + 9 0, (x,t) € R x RT,
2.1) ou ov n

e + 9 0, (xz,t) € R x RT,

u(z,0) = wuo(x), v(z,0) = wvo(x), z € R,

ou on a remplacé g par —u. Supposons que 2. = R~ et Qy = R*. En suivant les mémes techniques que
dans la section/1.2 on pose nos équations dans chacun des domaines :

Ov ou ov ou

c ¢ _ — + f f — + +
5 T 0, @teR xRkt | =L + = 0, (z,t) € RT x RY,
ou ov ou ov

c e _ + R- x RT f e Rt x Rt
5% T o 0, (zt) €R™xRY, 5% T o 0, (z,t) €RT xRT,

(ol on omet les conditions initiales). Afin d’obtenir une solution du probleme global on impose les
conditions de transmission habituelles

uc(0,t) = wuys(0,t), teRt, v:(0,t) = wvs(0,t), teRT.

Pour écrire une formulation variationnelle du probléme, et pour pouvoir donner un sens a tous les termes
de bord on introduit deux multiplicateurs de Lagrange j;, [ € {¢, f} qui peuvent s’interpréter comme la
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2.1 Le Cas Particulier du Probléeme 1D

trace de I’inconnue v a travers I'interface I' = {x = 0}. On a alors

Trouver (uy, vy, ji1) € H' () x L*(Q) xR, 1€ {c, f}
d ~ O -
p” o vl dx + / 0; V. dx = 0, Vo, € L?(2.),
d . ot 5 ) -
2.2) o - Ul dz — - a—;vc dr + a.(0)j. = 0, Vi € HY(Q.),
d Ouy
— or d —Lopd =0 Vi, € L2(Q
ai Jo vpopde +  or 0y dx , vp € L7(Qy),
d 5 Oty 5 ) - 1
— uptydr — —vpdr — ap0)jy = 0, Vaye H (),
\ dt R+ R+ ox
avec les conditions de raccord suivantes

Notons que dans ce cas, le multiplicateur de Lagrange est seulement fonction du temps. Pour effectuer
la discrétisation en espace on se sert des maillages réguliers de pas 2/ pour €2, et h pour Q. L’inconnue
u est discrétisée avec des éléments finis P; globalement continus tandis que 1’inconnue v est approchée
dans I’espace des fonctions constantes sur chaque élément. On utilise des techniques de condensation
de masse pour avoir des matrices de masse diagonales. Pour la discrétisation en temps, on utilise la
méthode expliquée dans la section en utilisant un pas de discrétisation temporel de 2A¢ sur €2, et
At sur Q2. Avec des notations évidentes, les inconnues de notre probléme sont (voir la figure 2.1/ot les
multiplicateurs de Lagrange n’ont pas été représentés)

(UC)%?7 (UC)ZT%» jf”“, n >0, J <0,
n+3 n+3 .
(uf)?v (vf)j-i-g’ ]f %, n >0, J=0.

On signale que sur I'interface I' on a deux valeurs de I’inconnue u. Dans ce cas, les équations du schéma
intérieur, ot le multiplicateur de Lagrange n’intervient pas, sont données par (2.14)—(2.15), c’est a dire,
le schéma de Yee [83] sur chacune des grilles. Sur les noeuds spéciaux qui sont sur I’interface, le schéma
utilise les nouvelles inconnues ponctuelles. Ainsi on aura

(UC)gTH_Q — (ue)g" i jertt - (UC)Q—nlJrl — 0
2At h ’
2n+% B _2n+%
0 (i =g Oy "
At h/2 ’
3 3
2n+2 2n+1 (vf)anJr2 — j?n+2
(uf)o (ur)g + 2 -0
At h/2 ’

Les conditions de transmission (1.72) qui donnent le schéma I deviennent

(we)o™ 2 4 (ue)g” (g™ 4+ 2(up)g A+ (up)g”
2.5) 2 4
. 2n+2 2n+3
gt =gyt o= gy v
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La continuité de la variable v est imposé deux fois tandis que la continuité de u une fois. Dans ce cas
particulier, en utilisant les équations et on peut facilement éliminer les multiplicateurs de
Lagrange et réécrire les équations de couplage comme dans (2.21), équations qu’on utilisera au long de
I’article. Les équations de couplage qui déterminent le schéma II s’écrivent

()22 4+ (e (up)3 R ()it
2 2 ’
2.6) (UC)?HZ + (UC)(Q)n _ (uf)gnH + (uf)(g)n
. 2 2 )
.2n+2 .2n+5
On+l Iy + Jf
jc - 2

Au contraire qu’avec le schéma I on impose deux fois la continuité de u et une fois celle de v. Les
multiplicateurs de Lagrange peuvent aussi étre éliminés ce qui nous donne les équations (2.22).
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2.2 Introduction

AN ERROR ANALYSIS OF CONSERVATIVE SPACE-TIME MESH
REFINEMENT METHODS FOR THE 1D WAVE EQUATION

PATRICK J omﬂ AND JERONIMO RODRfGUEZP

Abstract. We study two space-time mesh refinement methods as the one introduced in [37]]. The stabi-
lity of such methods is guaranteed by construction through the conservation of a discrete energy. In this
paper, we show the L? convergence of these schemes and provide optimal error estimates. The proof is
based on energy techniques and boot-strap arguments. Our results are validated with numerical simula-
tions and compared with results from plane wave analysis [38].

2.2 Introduction

For the numerical solution of time-dependent wave propagation problems, in which one often has to
deal with complex geometries in diffraction problems, it is natural to try to use local mesh refinements
with non-matching grids. A first idea consists in using only spatial refinement (see [4] for acoustic waves,
[16] and [66] for Maxwell’s equations). However, with explicit schemes, when a uniform time step is
used, it is the finest mesh that imposes the time step because of the stability condition. There are two
problems with this. First, the computational cost is increased. Second, the ratio cAt/h (where h is the
space step size) in the coarser grid will be much smaller than its optimal value. With standard numerical
schemes (such as Yee’s scheme for Maxwell’s equations) this generates dispersion errors. To avoid these
problems, it is useful to be able to work with a local time step in order to keep the ratio cAt/h constant
(or almost constant) in the whole computational domain.

The use of local time stepping raises new practical and theoretical problems, especially for hyperbolic
equations, that are much more delicate than those raised by a simple spatial refinement.

The solutions suggested in the electromagnetic literature are primarily based on interpolation tech-
niques (in time and/or in space) especially designed to guarantee the consistency of the scheme at the
coarse grid / fine grid interface (see [61], [59], [72] and [27]). Unfortunately, the resulting schemes
appear to be very difficult to analyze and may suffer from some instability phenomena [35]. Another
possible solution for local time stepping is to use a Domain Decomposition approach such as the one
recently developed in [47]. However, the stability and convergence analysis of these techniques remain
to be completed.

It seems that very few papers in the mathematical literature have been devoted to space-time mesh
refinement for the specific case of Maxwell’s equations (and more generally for linear wave propaga-
tion problems). However, these questions have been treated in many articles in the conservation laws
community during the 80’s. Let us mention for instance the work of Osher and Sanders [69] based on
finite volume methods or, closer to what we are doing here, the works of Berger and her coauthors
[18,19122, 20] on finite differences schemes. These works are devoted to various space-time mesh refi-
nement techniques for first order hyperbolic systems. These techniques are mainly based on interpolation
type procedures and concern both, overlapping and non-overlapping grids (see [22, 20] for a general pre-
sentation). In [18], Berger has developed a stability analysis of such methods in the cases of the 1D linear
advection equations using the GKS theory [60, 55]. She was able to establish the results in the case where
dissipative interior schemes (typically Lax-Wendroff scheme) were used or when conservative (typically
leap-frog) schemes are used provided that overlapping grids are considered. However, it is also mentio-
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Chapitre 2 Analyse Fine de la Méthode dans le Cadre 1D

ned in [18] that using leap-frog type schemes and non-overlapping grids may lead to instability as has
already been mentioned for Maxwell’s equations.

Recently, we developed alternative solutions to these interpolation procedures that we call conserva-
tive space time mesh refinement methods. These methods, originally invented for the 1D wave equation,
have been developed for Maxwell’s equations [46] and recently extended to the elastodynamic equations
[8]. A general presentation of these kinds of methods can be found in [56]. The main ideas and properties
of these methods have been treated in more detail in [36] for the model problem of the 1D wave equation
written as the first order system

ou ov v ou
el ov _ ov _ R

2.7) % T o, =0 5t =0 wERi>0,
u(z,0) = wo(x), v(z,0) = wvo(x),

when one uses the FDTD Yee [83]] scheme as the reference interior scheme in each subdomain
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In particular the construction of the scheme and stability analysis based on energy conservation properties
is presented in [36]. An important fact is that the stability CFL condition, namely in the 1D case

At

(2.9) a=-

<1

is not affected by the mesh refinement process. A plane wave analysis for measuring the accuracy of the
method is detailed in [38]]. The present article, whose purpose is essentially theoretical, is the sequel to
[38]. Our goal is to derive optimal error estimates and to validate them through numerical tests. More
precisely, we present a convergence analysis for two different conservative space-time mesh refinement
schemes introduced in [37].

We mention that in [19] and more recently in [21] the authors have constructed space-time mesh
refinement schemes devoted to the conservation of a discrete equivalent of the integral of the solution of
a first order hyperbolic system. Such schemes are also called conservative schemes in the conservation
laws community, but they are not necessarily stable (the integral of the solution is not a norm !). However,
such conservation properties are highly desirable for the approximation of solutions with shocks.

The outline of the rest of the article is as follows. In section 2, we define our two grids model problem,
present the two mesh refinement schemes (I and II) and recall the main stability theorems. In section 3,
we state our main convergence theorem [2.4.1. Section 4, devoted to the proof of this theorem, is the
main section of this article. We think that one of the contributions of the present paper is precisely the
proof that appears rather non standard, although based on energy techniques. Finally, in section 5, the
theoretical results are compared to numerical ones and those obtained in [38]] by Fourier like techniques.
This analysis did not result into rigorous error estimates as did that of theorem but permitted us
to predict the order of convergence that we prove in the present paper. The other interest of the energy
proof we develop here is that it can be generalized to spatially variable coefficients and higher space
dimensions with only purely technical additional difficulties.
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2.3

Conservative space-time mesh refinement schemes

2.3 Conservative space-time mesh refinement schemes

We recall the construction of the method presented in [37]. In order to solve the system (2.7) with a
local space-time mesh refinement, the computational domain is split into two half-spaces, 2. = {x < 0}

and Qy = {z > 0}. Denoting by (u., v.) and (us,vs) the restrictions of (u, v) to 2. and 2 ¢ respectively,
the problem (2.7) can be rewritten as a transmission problem through the interface 2 = 0 as follows

Oou, n ove
ot or
2.10
( ) v, n Oue
ot ox

0,

0,

coupled by the interface conditions

(2.12) ue(0,t) =

us(0,1),
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ot
(2.13) ve(0, 1)

to obtain a solution of the global problem.

2.3.1 The interior scheme
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Assume that we have a mesh with step size (2h, 2At) for 2. and a mesh with step size (h, At) f