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Chapitre 1

Introduction générale

Présentation du problème

Le laboratoire LETI du CEA-Grenoble s’intéresse à la simulation numérique de la diffraction d’une onde élec-
tromagnétique par la structure complexe présentée sur la figure 1.1. Cette structure est constituée d’un anneau
fin de diélectrique d’épaisseur δ, de rayon moyen r∗ et de hauteur Lz, à l’intérieur duquel s’enroulent hélicoï-
dalement deux nappes de fils (dans deux sens différents). Chaque nappe de fils contient N fils régulièrement
espacés suivant la variable angulaire θ : N est compris entre 300 et 600. La distance entre deux fils consécutifs
(donnée par 2πr∗/N) est du même ordre de grandeur que l’épaisseur δ de l’anneau et est bien inférieure au
rayon r∗ ainsi qu’à la longueur d’onde λ de l’onde incidente.

δ
δ

Γ

fils

r∗

Figure 1.1 – Structure périodique

La présence de deux échelles bien distinctes (échelle microscopique δ et échelle macroscopique λ) rend les
simulations numériques difficiles. En effet, si on veut utiliser la méthode des éléments finis pour réaliser cette
simulation, il faut utiliser un maillage très fin qui suit la géométrie des fils si bien que la taille du système
linéaire à résoudre explose.

Objectif

L’objectif de cette thèse est de construire une méthode numérique adaptée à la simulation numérique de la
diffraction par cette structure complexe. Plus précisément, on va chercher à remplacer les deux nappes de fils
par une condition de transmission approchée posée sur l’interface médiane Γ. Ce modèle approché, posé sur
un domaine homogène, permet de calculer précisément la solution loin des deux nappes de fils. La simulation
numérique du modèle approché par une méthode d’éléments finis est bien moins coûteuse que la simulation du
problème exact puisqu’il n’est plus nécessaire de mailler l’anneau périodique à l’échelle des fils.

D’un point de vue technique, nous construisons notre condition approchée à l’aide d’un développement
asymptotique du champ électrique en fonction du paramètre δ. Ce développement mixte la théorie de
l’homogénéisation périodique et la technique des développements asymptotiques raccordés. Nous obtenons
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ensuite une condition de transmission approchée en tronquant le développement asymptotique à un ordre donné.

Choix de modélisation

Pour comprendre la diffraction par la structure périodique de la figure 1.1, nous étudions les solutions Eδ et Hδ

des équations de Maxwell dans R3 : le champ électrique Eδ et le champ magnétique Hδ satisfontcurlEδ − iωµδHδ = 0, dans R3,

−curlHδ − iωεδEδ = − 1
iωf dans R3.

(1.0.1)

La complexité géométrique de la structure présentée sur la figure 1.1 est prise en compte au travers de la
perméabilité magnétique µδ et la permittivité électrique εδ. Ces fonctions prennent des valeurs différentes à
l’intérieur des fils, dans l’anneau de diélectrique et à l’extérieur de l’anneau.

Précisions et hypothèses sur la géométrie

Nous rappelons d’abord que l’équation d’une hélice circulaire de rayon r∗ est donnée par

∀t ∈ R


r = r∗,

θ(t) = θ0 + at
r∗
,

z = t,

où a et θ0 sont des constantes données. Nous faisons l’hypothèse que la section des fils reste constante sur chaque
plan z = C et plus précisément nous supposons que nous pouvons exprimer εδ à l’aide d’une fonction εδ0 qui ne
dépend que de deux variables (cf. figure1.2) :

εδ(r, θ, z) :=

ε
δ
0(r, θ − a

r∗
z) ∀r ≤ r∗,

εδ0(r, θ + a
r∗
z) ∀r > r∗.

En fait, les valeurs de la fonction εδ à une hauteur z fixée se déduisent de manière explicite de la fonction εδ0

δ

δ

Figure 1.2 – exemple de fonction εδ0

(correspondant à εδ(r, θ, 0)) à l’aide d’une rotation. Nous avons séparé le cas r ≤ r∗ et r > r∗ pour prendre
en compte le fait que les deux nappes de fils s’enroulent dans des sens opposés. Remarquons que le cas a = 0

correspond au cas des fils droits. Par ailleurs, comme les fils sont également régulièrement espacés dans la
direction angulaire, il est clair que εδ0 est périodique dans la variable angulaire θ, si bien qu’en fait on va étudier
les cas où

εδ0(r, θ) = ε0(
r − r∗
δ

,
r∗θ
δ

), (1.0.2)
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avec

ε0(ν, s) = ε0(ν, s+ 1) et ε0(ν, s) = 1 quand |ν| ≥ 1

2
. (1.0.3)

Finalement

εδ(r, θ, z) :=

ε0( r−r∗δ , r∗θδ − az
δ ) ∀r ≤ r∗,

ε0( r−r∗δ , r∗θδ + az
δ ) ∀r > r∗.

(1.0.4)

Ainsi εδ est non seulement périodique dans la variable angulaire θ de période δ mais également dans la variable
z de période τz = δz

a . La même remarque s’applique bien entendu à µδ :

µδ(r, θ, z) :=


µ0(

r − r∗
δ

,
r∗θ
δ
− az

δ
) ∀r ≤ r∗,

µ0(
r − r∗
δ

,
r∗θ
δ

+
az

δ
) ∀r > r∗.

(1.0.5)

où

µ0(ν, s) = µ0(ν, s+ 1) et µ0(ν, s) = 1 quand |ν| ≥ 1

2
. (1.0.6)

Remarque 1.0.1.

– Il faut remarquer que le choix de modélisation (1.0.2-1.0.6) est important pour la suite du travail. En
effet, nous allons donc nous intéresser à différents problèmes modèles aux difficultés croissantes, dans
lesquels le milieu étudié est périodique dans une direction en 2 dimensions et dans deux directions en 3
dimensions. Nous allons davantage utiliser la périodicité du milieu plutôt que l’hélicité des fils. Pour des
travaux sur les fils hélicoïdaux, nous renvoyons le lecteur aux travaux de R.A. Waldron ([Wal58]) et de
F. Treyssède ([Tre08] et [Tre07]).

– Nous pouvons également remarquer qu’un anneau périodique constitué d’une nappe de fils hélicoïdaux
torsadés (de section droite) ne satisfait pas exactement l’hypothèse (1.0.2) : en effet, dans ce cas, il n’y a
pas de fonction ε0(ν, s) vérifiant (1.0.3) telle que εδ0(r, θ) = ε0( r−r∗δ , r∗θδ ).

– Par ailleurs, on rappelle que l’objectif de notre travail est d’obtenir une condition de transmission pour un
nombre N de fils donné (N compris entre 300 et 600). Pourtant, pour obtenir ce modèle approché, nous
allons construire un développement asymptotique de la solution Eδ en fonction de δ = 2πr∗

N , δ tendant
vers 0. Nous insistons donc sur le fait que le choix de modélisation (1.0.2-1.0.6) et donc l’asymptotique
choisie a une influence sur la condition de transmission obtenue. C’est seulement a posteriori que nous
pouvons vérifier que l’asymptotique choisie correspond bien à la configuration physique que l’on souhaite
simuler numériquement.

Repères bibliographiques

Il existe de nombreux travaux relatifs à la construction de modèles approchés pour simuler des problèmes
contenant plusieurs échelles. Sans être exhaustif, voici une liste de travaux présentant des similitudes avec le
notre.

– Conditions limites approchées pour la diffraction par un obstacle fortement conducteur : en
1948, M.A. Leontovich ([Leo48]) a établi une condition d’impédance de surface qui lie le champ électrique
et le champ magnétique par un coefficient de type impédance. Des conditions d’ordres élevés sont
aussi proposées par T.B.A. Senior et J.L. Volakis ([SV95]). Dans les travaux précédents, les conditions
limites équivalentes sont dérivées sans la construction préalable d’un développement asymptotique. Plus
récemment, H. Haddar and P. Joly et H.M. Nguyen ([HJN08],[HJN05],[DHJ06]) ont obtenu, à partir d’un
développement asymptotique, des conditions limites d’ordres élevés pour la diffraction par un obstacle
régulier fortement conducteur. La construction du développement asymptotique a été étendue au cas
d’un obstacle polyédrique par V.Peron [Per09].
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– Conditions limites approchées pour la diffraction par un obstacle parfaitement conducteur
recouvert d’une couche mince diélectrique : en 1975, R.F.Harrington et J.R.Mautz [HM75] ont
écrit une condition limite équivalente à l’aide d’une représentation intégrale et en faisant des hypothèses
sur la forme des courants, le domaine de validité de leur condition approchée devenant alors assez limité.
Puis, en 1993, B.Engquist et J.C.Nedelec ont construit et justifié une condition limite équivalente à
l’aide d’une approximation polynomiale de la solution à l’intérieur de la couche mince ([EN93]). Par
une méthode différente, consistant à écrire un développement asymptotique de la solution en fonction
de l’épaisseur de la couche mince, A.Bendali et K.Lemrabet ([BL96]) ont retrouvé ces conditions (dans
le cas d’un domaine régulier). Ils ont aussi dérivé une condition d’ordre 3 mais celle-ci s’avère instable.
Cette instabilité a été corrigée par N.Bartoli et A.Bendali ([BB02]) grâce à l’utilisation d’approximations
de Padé. Par ailleurs, G.Caloz, M.Costabel, M.Dauge et G.Vial ([CCDV06]) ont étendu la construction
du développement asymptotique de la solution au cas d’un obstacle polyédrique. Dans ce cas cependant,
il semble difficile d’obtenir des conditions limites d’ordres élevés.

– Conditions limites approchées pour la diffraction par un obstacle rugueux ou un obstacle
parfaitement conducteur recouvert d’une couche mince périodique : les conditions limites
équivalentes modélisant la diffraction par un conducteur recouvert d’une couche mince contenant des
conducteurs parfaits disposés périodiquement ont été introduites en électromagnétisme par M.Artola et
M.Cessenat ([AC91a]-[AC91b]) et Y.Achdou ([Ach89]). Ce dernier a obtenu une condition limite appro-
chée d’ordre 1 en écrivant un développement asymptotique basé sur les techniques d’homogénéisation
développées par A.Bensoussan, J.L.Lions, G.Papanicolaou et E.Sanchez-Palencia ([BLP78], [SP85] et
[SP80]). La méthode a ensuite été étendue aux géométries cylindriques pour l’équation de Helmholtz
par A.Zebic ([Zeb94]) puis aux géométries quelconques par T.Abboud et H.Ammari ([AA96b]). Cette
méthode a également été généralisée au cas d’une couche mince périodique diéléctrique par H.Ammari
et C.Latiri-Grouz ([ALG99]) et M. Tlemcani ([Tle09]). Des conditions d’ordres élevés pour les surfaces
périodiques fortement oscillantes ont été développées par A.L.Madureira et F.Valentin ([MV07]) dans le
cas de l’équation de Laplace et par J.R.Poirier, A.Bendali, P.Borderies et S.Tournier ([PBB06], [PBBT09])
pour l’équation de Helmholtz.

– Conditions de transmission approchées pour la diffraction par des couches minces : le
cas de couches minces homogènes fortement conductrices a été étudié par K.Schmidt ([Sch08]) : il a
obtenu un développement asymptotique à tout ordre ainsi que des conditions de transmission d’ordres
élevés. Dans le cas des couches minces diélectriques, S.Chun, H.Haddar et J.S.Hesthaven ([CHH]) ont
construit des conditions de transmission approchées d’ordres élevés pour les équations de Maxwell en
régime temporel. En ce qui concerne les couches minces périodiques, D.Drissi ([Dri03]), E.Rohan et
V.Lukes ([RL10]), D.Bresch et V.Milisic ([BM06]) et, plus récemment, I.Ciuperca, M.Jai et C.Poignard
([CJP10],[CJP09a],[CJP09b]) ont elaboré des conditions de transmission approchées d’ordre 1 et 2 pour
les couches minces périodiques. J.B.Bellet ([Bel10]) a quant-à lui écrit une condition de transmission
approchée pour la simulation d’une couche mince périodique séparant un milieu homogène d’un milieu
périodique.

Dans le paragraphe précédent, nous nous sommes peu étendus sur les techniques utilisées. Nous y reviendrons
en détails au cours des différents chapitres de la thèse.

Plan de la thèse et résultats

Cette thèse comporte deux parties principales. Dans une première partie, nous étudions un problème modèle
bi-dimensionnel, qui peut être vu comme une coupe suivant un plan perpendiculaire à l’axe du cylindre du
problème complet. Nous nous intéressons à la résolution de l’équation de Helmholtz dans un domaine constitué
d’un anneau diélectrique fin et périodique placé de le vide. Nous commençons par décrire le problème étudié
(chapitre 2) puis nous construisons et justifions un développement asymptotique complet de la solution de ce
problème (chapitre 3). Nous en déduisons des conditions de transmission approchées (chapitre 4). Nous prêtons
particulièrement attention à la stabilité de ces conditions. Enfin, nous montrons des résultats numériques qui
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confirment la précision et la stabilité de nos modèles (chapitre 5).

Dans une seconde partie, nous nous intéressons au problème tri-dimensionnel complet. Pour des questions
techniques, nous présentons d’abord un problème posé en géométrie cartésienne (on peut imaginer qu’on déplie
l’anneau périodique) avec des conditions périodiques sur le bord du domaine (chapitre 6). Tout comme en
dimension 2, nous écrivons d’abord un développement asymptotique de la solution (chapitre 7) puis nous en
déduisons un modèle approché stable (chapitre 8). Même si la démarche globale reste similaire au cas bi-
dimensionnel, les équations de Maxwell rendent les calculs plus techniques et l’analyse plus délicate. Nous
expliquons ensuite formellement comment obtenir un modèle approché dans le cas d’une géométrie cylindrique
(chapitre 9) et nous terminons cette partie par des résultats numériques qui là aussi confirment l’efficacité de
notre modèle (chapitre 10).





Première partie

Etude d’un cas bi-dimensionnel





Chapitre 2

Présentation du cas bi-dimensionnel
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2.1 Présentation du problème

Soit Ω, le disque de centre 0 et de rayon re.

Ω :=
{
x ∈ R2, |x| < re

}
.

Nous nous intéressons à la résolution du problème : chercher uδ ∈ H1(Ω) satisfaisant

∇ · (ε−1
δ ∇uδ) + ω2µδu

δ = f dans Ω, (2.1.1)

et la condition limite
∂ru

δ + iωuδ = 0 sur ∂Ω. (2.1.2)

ε−1
δ et µδ sont les permittivité et perméabilité du milieu, ω est la fréquence et f est un terme source donné.

Soit r∗ un réel positif strictement inférieur à re. On appelle Γ le cercle de centre 0 et de rayon r∗.

Γ :=
{
x ∈ R2, |x| = r∗

}
. (2.1.3)

Le domaine Ω est constitué d’un anneau de diélectrique périodique {|r − r∗| ≤ δ/2} placé dans un milieu ho-
mogène (cf. figure 2.1). L’anneau est périodique au sens où il contient de nombreuses hétérogénéités disposées
périodiquement suivant la variable angulaire θ. Cela signifie en particulier que les fonctions caractéristiques du
milieu ε−1

δ et µδ sont périodiques dans la direction angulaire θ.

δ

δ

r∗

re

Ω

∂Ω

support de f

Figure 2.1 – Domaine Ω

Pour définir plus précisément cette périodicité, nous introduisons les variables tangentielle et normale dilatées
s ∈ R+ et ν ∈ R

s = θ
r∗
δ

et ν =
r − r∗
δ

. (2.1.4)

Nous supposons alors qu’il existe deux fonctions ε et µ dépendant uniquement des variables dilatées ν et s
satisfaisant ε(ν, s+ 1) = ε(ν, s),

µ(ν, s+ 1) = µ(ν, s),
et

{
ε(ν, s) = ε∞ si |ν| > 1

2 ,

µ(ν, s) = µ∞ si |ν| > 1
2 .

(2.1.5)

telles que

εδ(r, θ) = ε
(r − r∗

δ
, θ
r∗
δ

)
et µδ(r, θ) = µ

(r − r∗
δ

, θ
r∗
δ

)
∀(r, θ) ∈ R+ × [0, 2π]. (2.1.6)

Les fonctions ε et µ sont bornées inférieurement et supérieurement, c’est à dire qu’il existe une constante
strictement positive α telle que α < ε < 1/α et α < µ < 1/α.
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s

ν

(ν, s) (r, θ)

Figure 2.2 – Changement de variables

Remarque 2.1.1. Nous pouvons remarquer que le changement de variables s = θr∗/δ, ν = r − r∗/δ n’est pas
cartésien. Cela signifie par exemple que si les hétérogénéités sont circulaires à l’échelle microscopique, elles ne
le seront pas à l’échelle macroscopique (cf. figure 2.2).

Nous nous intéressons aux situations dans lesquelles le paramètre δ est bien inférieur à la longueur d’onde
λ = 2π

ω de l’onde incidente. Enfin, nous faisons l’hypothèse que suppf ∩ Γ = ∅.

Nous rappelons par ailleurs que le problème variationnel associé au problème (2.1.1) et (2.1.2) est donné par

chercher uδ ∈ H1(Ω) telle que aδ(uδ, v) =

∫
Ω

fv̄ dx ∀v ∈ H1(Ω),

où aδ(u, v) =

∫
Ω

(
ε−1
δ ∇u · ∇v̄ − ω2µδuv̄

)
dx + iωε−1

∞

∫
∂Ω

uv̄ dσ.

(2.1.7)

Il est bien connu que ce problème est bien posé (voir par exemple [CK98]). Par ailleurs, on peut également
montrer une condition de type inf-sup, uniforme par rapport au paramètre δ.

Proposition 2.1.2. Il existe une constante C strictement positive et indépendante de δ telle que

‖uδ‖H1(Ω) ≤ C sup
v∈H1(Ω),v 6=0

|aδ(uδ, v)|
‖v‖H1(Ω)

∀uδ ∈ H1(Ω). (2.1.8)

Démonstration. Nous démontrons ce résultat par l’absurde (voir par exemple le théorème 2.1 de [HJN05], le
lemme 12.14 de [Tor04] ou le théorème 1.2.1 de [Cla08] pour des preuves similaires).

Supposons que l’inégalité (2.1.8) soit fausse. Alors il existe une suite δn qui tend vers 0 et une suite de fonctions
un telle que

‖un‖H1(Ω) = 1 (a) et lim
n→∞

sup
v∈H1(Ω),v 6=0

aδn(un, v)|
‖v‖H1(Ω)

= 0 (b).

Comme un est bornée dans H1(Ω), il existe une fonction u ∈ H1(Ω) et une sous suite (que l’on note aussi un)
telles que, un converge faiblement vers u dans H1(Ω) quand n tend vers l’infini. De plus, comme Ω est borné
alors un converge fortement vers u dans L2(Ω). Remarquons par ailleurs que, pour tout v ∈ H1(Ω),

lim
n→+∞

∥∥(ε−1
δn
− ε−1
∞ )∇v

∥∥
L2(Ω)

= 0 et lim
n→+∞

‖(µδn − µ∞)v‖L2(Ω) = 0.

En effet εδn et µδn tendent presque partout vers ε∞ et µ∞ dans Ω. On peut donc montrer que

lim
n→+∞

aδn(un, v) = a0(u, v), (2.1.9)

où

a0(u, v) =

∫
Ω

(
ε−1
∞ ∇u · ∇v̄ − ω2µ∞uv̄

)
+

∫
sR

µ∞iωuv̄.
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En combinant (2.1.9) et l’hypothèse (b), on obtient

a0(u, v) = 0 ∀v ∈ H1(Ω).

ce qui signifie exactement que u est solution de l’équation de Helmholtz homogène dans Ω et satisfait
la condition d’impédance ∂ru + iωu = 0 sur ∂Ω. Donc u = 0 (voir par exemple [CK98] ou [Néd01]) et

lim
n→+∞

‖un‖L2(Ω) = 0.

De plus, comme un est solution de l’equation de Helmholtz,

‖∇un‖2L2(Ω) ≤ C
(
|aδn(un, un)|+ ‖un‖2L2(Ω)

)
.

En prenant la limite quand n tend vers +∞, on obtient

lim
δ→0
‖un‖H1(Ω) = 0.

ce qui contredit l’hypothèse (a).

Remarque 2.1.3. Le cas bidimensionnel étudié correspond au cas 3D dans le cas où le cylindre est de hauteur
infinie et où les fils sont droits et parallèles à l’axe du cylindre.

2.2 Objectifs

Nous souhaitons construire un modèle approché dans lequel l’anneau périodique est remplacé par une condition
de transmission posée sur l’interface Γ. La simulation numérique du modèle approché par une méthode
d’éléments finis sera bien moins coûteuse que la simulation du problème exact puisqu’il ne sera plus nécessaire
de mailler l’anneau périodique à l’échelle δ. Pour cela nous écrivons d’abord un développement asymptotique de
la solution en fonction du petit paramètre δ (chapitre 3). Nous en déduisons des problèmes approchés stables
et bien posés (chapitre 4). Enfin nous présentons des résultats numériques dans le chapitre (chapitre 5). Pour
compléter cette première partie, on pourra lire l’annexe A dans laquelle on étudie le cas où les hétérogénéités
sont remplacées par des obstacles conducteurs.

Comme nous l’avons déjà mentionné, la construction de conditions de transmission ou de conditions limites
approchées pour simuler une couche mince périodique a fait l’objet de nombreux travaux, citons par exemple
[Ach89],[AA96b], [PBB06] et [CJP10]. Notre objectif est de compléter les précédents travaux dans deux directions
principales. Tout d’abord nous construisons et justifions un développement de la solution uδ à tout ordre.
D’autre part nous construisons des conditions de transmission équivalentes d’ordres 2 et 3 et nous montrons
que les problèmes approchés associés sont bien posés et stables.
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3.1 "Ansatz" du développement asymptotique

Il n’est pas possible d’écrire un développement asymptotique de uδ solution du problème (2.1.1-2.1.2) en
fonction de δ uniforme sur tout le domaine Ω : en effet, la solution varie rapidement dans le voisinage de
l’anneau périodique. Il y a en fait un phénomène de couche limite au niveau de l’anneau périodique. Pour
prendre en compte ce phénomène nous allons utiliser un développement asymptotique qui mixte des techniques
issues de l’homogénéisation périodique et des développements asymptotiques raccordés.

La technique des développements raccordés consiste à considérer deux zones différentes (une zone de champ
lointain et une zone de champ proche) et à écrire le développement de la solution dans chaque zone (les
développements pouvant être différents), les deux développements coïncidant dans une zone intermédiaire
dite zone de raccord. Cette technique a été développée par Van Dyke ([VD64]) pour étudier des problèmes
de perturbations singulières en mécanique. Elle a été formalisée et analysée par l’école russe, citons par
exemple [Il′92], [Gad03], [IDZ03] et [MNP00]. Plus récemment, cette méthode a été appliquée aux problèmes
de propagation d’onde [JT06],[JT08],[Cla08], [JS08] [BHT+09].

Dans notre cas, nous supposons l’existence du développement suivant :

– Loin de l’anneau périodique nous cherchons un développement de la solution uδ de la forme suivante :

uδ(r, θ) =


∑
n∈N

δnu+
n (r, θ) r � r∗,

∑
n∈N

δnu−n (r, θ) r � r∗.
(3.1.1)

où les champs lointains u±n , indépendants de δ, sont définis dans Ω± (fig. 3.1(a)) :

Ω− :=
{
x ∈ R2, |x| < r∗

}
, Ω+ :=

{
x ∈ R2, r∗ < |x| < re

}
.

On appelle un : Ω→ C le champ dont la restriction aux domaines Ω± est u±n .

– Au niveau de l’anneau périodique, on doit tenir compte du fait que µ et ρ sont périodiques. C’est pourquoi
nous supposons que

uδ(r, θ) =
∑
n∈N

δn Un

(r − r∗
δ

,
r∗θ
δ

; θ
)
, (3.1.2)

Un(s, ν; θ) : R× R× R→ C périodique de période 1 en s,

Comme les termes de champs proches Un sont périodiques, on peut les identifier à leur restriction au
domaine B∗

B∗ := B × [0, 2π] où B := ]− 1/2, 1/2[×R (3.1.3)

La cellule de périodicité B est présentée sur la figure 3.1(b).

Ce type de développement est classique dans la théorie de l’homogénéisation ([All02],[BLP78]). On le
retrouve également lors de l’étude de frontières rugueuses par exemple dans [Ach89], [AA96b], [Zeb94],
[CJP09a] et [PBBT09].

– Les deux développements coïncident dans deux zones de raccord Ω+
M,δ et Ω−M,δ (fig. 3.1(c)) définies par :

Ω+
M,δ :=

{
(r, θ) ∈ R2, η−(δ) ≤ r − r∗ ≤ η+(δ)

}
,

Ω−M,δ :=
{

(r, θ) ∈ R2, η−(δ) ≤ −(r − r∗) ≤ η+(δ)
}
,

où, η± vérifient,

0 < η− < η+, lim
δ→0

η± = 0, lim
δ→0

η±(δ)

δ
= ±∞ . (3.1.4)
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Par exemple, on peut prendre η−(δ) =
√
δ et η+(δ) = 2

√
δ.

Pour les champs lointains (échelle macroscopique (r, θ)), les zones de raccord correspondent à des zones
où r est proche de r∗. Ces même zones correspondent par contre à des zones où ν est grand (ν tend vers
±∞) pour les champs proches (échelle microscopique (ν, s)). Les conditions de raccord vont donc lier les
comportements de champs proches à l’infini aux comportements des champs lointains au voisinage de Γ.

Γ

r∗

re

Ω−

Ω+

(a) Ω+ et Ω−

s = −1

2
s =

1

2

s

ν

+∞

−∞
(b) B (c) zones de raccord

Figure 3.1 – Domaine de définition des champs lointains et des champs proches

Remarque 3.1.1. Il existe une alternative à la méthode des développements raccordés, la méthode des dé-
veloppements multi-échelles. En fait, ces deux méthodes sont "équivalentes". Dans l’article [TVD06], les deux
méthodes sont comparées.

On va maintenant étudier les problèmes satisfaits par les termes de champs lointains (section 3.2) et les termes
de champs proches (section 3.3). Puis nous en déduirons les conditions de raccord (section 3.4).

3.2 Termes de champs lointains

3.2.1 Equations satisfaites par les champs lointains

Pour obtenir les équations satisfaites par les champs lointains, il suffit de substituer uδ dans (2.1.1) et (2.1.2)
par son développement en champ lointain (3.1.1), puis de séparer formellement les différentes puissances de δ.
On obtient : ε

−1
∞ 4u±n + ω2µ∞u

±
n = fδ0

n dans Ω±,

∂ru
+
n + iωu+

n = 0 sur ∂Ω,
(3.2.1)

où δ0
n est le symbole de Kronecker (δ0

0 = 1 et δ0
n = 0 pour tout entier n 6= 0). Le système (3.2.1) ne permet pas

de définir u±n entièrement : il manque des conditions de transmission entre u+
n et u−n au niveau de l’interface Γ.

Ces informations vont nous être fournies par les conditions de raccord.

3.2.2 Développement des champs lointains au voisinage de l’interface Γ

Nous rappelons que les conditions de raccord font intervenir le comportement des champs lointains au voisinage
de l’interface Γ. Aussi, il est intéressant de connaître et de préciser ce dernier.

Soit
ρ := r − r∗. (3.2.2)
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En plus d’être solution du système (3.2.1) nous supposons que les termes de champ lointain u+
n et u−n sont très

réguliers dans un voisinage de Γ (hypothèse qui sera vérifiée dans la suite), ce qui nous permet de les exprimer
à l’aide de leur développement de Taylor :

u±n (r∗ + ρ, θ) =
∑
k∈N

ρku±n,k(θ) où u±n,k(θ) =
1

k!
∂kρu

±
n (r∗, θ). (3.2.3)

Comme u±n satisfait aussi l’équation de Helmholtz homogène près de la frontière Γ, nous allons montrer que le
développement de Taylor de u±n ne dépend en fait que des données de Cauchy u±n (r∗, θ) et ∂ρu±n (r∗, θ). Nous
allons aussi donner une expression explicite du développement (3.2.3) ne dépendant que de ces deux données.
La preuve de ce résultat est basée sur une décomposition de l’opérateur r2(ε−1

∞ ∆ + ω2µ∞) en fonction de ρ.

3.2.2.1 Décomposition de l’opérateur r2(ε−1
∞ ∆ + ω2µ∞)

A l’aide de l’expression du Laplacien en coordonnées polaires on montre que

Au := r2(ε−1
∞ ∆ + ω2µ∞)u =

1

ρ2

4∑
j=0

ρjAj(ρ∂ρ, ∂θ)u, (3.2.4)

où les opérateurs Aj(ρ∂ρ, ∂θ), (j = 0 · · · 4), sont donnés par

A0(ρ∂ρ, ∂θ)u = r2
∗ε
−1
∞
[
(ρ∂ρ)

2 − ρ∂ρ
]
u,

A1(ρ∂ρ, ∂θ)u = r∗ε
−1
∞
[
2(ρ∂ρ)

2 − ρ∂ρ
]
u,

A2(ρ∂ρ, ∂θ)u =
[
ε−1
∞ (ρ∂ρ)

2 + ε−1
∞ ∂2

θ + µ∞ω
2r2
∗
]
u,

A3(ρ∂ρ, ∂θ)u = 2ω2µ∞r∗ u,

A4(ρ∂ρ, ∂θ)u = ω2µ∞u.

(3.2.5)

Les opérateurs Aj(ρ∂ρ, ∂θ) sont invariants par le changement de variable ν = ρ
δ . De plus ils sont homogènes au

sens où si u(ρ, θ) = ρkuk(θ), alors il existe une fonction ũk(θ) ne dépendant que de θ telle que Aju = ρkũk(θ).
Cette dernière remarque nous incite à introduire les opérateurs Aj(k, ∂θ) :C

∞
# (]0, 2π[)→ C∞# (]0, 2π[),

v 7→ Aj(k, ∂θ) · v := ρ−kAj(ρ∂ρ, ∂θ){ρkv}.
(3.2.6)

Ces opérateurs sont des opérateurs différentiels en θ. Nous remarquons par ailleurs que A0(k, ∂θ) = A0(k) =

r2
∗ε
−1
∞ (k2 − k). A0(k) est donc inversible sauf pour k = 0 ou 1, d’inverse A0(k)−1v(θ) = v(θ)/

[
r2
∗ε
−1
∞ (k2 − k)

]
.

3.2.2.2 Comportement des champs lointains au voisinage de l’interface Γ

Les opérateurs Aj(k) vont nous permettre d’écrire un développement de Taylor des champs lointains (3.2.3)
qui tient compte du fait que ceux-ci sont solutions de l’équation de Helmholtz homogène dans un voisinage de
Γ. Nous allons expliquer notre démarche dans le cas où r > r∗ mais le développement pour r < r∗ s’obtient de
manière analogue.

Commençons par définir la notion de série asymptotique : pour toute fonction v ∈ H2(Ω+) et toute suite
(vk)k∈N dont les termes vk appartiennent à C∞# (]0, 2π[), on dit que la série

∑
k>0

ρkvk(θ), converge au sens des

séries asymptotiques vers v si

∀n > 0,∃Cn > 0 telle que
∫ 2π

0

∣∣∣v(ρ, θ)−
n∑
k=0

ρkvk(θ)
∣∣∣2dθ ≤ Cnρn ∀n > 0. (3.2.7)
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On dira alors que v admet une série asymptotique et on écrira :

v =

n∑
k=0

ρkvk +O(ρn).

Considérons maintenant une fonction v ∈ H1(Ω+) vérifiant ε−1
∞ ∆v+ω2µ∞v = 0 dans un voisinage de l’interface

Γ. En utilisant les résultats de régularité elliptique (cf [Bre99]), nous savons que v(ρ, θ) admet un développement
de Taylor à tout ordre si bien qu’elle admet une série asymptotique, v =

∑
k>0 ρ

kvk(θ). Comme v vérifie
l’équation de Helmholtz homogène, les fonctions vk ne sont pas indépendantes : en effet, en insérant la série
asymptotique de v dans l’équation de Helmholz décomposée à l’aide des opérateurs Aj (3.2.4), on obtient

4∑
j=0

∑
k∈N

ρjAj
(
ρkvk

)
= 0,

qui devient, après réarrangement des termes de la somme∑
k>0

ρk
{ 4∑
j=0

Aj(k − j, ∂θ) · vk−j(θ)
}

= 0 =⇒
4∑
j=0

Aj(k − j, ∂θ) · vk−j(θ) = 0 ∀k > 0.

Par convention vj = 0 pour j < 0. Remarquons que si les fonctions v0(θ) et v1(θ) sont connues, les équations
précédentes nous permettent de construire de manière itérative toutes les fonctions vk(θ). En effet, pour k
supérieur à 2, l’opérateur A0 est inversible si bien que

vk = −A0(k)−1
4∑
j=1

Aj(k − j, ∂θ) · vk−j , ∀ k > 2. (3.2.8)

Dans ce processus de construction, les deux premiers termes de la série asymptotique v0(θ), v1(θ) jouent le rôle
de conditions initiales. Noter que ces deux données sont en fait les trace et trace normale de v sur l’interface Γ :

v0(θ) = v|+Γ and v1(θ) = ∂rv|+Γ . (3.2.9)

La construction des termes vk peut être formalisée en introduisant (s0
k) et (s1

k), deux familles d’opérateurs
différentiels en θ. Ces opérateurs sont construits par une procédure itérative qui mime la formule (3.2.8).

s0
k(∂θ) = 0 ∀k < 0, s0

0(∂θ) = Id, s0
1 = 0,

s0
k(∂θ) = −A0(k)−1

4∑
j=1

Aj(k − j, ∂θ) · s0
k−j(∂θ) k ≥ 2

s1
k(∂θ) = 0 ∀k < 0, s1

0(∂θ) = 0, s1
1(∂θ) = Id,

s1
k(∂θ) = −A0(k)−1

4∑
j=1

Aj(k − j, ∂θ) · s1
k−j(∂θ) k ≥ 2

(3.2.10)

Proposition 3.2.1.
Soit v ∈ H2(Ω+) une fonction satisfaisant ε−1

∞ ∆v + ω2µ∞v = 0 dans un voisinage de Γ. La série asymptotique
de v (au sens (3.2.7)) est donnée par

v(ρ, θ) =

n∑
k=0

ρk
(
s0
k(∂θ)v|+Γ + s1

k(∂θ)∂rv|+Γ
)

+ O(ρn) ∀n > 0. (3.2.11)

Démonstration. Puisque v est très régulière au voisinage de Γ, v admet une série asymptotique : plus précisément,
v(ρ, θ) =

∑
k∈N ρ

kvk(θ) où vk(θ) = (k!)−1∂kρv|+Γ . Pour prouver la formule (3.2.11), il suffit de montrer par
récurrence que vk(∂θ) = s0

k(∂θ)v0 + s1
k(∂θ)v1. L’initialisation pour k = 0 et k = 1 est immédiate. Supposons

maintenant que vk(θ) = s0
j (∂θ)v0 + s1

j (∂θ)v1 pour tout j ≤ k. En utilisant (3.2.8) on a

vk+1(θ) = −A0(k + 1)−1
k∑

j=k−3

Ak+1−j(j, ∂θ) ·
(
s0
j (∂θ)v0(θ) + s1

j (∂θ)v1(θ)
)
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ce qui prouve exactement (3.2.11), par définition des opérateurs s0
j (∂θ) et s1

j (∂θ).

Bien sur, la proposition 3.2.1 reste vraie pour des fonctions définies dans Ω−. En appliquant directement cette
dernière aux termes de champ lointain un on obtient une forme explicite du développement de Taylor des champs
lointains

u±n (r, θ) =

n∑
k=0

(r − r∗)k
(
s0
k(∂θ)un|±Γ + s1

k(∂θ)∂run|±Γ
)

+ O((r − r∗)n) , ∀n > 0 (3.2.12)

Notation 3.2.2. On notera désormais s0
j{v} and s1

j{v} à la place de s0
j (∂θ)v et s1

j (∂θ)v. Par ailleurs, pour
toute fonction v ∈ H1(Ω±) telle que ∆v ∈ L2(Ω±), nous définissons ses saut et moyenne ainsi que les saut et
moyenne de sa trace normale par

[v]Γ = v|+Γ − v|−Γ , 〈v〉Γ =
v|+Γ + v|−Γ

2
, [∂rv]Γ = ∂rv|+Γ − ∂rv|−Γ and 〈∂rv〉Γ =

∂rv|+Γ + ∂rv|−Γ
2

. (3.2.13)

3.3 Termes de champs proches

3.3.1 Equations satisfaites par les champs proches

Ce paragraphe est consacré à la dérivation formelle des équations satisfaites par termes du développement en
champ proche (3.1.2).

Commençons par introduire une notation utile pour passer des variables microscopiques (ν, s) aux variables
macroscopiques (r, θ) : pour toute fonction U(ν, s θ) dépendant de trois variables, nous définissons la fonction
(U)δ(r, θ) (dépendant de deux variables) par

(U)δ(r, θ) := U(
r − r∗
δ

,
r∗θ
δ
, θ). (3.3.1)

On voit immédiatement que

∂(U)δ

∂r
=

1

δ

(∂U
∂ν

)δ
et

∂(U)δ

∂θ
=
(∂U
∂θ

+
r∗
δ

∂U

∂s

)δ
. (3.3.2)

Posons Uδn = (Un)δ et r2∆δ := r2
(
∇.(ε−1

δ ∇) + µδω
2
)
. En utilisant les règles de dérivation (3.3.2), on a

r2∆δU
δ
n =

1

δ2

(
r2
∗
(
∂ν
(
ε−1∂νUn

)
+ ∂s

(
ε−1∂sUn

) ) )δ
+

1

δ

(
r∗
(

2ν∂ν
(
ε−1∂νUn

)
+ ε−1∂νUn + ∂s

(
ε−1∂θUn

)
+ ε−1∂s∂θUn

))δ
+

(
ε−1ν∂νUn + ν2∂ν

(
ε−1∂νUn

)
+ ε−1∂2

θUn + r2
∗µω

2Un

)δ
+ δ

(
2νr∗µω

2Un

)δ
+ δ2

(
ν2µω2Un

)2

.

Par ailleurs uδ satisfait l’équation de Helmholtz homogène au voisinage de Γ, si bien qu’en substituant uδ par
son développement en champ proche (3.1.2), on a∑

n∈N
δn r2∆δU

δ
n = 0,

qui devient, en utilisant la formule précédente et en séparant formellement les différentes puissances de δ,

ν−2A0(∂ν , ∂s)Un = −ν−2
4∑
j=1

νjAj Un−j in R2 × [0, 2π]. (3.3.3)
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Par convention, Un = 0 si n ≤ 0. L’opérateur différentiel A0 = A0(∂ν , ∂s) est défini par

A0(∂ν , ∂s)U := r2
∗ν

2
(
∂ν(ε−1∂νU) + ∂s(ε

−1∂sU)
)
. (3.3.4)

Noter que l’opérateur A0 est indépendant de θ. Cette propriété jouera un rôle important lors de la construction
des termes de champ proche. Les autres opérateurs Aj , 1 ≤ j ≤ 4 sont également des opérateurs différentiels en
(ν, s, θ) et sont définis par

A1U := A
[0]
1 U +A

[1]
1 ( ∂θU ) with


A

[0]
1 U := 2r∗ ν∂ν

(
ε−1 ν∂νU

)
− r∗ε−1 ν∂νU

A
[1]
1 U := ν r∗ ∂s

(
ε−1U

)
+ ε−1ν r∗ ∂sU,

A2U := A
[0]
2 U +A

[2]
2

(
∂2
θU
)

with


A

[0]
2 U := ν∂ν

(
ε−1 ν∂νU

)
+ ω2µr2

∗U,

A
[2]
2 U := ε−1U,

A3U := 2ω2µr∗ U,

A4U := ω2µU.

(3.3.5)

Remarque. Il est intéressant de remarquer que, pour toute fonction U(ν, s, θ) = U(ν, θ) indépendante de S
Ak(∂ν , ∂s, ∂θ)U = Ak(∂ν , ∂θ)U pour k = 0, . . . , 4 et |ν| > 1/2.

L’équation (3.3.3) est complétée par des conditions limites périodiques

Un(ν, s+ 1; θ) = Un(ν, s; θ). (3.3.6)

Tout comme pour les champs lointains les équations (3.3.3) et (3.3.6) ne permettent pas de définir entièrement
les champs proches. Par exemple, la fonction constante est périodique et satisfait (3.3.3) pour n = 0. Tout
comme dans le cas des champs lointains, les informations manquantes proviendront des conditions de raccord.

3.3.2 Comportement des champs proches à l’infini

Comme nous l’avons déjà mentionné, les conditions de raccord font intervenir les comportements à l’infini
des champs proches. Nous allons voir que les équations (3.3.3) nous donnent déjà des informations sur ces
comportements.

3.3.2.1 Définitions et notations

Tout d’abord, nous faisons l’hypothèse standard que les champs proches Un ne sont pas exponentiellement
croissants quand ν tend vers ±∞. Cela nous incite à chercher Un(., .; θ) dans l’espace V1

+(B)

V1
+(B) =

{
U ∈ Hk

loc(R2)
∣∣∣ ‖U‖2Vk+ =

∑
α+β≤1

∫
B

|∂αν ∂βs U(ν, s)|2e−|ν|dνds < +∞

et U(ν,−1/2) = U(ν, 1/2)
}
.

(3.3.7)

On introduit également V1
−(B),

V1
−(B) =

{
U ∈ Hk

loc(R2)
∣∣∣ ‖U‖2Vk− =

∑
α+β≤1

∫
B

|∂αν ∂βs U(ν, s)|2e|ν|dνds < +∞

et U(ν,−1/2) = U(ν, 1/2)
}
.

(3.3.8)

Les espaces V1
+(B) et V1

−(B) munis de la norme ‖ ‖Vk± sont des espaces de Banach et on a V1
−(B) ⊂ V1

+(B).
Les fonctions de V1

−(B) sont évanescentes quand ν tend vers +∞.

Par ailleurs, on définit la propriété P∞ :
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Définition 3.3.1. Soit U une fonction de V1
+(B). On dit que U satisfait la propriété P∞, s’il existe deux suites

de polynômes ((p`(ν)±)`∈Z) telles que

P∞


U = p+

0 (ν) +
∑
`∈Z∗

p+
` (ν)e−2π|`|νe2iπ`s ∀ν > 2,

U = p−0 (ν) +
∑
`∈Z∗

p−l (ν)e2π|`|νe2iπ`s ∀ν < −2.

Pour tout U satisfaisant P∞ on définit `±d (U) et `±n (U)

`±d (U) := p±0 (0), `±n (U) := (p±0 )′(0),

ainsi que les moyennes et sauts de `d(U) et `n(U) :

〈`d(U)〉 =
1

2

(
`+d (U) + `−d (U)

)
, [`d(U)] = `+d (U)− `−d (U),

〈`n(U)〉 =
1

2

(
`+n (U) + `−n (U)

)
, [`n(U)] = `+n (U)− `−n (U).

(3.3.9)

Remarque. Si U(., .; θ) vérifie la propriété P∞ pour tout θ ∈ [0, 2π], on définit `±d (U)(θ) et `±n (U)(θ) par

`±d (U)(θ) := `±d (U(·, ·; θ)), `±n (U) := `±n (U(·, ·; θ)).

De même
[ `d(U) ](θ) = [ `d(U(·, ·; θ)) ], [ `n(U) ](θ) = [ `n(U(·, ·; θ)) ].

Enfin, on pose

B+ := {(ν, s) ∈]2,+∞[×]− 1/2, 1/2[} , B− := {(ν, s) ∈]−∞,−2[×]− 1/2, 1/2[} . (3.3.10)

3.3.2.2 Développement en séries de Fourier des champs proches

Pour comprendre le comportement des champs proches Un pour ν grand, nous allons les décomposer en série
de Fourier.

Un(ν, s; θ) =
∑
`∈Z

Un,`(ν; θ) e2iπ`s. (3.3.11)

Nous allons exprimer Un,` uniquement dans les zones où ρ et µ sont constants, c’est à dire quand |ν| > 1/2.
Quand on substitue Un par son développement en série de Fourier (3.3.11) dans les équations (3.3.3), on obtient

A0,` Un,` = −νA1,` Un−1,` − ν2A2,` Un−2,` − ν3A3,` Un−3,` − ν4A4,` Un−4,`, ∀ |ν| ≥ 1

2
, ∀` ∈ Z, (3.3.12)

où
A0,`U := r2

∗ν
2ε−1
∞
(
∂2
ννU − (2π`)2U

)
. (3.3.13)

et,

A1,`U := A
[0]
1,`U +A

[1]
1,` ( ∂θU ) with


A

[0]
1,`U := r∗ε

−1
∞
(
(ν∂ν)2U − ν∂νU

)
A

[1]
1,`U := 2νr∗ε

−1
∞ (2iπ`)U,

A2,`U := A
[0]
2,`U +A

[2]
2,`

(
∂2
θU
)

with


A

[0]
2,`U := ε−1

∞ (ν∂ν)2U + ω2µ∞r
2
∗U,

A
[2]
2,`U := ε−1

∞ U,

A3,`U := 2ω2µ∞r∗ U,

A4,`U := ω2µ∞ U.

(3.3.14)

Remarque 3.3.2. Remarquons que pour 0 ≤ j ≤ 4 Aj,0 = Aj, où les opérateurs Aj définis par (3.2.4) sont les
opérateurs intervenant dans le développement de Taylor des champs lointains.
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Comme nous le verrons dans la suite, pour ` 6= 0, l’expression explicite des opérateurs n’est pas très importante.
Nous allons plutôt nous intéresser à leur action sur certains espaces de fonctions. En particulier nous introduisons
Pk l’espace des polynômes de la variable ν dont les coefficients appartiennent à C∞# (]0, 2π[) :

p ∈ Pk ⇐⇒ p(ν, θ) =

k∑
j=0

pj(θ) ν
j , pj ∈ C∞# (]0, 2π[). (3.3.15)

De même on appelle e±αν Pk l’espace des fonctions de Pk multipliées par e±αν . On peut alors montrer facilement
les trois propriétés suivantes qui nous seront utiles pour établir le principale résultat de ce paragraphe, à savoir
la proposition 3.3.3 :

P1- Pour tout ` 6= 0, l’image de l’espace e∓2π`ν Pk par l’opérateur Aj,` est incluse dans l’espace e∓2π`ν Pk+j .

P2- Soit U(ν, s) ∈ V1
+(B). Pour tout ` 6= 0, si A0,` U appartient à e∓2π`ν Pk alors U appartient à e∓2π`ν Pk+1

P3- ker(A0,0) = {1, ν}.
On peut maintenant déduire le comportement des champs proches pour ν grand :

Proposition 3.3.3. Il existe p±n (ν; θ) ∈ Pn+1 et, pour tout ` 6= 0 p±n,`(ν; θ) ∈ P2n, tels que

Un(ν, s; θ) = p±n (ν; θ) +
∑

`∈Z\{0}
p±n,`(ν; θ) e∓2π|`|ν e2iπ`s ∀|ν| > 1/2 (3.3.16)

si bien que les champs proches Un satisfont la propriété P∞. De plus,

p±n (ν; θ) =

n+1∑
k=0

νk
(
s0
k

{
`±d (Un−k)

}
+ s1

k

{
`±n (Un+1−k)

} )
. (3.3.17)

On rappelle que les opérateurs s0
k, s

1
k sont définis par 3.2.10, et que la propriété P∞ et les formes linéaires `±n

et `±d sont définies dans la définition 3.3.1.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence. On distingue le cas ` 6= 0 du cas ` = 0.

• ` 6= 0 :
– Initialisation pour n = 0. Quand n = 0, l’équation (3.3.12) devient

∂2U0,`

∂ν2
− 4`2 π2 U0,` = 0 ∀±ν > 1/2.

Comme U0 n’est pas exponentiellement croissante (U0 ∈ C∞(]0, 2π[,V1
+(B))), on a

∀±ν > 1/2, U0,` = p±0,`(θ) e
∓2π|`|ν ∈ e∓2π|`|ν P0.

– Supposons que pour tout k < n, Uk,l appartienne à P2ke
−2π|`||ν| quand |ν| > 1/2. Alors, en utilisant la

propriété P1,

∀±ν > 1/2, A1,` Un−1,` +A2,` Un−2,` +A3,` Un−3,` +A4,` Un−4,` ∈ e∓2π|`|ν P2n−1

si bien que d’après la propriété P2, Un,` appartient à e∓2π|`|ν P2n quand |ν| > 1/2.

• ` = 0 :
– Initialisation pour n = 0. Pour n = 0 et l = 0, l’équation (3.3.12) devient

∀±ν > 1/2,
∂2U0,0

∂ν2
= 0,

si bien que U±0,0 = U0,0 = p0(ν, θ) ∈ P1. Les formules (3.3.16) et (3.3.17) sont donc vérifiées pour n = 0.
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– Supposons maintenant que la formule (3.3.17) soit vraie pour tout k < n. Pour alléger les notations, posons
c±q,0 = `±d (Uq) and c±q,1 = `±n (Uq), q = 0 . . . n − 1. En utilisant l’hypothèse de récurrence et la remarque
3.3.2, on a

4∑
k=1

νkAk,0Un−k =

4∑
k=1

νkAk,0pn−k

4∑
k=1

νkAkp±n−k (3.3.18)

Puis, on réarrange les termes de la somme en utilisant les définitions des opérateurs Ak et sk (3.2.4-3.2.5-
3.2.10) :

4∑
k=1

νkAk,0U
±
n−k =

4∑
k=1

n+1−k∑
q=0

νkAkνq
(
s0
q

{
c±n−k−q,0

}
+ s1

q

{
c±n+1−k−q,1

})
,

=

4∑
k=1

n+1∑
q=k

νqAk(q − k, ∂θ)
(
s0
q−k

{
c±n−q,0

}
+ s1

q−k
{
c±n+1−q,1

})
, (q + k → q)

=

n+1∑
q=1

4∑
k=1

νqAk(q − k, ∂θ)
(
s0
q−k

{
c±n−q,0

}
+ s1

q−k
{
c±n+1−q,1

})
,

=

n+1∑
q=2

νqA0(q)
(
s0
q

{
c±n−q,0

}
+ s1

q

{
c±n+1−q,1

})
, (3.3.19)

= A0,0p̃
±
n (ν, θ) où p̃±n (ν, θ) =

n+1∑
q=2

νq
(
s0
q{c±n−q,0}+ s1

q{c±n+1−q,1}
)
, (3.3.20)

p̃±n satisfait bien l’équation 3.3.12 : A0,0p̃
±
n (ν, θ) =

∑4
k=1 ν

kAk,0U
±
n−k. D’après la propriété P3, Un,0 sera

de la forme

Un,0 = ppmn (ν, θ) + c±n,0 + c±n,1ν,

ce qui termine la preuve.

3.4 Conditions de raccord

Une nouvelle fois, nous insistons sur le caractère formel de cette étape. Cette dernière sera justifiée a posteriori
par l’analyse d’erreur (section 3.9). Les conditions de raccord traduisent de manière condensée le fait que les
développements de champ proche et de champ lointain coïncident dans les zones de raccord. Plus précisément,
le développement du champ proche (3.1.2) quand ν tend vers ±∞ doit coïncider avec le développement du
champ lointain (3.1.2) au voisinage de Γ. Or en utilisant la proposition 3.3.3, et en ne prenant en compte que
le comportement polynomial des champs proches, on a d’une part

+∞∑
n=0

δnUn(ν, s, θ) '
+∞∑
n=0

δn
n+1∑
k=0

νk
(
s0
k

{
`+d (Un−k)

}
+ s1

k

{
`+n (Un+1−k)

} )

'
+∞∑
n=0

δn
n+1∑
k=0

(ρ
δ

)k(
s0
k

{
`+d (Un−k)

}
+ s1

k

{
`+n (Un+1−k)

} )

'
+∞∑
n=−1

+∞∑
k=0

δnρk
(
s0
k

{
`+d (Un)

}
+ s1

k

{
`+n (Un+1)

} )
. (3.4.1)
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et d’autre part,

+∞∑
n=0

δnun(ρ, θ) '
+∞∑
n=−1

+∞∑
k=0

δnρk
(
s0
k{un|+Γ }+ s1

k{∂run|+Γ }
)
. (3.4.2)

Par convention u−1 = 0. Il est facile de voir que les développements (3.4.1) et (3.4.2) coïncident si `+d (Un) = un|+Γ
and `+n (Un) = ∂run−1|+Γ ∀n > 0. On obtient bien sur les mêmes conditions pour ν → −∞ et ρ→ 0−, Finalement
les conditions de raccord sont données par

`±d (Un) = un|±Γ et `±n (Un) = ∂run−1|±Γ ∀n > 0 . (3.4.3)

On peut aussi écrire les conditions de raccord uniquement en fonction des moyennes et de sauts des champs
proches et champs lointains :

∀n > 0 ,

 [un]Γ = [ `d(Un) ], [∂run−1]Γ = [ `n(Un) ]

〈 `d(Un) 〉 = 〈un〉Γ , 〈 `n(Un) 〉 = 〈∂run−1〉Γ .
(3.4.4)

C’est sous cette dernière forme que nous utiliserons les conditions de raccord dans la suite de notre analyse.
Noter que ces conditions prennent la forme de conditions de transmission.

Remarque 3.4.1. Les conditions de raccord sont équivalentes aux conditions suivantes : le comportement
polynomial des champs proches (3.3.17) est donné par

p±n (ν; θ) =

n∑
k=0

νk

k!

∂ku±n−k(r∗, θ)

∂r
. (3.4.5)

3.5 Cadre fonctionnel pour la résolution des problèmes de champs
proches

3.5.1 Cadre variationnel pour la résolution des problème de champs proches

A θ fixé, les problèmes de champs proches sont du type, chercher U ∈ V1
−(B) vérifiant

div
(
ε−1∇U

)
= F dans D′(R2), (3.5.1)

où
F = ∇ · g − f, (f,g) ∈ L2

loc(R2)× L2
loc(R2)2, (f,g) 1-périodiques en s. (3.5.2)

Dans un premier temps, on cherche un cadre variationnel adapté à la résolution du problème (3.5.1). On introduit
l’espace à poids W 1(B)

W 1(B) :=
{
U ∈ H1

loc(B),
U

(1 + ν2)
1
2

∈ L2(B), U(ν,
1

2
) = U(ν,−1

2
)
}
, (3.5.3)

muni du produit scalaire

(U, V )W 1 :=

∫
B

∇U · ∇V ds dν +

∫
B

U V

1 + ν2
ds dν. (3.5.4)

On remarque que la fonction constante appartient à W 1(B). On définit aussi le sous espace fermé de W 1(B)

W 1
0 (B) :=

{
U ∈W 1(B),

∫
Γ+

U +

∫
Γ−

U = 0
}

avec Γ± := {±{2}×]− 1/2, 1/2[}. (3.5.5)

Par l’inégalité de Hardy ([HLP88], [Bre99]), la semi-norme

|U |W 1
0

:=
(∫

B

|∇U |2 ds dν
) 1

2

(3.5.6)
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est une norme sur W 1
0 (B), équivalente à la norme W 1(B). Nous allons chercher la solution U telle que sa

restriction à la cellule périodique B appartienne à l’espace W 1
0 (B). Pour espérer obtenir l’existence d’une

solution, il faut faire une hypothèse supplémentaire sur le second membre :(
(1 + ν2)

1
2 f,g

)
∈ L2(R2)× L2(R2)2, (3.5.7)

On peut alors montrer le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Proposition 3.5.1. Supposons que f et g satisfont l’hypothèse (3.5.7). Alors, le problème (3.5.1) admet une
unique solution dans W 1

0 (B) si et seulement si la condition de compatibilité suivante est satisfaite :

〈F , 1〉B := −
∫
B

f ds dν = 0. (3.5.8)

Démonstration. On note Hc
1(R2), l’ensemble des fonctions de H1(R) à support compact. On définit aussi

H1,loc
per (B) := {V ∈ H1

loc(B) / V (ν, 1/2) = V (ν,−1/2) }, H1
per(B) := H1,loc

per (B) ∩ H1(B) et enfin H1
c,per(B) le

sous espace de H1
per(B) constitué des fonctions à support compact dans B.

Soit U ∈ V1
+(B) ∩W 1

0 (B) satisfaisant le problème (3.5.1). Il est clair que∫
R2

∇U · ∇ϕ =

∫
R2

g · ∇ϕ+

∫
R2

f · ϕ, ∀ϕ ∈ H1
c (R2) (3.5.9)

On introduit l’opérateur S 
H1
c (R2)→ H1

c,per(B),

ϕ 7→ S(ϕ) :=
∑
i∈Z

ϕ(ν, s+ i).
(3.5.10)

On peut réécrire (3.5.9) (de manière équivalente) à l’aide de l’opérateur S (S commute avec l’opérateur ∇) :∫
B

∇U · ∇S(ϕ) =

∫
R2

g · ∇S(ϕ) +

∫
R2

f · S(ϕ), ∀ϕ ∈ H1
c (R2). (3.5.11)

Or, l’opérateur S est surjectif. Donc,∫
B

∇U · ∇ϕ =

∫
R2

g · ∇ϕ+

∫
R2

f · ϕ, ∀ϕ ∈ H1
c,per(B). (3.5.12)

Comme de plus H1
c,per(B) est dense dans W 1(B) ([Ben07]),∫

B

∇U · ∇ϕ =

∫
R2

g · ∇ϕ+

∫
R2

f · ϕ, ∀ϕ ∈W 1(B). (3.5.13)

En particulier, ∫
B

∇U · ∇ϕ =

∫
R2

g · ∇ϕ+

∫
R2

f · ϕ, ∀ϕ ∈W 1
0 (B). (3.5.14)

Toute solution U ∈ W 1
0 (B) du problème (3.5.1) est solution du problème (3.5.14). Or ce problème admet une

unique solution (Lax-Milgram).

Réciproquement, soit U l’unique fonction de W 1
0 (B) satisfaisant (3.5.14). Nous allons montrer que U satisfait

(3.5.1). Tout d’abord, d’après la condition de compatibilité (3.5.8), l’équation (3.5.14) reste vraie pour toute
fonction ϕ ∈W 1(B) : en effet, toute fonction ϕ ∈W 1(B) peut s’écrire sous la forme

ϕ = ϕ̃+ c, avec c =

∫
Γ+

ϕ+

∫
Γ−

ϕ, et ϕ̃ ∈W 1
0 (B).

Soit ϕ ∈ D(R2). Alors, comme S(ϕ) appartient à W 1(B), on a∫
B

∇U · ∇S(ϕ) =

∫
R2

g · ∇S(ϕ) +

∫
R2

f · S(ϕ), ∀ϕ ∈ H1
c (R2).
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Or on a vu que l’équation précédente est en fait équivalente à∫
R2

∇U · ∇ϕ =

∫
R2

g · ∇ϕ+

∫
R2

f · ϕ, ∀ϕ ∈ D(R2).

Cela signifie exactement que div (ε−1∇U) = divg − f dans D′(R2) et donc que U est solution du problème
(3.5.1).

Remarque 3.5.2. On déduit de la proposition 3.5.1 que le noyau du problème 3.5.1 réduit à l’espace W 1(B)

est un espace de dimension 1, constitué des fonctions constantes.

On peut préciser la proposition 3.5.1 quand g et f satisfont la propriété P∞ :

Proposition 3.5.3. Plaçons nous sous les hypothèses de la proposition 3.5.1 et supposons que f et g appar-
tiennent à C∞(B±), satisfont la propriété P∞ et vérifient∫

B

|f |2e|ν| < +∞,
∫
B

|g|2e|ν| < +∞,

Alors, U satisfait P∞ et de plus il existe une constante a ∈ C et deux fonctions w± ∈ V1
−(B±) telles que

U = ±a+ w±.

La preuve de cette proposition repose sur le résultat classique (voir par exemple [Fli09]), démontré en annexe
3.10.1.

Proposition 3.5.4. Posons B+ = {(ν, s) ∈ R+×]− 1/2, 1/2[}. Soit f ∈ L2(B+)∩V+
−(B+)∩C∞(B+) satisfaisant

la propriété P∞, et soit u une fonction de W 1(B+) ∩ C∞(B+) vérifiant∆U = f dans B+

∂U
∂ν (0, s) = 0

(3.5.15)

Alors U satisfait la propriété P∞ et il existe une constante a et une fonction w ∈ V+
−(B+) telles que

U = a+ w dans B+ ( i.e pour ν > 2) (3.5.16)

De plus, pour tout ν > 2,
∫ 1/2

−1/2

w(ν, s)ds = 0.

Démonstration. (Proposition 3.5.3) Soit χ+ une fonction de troncature définie sur R+ et à valeur dans [0, 1]

telle que

χ+(ν) =

1 si ν > 2,

0 si ν < 1.
(3.5.17)

Posons Ũ+ = χ+(ν)U . ∆Ũ+ appartient à L2(B+) ∩ V1
−(B+) ∩ C∞(B+) et vérifie ∂νŨ(0, s) = 0. D’après la

proposition 3.5.4 Ũ (et donc U) satisfait la propriété P∞. De plus il existe une constante a+ et une fonction

w+ ∈ V1
−(B+) qui vérifie

∫ 1/2

−1/2

w+(ν, s)ds = 0 pour tout ν > 2 telles que

U = Ũ = a+ + w+ dans B+.

a+ et w+ sont indépendants de la fonction χ. De même, il existe une constante a− et une fonction w− ∈ V1
−(B−)

qui vérifie
∫ 1/2

−1/2

w−(ν, s)ds = 0 pour tout ν < −2 telles que

U = a− + w− dans B−.

Comme U ∈W 1
0 (B), alors

∫
Γ+ U +

∫
Γ−
U = 0. Donc a− = −a+ ce qui termine la preuve. Remarquons que si U

appartient à W 1(B) et satisfait P∞, alors 2〈`d(U)〉 =
∫

Γ+ U +
∫

Γ−
U .
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3.5.2 Caractérisation du noyau des problèmes de champs proches

On a trouvé un cadre variationnel pour lequel le problème (3.5.1) est bien posé. Par contre, ce même problème
est mal posé dans V1

+(B) : en effet la fonction constante 1 appartient à V1
+(B) et est solution de (3.5.1). De

même quand ε−1 = 1, la fonction ν appartient à V1
+(B) et est solution de (3.5.1). L’objectif de cette partie est

de caractériser le noyau N du problème (3.5.1) :

N :=
{
U ∈ H1

loc(R2), U|B ∈ V1
+(B), div (ε−1∇U) = 0 dans D′(R2)

}
. (3.5.18)

Proposition 3.5.5. Il existe une unique fonction N ∈ N telle que

| N (ν, s)− ν | est bornée dans B, (3.5.19)∫
Γ+

N ds+

∫
Γ−

N ds = 0. (3.5.20)

De plus N satisfait la propriété P∞ et il existe une constante N∞ et deux fonctions w± ∈ V1
−(B±) telles que

N = ±N∞ + w± ∀ ± ν > 2.

Enfin

N = span{1,N}. (3.5.21)

Démonstration.

Existence et unicité de N
– Unicité : soient N1 et N2 deux fonctions de N vérifiant (3.5.19) et (3.5.20). Posons D = N1 − N2.

Remarquons d’abord que D est bornée :

|D| = |N1 −N2| ≤ |N1 − ν|+ |ν −N2| ≤ C (3.5.22)

Donc, comme par hypothèse D ∈ V1
+(B), D appartient à W 1(B). Comme de plus∫

Γ+

D +

∫
Γ−
D = 0,

Alors D ∈W 1
0 (B) et D ∈ N . La proposition 3.5.1 montre que D = 0.

– Existence : soit Ñ l’unique solution appartenant à W 1
0 (B) du problème

div
(
ε−1∇Ñ

)
= −∂(ε−1 − (ε∞)−1)

∂ν
dans D′(R2).

(Ce problème entre dans le cadre d’application de la proposition 3.5.1 : il suffit de prendre f = 0 et
g = (ε−1 − (ε∞)−1, 0)). Il est clair que ν + Ñ appartient à N et vérifie les conditions (3.5.19) et (3.5.20)
si bien que l’unicité donne

N = Ñ + ν.

Comportement à l’infini de N
D’après la proposition 3.5.3, il existe une constante N∞ et deux fonctions w± ∈ V1

−(B±) telles que

Ñ = ±N∞ + w± avec
∫ 1/2

−1/2

w±(ν, s)ds = 0 ∀ ± ν > 2,

si bien que

N = ±N∞ + ν + w± avec
∫ 1/2

−1/2

w±(ν, s)ds = 0 ∀ ± ν > 2.

Caractérisation du noyau N
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Soit U une fonction du noyau N . En écrivant la décomposition de U en série de Fourier, on obtient le compor-
tement de U pour ν > 1/2

∀ ± ν > 1

2
, U = a± + b±ν +

∑
`∈Z∗

a±` e
−2π|l||ν|e2iπls. (3.5.23)

De plus, comme div
(
ε−1∇U

)
= 0, alors b+ = b− : en effet, pour tout ν > 1/2,

b+ − b− =

∫ 1/2

−1/2

∂νU(ν, s)− ∂νU(ν, s)ds =

∫ ν

−ν

∫ 1/2

−1/2

div
(
ε−1∇U

)
= 0.

Soit Ũ = U − bN . Nous allons montrer que Ũ ∈ W 1(B) : posons V (ν, s) =
∑
`∈Z∗ a

±
` e
−2π|l||ν|e2iπls. Soit

ν0 > 1/2. Comme U ∈ V1
+(B), ∫ 1/2

−1/2

|V (ν0, s)|2ds =
∑
`∈Z∗
|a±` |2e−4π|l|ν0 < +∞.

Par ailleurs, pour tout ν > ν0,∫ 1/2

−1/2

|V (ν, s)|2ds =
∑
`∈Z∗
|a±` |2e−4π|l|ν ,

=
∑
`∈Z∗
|a±` |2e−4π|l|ν0e−4π|l|(ν−ν0),

≤ Ce−4π(ν−ν0)
∑
`∈Z∗
|a±` |2e−4π|l|ν0 ,

≤ Ce−4π(ν−ν0)

∫ 1/2

−1/2

|V (ν0, s)|2ds,

ce qui prouve que V est exponentiellement décroissante et donc que Ũ est bornée. Comme de plus Ũ appartient
à V1

+(B) alors Ũ ∈W 1(B). Donc Ũ est dans le noyau du problème (3.5.1) réduit àW 1(B), si bien qu’en utilisant
la remarque 3.5.2 Ũ est constante. On a donc montré que pour tout U ∈ N , il existe deux constantes a et b
telles que U = a+ bN .

Remarque 3.5.6. Il est intéressant de remarquer que

〈 `n(1) 〉 = 0 , [ `n(1) ] = 0 , 〈 `d(1) 〉 = 1 et [ `d(1) ] = 0

〈 `n(N ) 〉 = 1 , [ `n(N ) ] = 0 , 〈 `d(N ) 〉 = 0 et [ `d(N ) ] 6= 0 (a priori) .
(3.5.24)

3.5.3 Un résultat général d’existence et d’unicité

Si le problème (3.5.1) admet des solutions, elles sont définies aux deux fonctions du noyau près. Pour obtenir
l’unicité, il faut donc fixer les deux fonctions du noyau. En fait, si le second membre vérifie la propriété P∞, on
va voir qu’il est possible de fixer ces deux fonctions en imposant 〈`d(U)〉 et 〈`n(U)〉 (cf. (3.5.24)).

Proposition 3.5.7. Soient (α, β) ∈ C2, et (f,g) ∈ L2
loc(R2) × (L2

loc(R2))2 deux fonctions 1-périodiques en s

telles que
– f ∈ C∞(B ∩ {|ν| > 1/2}) satisfait la propriété P∞ et il existe deux polynômes p±f et deux fonctions
w±f ∈ V1

−(B±) tels que

f = p±f + w±f dans B± avec
∫ 1/2

−1/2

w±f (ν, s)ds = 0 pour tout ± ν > 2.
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– g ∈ (C∞(B ∩ {|ν| > 1/2}))2 satisfait la propriété P∞ et il existe deux polynômes p±g et deux fonctions
w±g ∈ V1

−(B±)2 tels que

g = p±g + w±g dans B± avec
∫ 1/2

−1/2

w±g (ν, s)ds = 0 pour tout ± ν > 2.

Alors le problème, chercher U ∈ V1
+(B) satisfaisant

div (ε−1∇U) = div g − f dans D′(R2), (a)

〈`d(U)〉 = α, (b)

〈`n(U)〉 = β. (c)

(3.5.25)

admet une unique solution qui dépend continûment des données :

‖U‖V1
+(B) ≤ C(‖f‖V1

+(B) + |α|+ |β|). (3.5.26)

De plus U satisfait la propriété P∞ et il existe deux polynômes p±U et deux fonctions w±U ∈ V1
−(B±) tels

que

U = p±U + w±U dans B±, avec
∫ 1/2

−1/2

w±U (ν, s)ds = 0 ∀ ± ν > 2. (3.5.27)

Démonstration.

Unicité
Soit U solution du problème (3.5.25) avec α = β = 0, f = 0, g = 0. Alors, U ∈ N si bien que d’après la
proposition 3.5.5, U = a+ bN . Or,

〈`d(U)〉 = a+ b 〈`d(N )〉︸ ︷︷ ︸
=0

.

Donc a = 0. De même,
〈`n(U)〉 = b 〈`n(N )〉︸ ︷︷ ︸

=1

si bien b = 0 et donc U = 0.

Existence
On va maintenant construire une solution du problème (3.5.25). L’idée principale de la preuve consiste à
construire U comme la somme d’une fonction Ũ appartenant à W 1

0 (B), d’une fonction P polynomiale quand
ν > 2 (qui prendra en compte le comportement ’extra-variationnel’ de U) et enfin d’une combinaison linéaire
des deux fonctions du noyau N . Remarquons d’abord qu’il existe deux polynômes p±F et deux fonctions expo-
nentiellement décroissantes w±F ∈ V1

−(B±) tels que

divg − f = p±F + w±F avec
∫ 1/2

−1/2

w±F (ν, s)ds = 0 ∀ ± ν > 2.

Soient P+ et P− les uniques polynômes satisfaisant

(P±)′′ = p±F , P±(0) = (P±)′(0) = 0. (3.5.28)

On définit la fonction P1

P1 = χ+(ν)P+ + χ−(ν)P−

où χ+ est la fonction de troncature introduite en (3.5.17) et χ−(ν) = χ+(−ν). Remarquons que `±d (P1) =

`±n (P1) = 0.
Posons F1 = divg − f − div (ε−1∇P1). F1 = div g̃ + f̃ avec

g̃ = (1− χ+)g + (1− χ−)g,

f̃ = χ+(divg − f) + χ−(divg − f)− div (ε−1∇P1) + g · ∇χ+ + g · ∇χ−

+(1− χ+)f + (1− χ−)g.
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g̃ appartient à L2(B) et est à support compact si bien que g̃ ∈ V1
−(B±) et satisfait la propriété P∞. De même,

par construction f̃ appartient à V1
−(B±) et satisfait la propriété P∞. Cependant, en général,

〈F1, 1〉 6= 0,

ce qui ne nous permet pas de construire directement Ũ comme l’unique solution appartenant à W 1
0 (B) du

problème div (ε−1Ũ) = F1. C’est à ce niveau qu’intervient le comportement polynomial de degré 1. Posons
χ = χ+ + χ−. Remarquons que la fonction χ|ν| appartient à C∞per(B) et est polynomiale pour ν > 2 (et donc
satisfait la propriété P∞). De plus,

〈`d(χ|ν|)〉 = [`d(χ|ν|)] = 〈`n(χ|ν|)〉 = 0, [`n(χ|ν|)] = 2 et
∫
B

div
(
ε−1∇ (χ|ν|)

)
= 2ε−1

∞ .

De plus div
(
ε−1∇ (χ|ν|)

)
appartient à L2(B) est à support compact. Puisque

〈
F1 − ε∞

2 〈F1, 1〉 (χ|ν|) , 1
〉

= 0,
on peut par contre maintenant définir Ũ comme l’unique solution appartenant à W 1

0 (B) du problème

div (ε−1Ũ) = F1 −
ε∞
2
〈F1, 1〉div

(
ε−1∇ (χ|ν|)

)
. (3.5.29)

D’après la proposition 3.5.3, il est facile de voir que Ũ satisfait la propriété P∞, et qu’il existe deux polynômes
p±
Ũ

et deux fonctions wŨ ∈ V1
−(B±) tels que

Ũ = p±
Ũ

+ wŨ dans B±, avec
∫ 1/2

−1/2

w±
Ũ

(ν, s)ds = 0 ∀ ± ν > 2. (3.5.30)

De plus (puisque Ũ ∈W 1
0 (B))

〈`d(Ũ)〉 = 〈`n(Ũ)〉 = [`n(Ũ)] = 0. (3.5.31)

Remarquons également qu’a priori [`d(Ũ)] n’est pas nul.
Maintenant nous allons construire une solution U du problème (3.5.25) sous la forme

U = Ũ +

(
P1 +

1

2
〈F1, 1〉χ|ν|

)
︸ ︷︷ ︸

P

+bN + a. (3.5.32)

Par construction U ainsi définie satisfait (3.5.25-a). Nous allons déterminer les constantes a et b pour que la
fonction U vérifie aussi (3.5.25-b) et (3.5.25-c) :

α = a+ 〈`d(U)〉 = 〈`d(Ũ)〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈`d(P1)〉︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

2
〈F1, 1〉 〈`d(χ|ν|)〉︸ ︷︷ ︸

=0

+b 〈`d(N )〉︸ ︷︷ ︸
=0

.

Donc a = α. De même,

β = 〈`n(U)〉 = 〈`n(Ũ)〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈`d(P1)〉︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

2
〈F1, 1〉 〈`n(χ|ν|)〉︸ ︷︷ ︸

=0

+b 〈`n(N )〉︸ ︷︷ ︸
=1

si bien que β = b, ce qui termine la preuve d’existence. La formule (3.5.27) peut être déduite aisément à partir
de l’équation (3.5.32) et du comportement de Ũ pour |ν| > 2 (3.5.30). Enfin la continuité par rapport aux
données f , g, α et β est une conséquence directe de la construction précédente et de l’unicité.

Au vu de la proposition précédente, les problèmes de type champ proche (3.3.3) seront bien posés si on spécifie
les moyennes 〈`d(Un)〉 et 〈`n(Un)〉. Ces quantités sont d’ailleurs données par les conditions de raccord :

〈`d(Un)〉 = 〈un〉Γ, 〈`n(Un)〉 = 〈∂run−1〉Γ.
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3.6 Cadre fonctionnel pour la résolution des problèmes de champs
lointains

Le cadre fonctionnel adapté à la résolution des problèmes de champs lointains est beaucoup plus classique : en
effet ces problèmes, définis par (3.2.1, 3.4.4) sont du type : chercher u ∈ H1(Ω+) ∩H1(Ω−) telle que

ε−1
∞ ∇u− ω2µ∞u = f dans D′(Ω±),

[u]Γ = g,

[∂ru]Γ = h,

∂ru+ iωu = 0 sur ∂Ω.

(3.6.1)

Proposition 3.6.1. Supposons que f appartienne à L2(Ω±) et soit à support compact dans Ω±, que g soit
H1/2(Γ) et que h appartienne à H−1/2(Γ). Alors le problème (3.6.1) admet une solution unique qui dépend
continûment des données :

‖u‖H1(Ω+) + ‖u‖H1(Ω−) ≤ C
(
‖f‖L2(Ω+) + ‖f‖L2(Ω−) + ‖g‖H1/2(Γ) + ‖h‖H−1/2(Γ)

)
.

Démonstration. Tout d’abord il est clair que le problème (3.6.1) admet au plus une solution. Nous allons
maintenant construire une solution en utilisant un relèvement de la fonction g : soit χ une fonction de troncature
appartenant à C∞(R+) telle que

χ(r) =


1 si 0 ≤ r ≤ re − r∗

4
,

0 si r ≥ re − r∗
2

.

et on définit alors le relèvement R de g

R :=

{
χ(r − r∗)g si r ≥ r∗,
0 si r < r∗.

Il est clair que ‖R‖H1(Ω+) ≤ C ‖g‖H1/2(Γ). De plus, [R]Γ = g et, comme R est constant au voisinage de Γ,
[r∂rR]Γ = 0. On cherche maintenant u sous la forme u = ũ + R. Par construction [ũ]Γ = 0 si bien que
ũ ∈ H1(Ω). De plus, ũ satisfait le problème variationnel suivant :

−
∫

Ω+∪Ω−
ε−1
∞ ∇ũ · ∇ϕ+

∫
Ω+∪Ω−

ω2µ∞ũ · ϕ− iω
∫
∂Ω

ũϕds = L(ϕ) ∀ϕ ∈ H1(Ω) (3.6.2)

avec

L(ϕ) :=

∫
Ω+∪Ω−

f · ϕ+

∫
Ω+

ε−1
∞ ∇R · ∇ϕ−

∫
Ω+

ω2µ∞Rϕ+ H−1/2(Γ)〈ε−1
∞ h, 〈ϕ〉Γ〉H1/2(Γ).

La forme linéaire L est continue : |L(ϕ)| ≤ C ‖ϕ‖H1(Ω). Le problème (3.6.2) admet donc une solution ũ. Par
suite le problème (3.6.1) est bien posé.

3.7 Construction des termes du développement asymptotique : exis-
tence et unicité

En rassemblant les équations (3.2.1), (3.3.3) et (3.4.4) obtenues formellement dans les parties précédentes, pour
tout n ≥ 0, il est logique de construire les termes du développement asymptotique u±n (ρ, θ), Un(ν, s, θ) comme
les solutions du système couplé suivant :
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Trouver un ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−), et Un ∈ C∞#
(

[0, 2π],V1
+(B)

)
satisfaisant

ε−1
∞ 4un + ω2µ∞un = f δ0

n dans Ω±,

∂ru
d
n + iωud

n = 0 sur ∂Ω,

[un]Γ = [ `d(Un) ] et [∂run]Γ = [ `n(Un+1) ],

 A0(∂ν , ∂s)Un = −
4∑
j=1

νjAj Un−j dans D′(R2) , ∀θ ∈ (0, 2π)

〈 `d(Un) 〉 = 〈un〉Γ et 〈 `n(Un) 〉 = 〈∂run−1〉Γ.

(3.7.1)

On rappelle que l’espace V1
+(B) a été défini par (3.3.7) et que les opérateurs différentiels Aj sont définis par

(3.3.4)-(3.3.5). Les définitions des sauts et moyennes sont données par (3.2.13) et (3.3.9).

3.7.1 Réécriture des problèmes récurrents

Supposons que les termes uk et Uk soient définis pour k = 0 . . . n − 1. On aimerait montrer que le problème
(3.7.1) est bien posé. Malheureusement, ce résultat semble difficile à montrer directement parce que la condition
[∂run]Γ = [ `n(Un+1)] fait intervenir le terme de champ proche d’ordre n + 1. On retrouve ce type de difficulté
lors de la construction du développement asymptotique d’une couche mince homogène (cf. partie 3 de [ST10]).
Pour contourner ce problème, on va séparer les champs lointains un et les champs proches Un en deux parties :
posons

Ud
n := 〈 `d(Un) 〉 , Un

n := Un − 〈 `n(Un) 〉 (3.7.2)

Alors,

Un = Ud
n + Un

n avec 〈 `d(Un
n) 〉 = 0 et Ud

n = Ud
n(θ) . (3.7.3)

De même, un = ud
n + un

n où ud
n et un

n sont les solutions des deux problèmes suivants :

Trouver ud
n ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−) telle que Trouver un

n ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−) telle que
ε−1
∞ 4ud

n + ω2µ∞ud
n = f · δ0

n, dans Ω±,

∂ru
d
n + +iωud

n = 0 sur ∂Ω

[ud
n]Γ = [un]Γ , [∂ru

d
n]Γ = 0,


ε−1
∞ 4un

n + ω2µ∞ud
n = 0 dans Ω±,

∂ru
n
n + iωun

n = 0 sur ∂Ω,

[un
n]Γ = 0 , [∂ru

d
n]Γ = [∂run]Γ.

(3.7.4)
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Plutôt que de chercher directement un, et Un comme les solutions du problème (3.7.1), on va utiliser le change-
ment d’inconnues précédent et chercher à chaque étape les termes Un

n , Ud
n−1, ud

n et un
n−1 et résoudre le problème

trouver ud
n ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−), un

n−1 ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−)

et Ud
n−1 ∈ C∞# ([0, 2π]), Un

n ∈ C∞#
(

[0, 2π],V1
+(B)

)
satisfaisant


ε−1
∞ 4ud

n + ω2µ∞ud
n = f δ0

n dans Ω±,

∂ru
d
n + iωud

n = 0 sur ∂Ω

[ud
n]Γ − [ `d(Un

n) ] = 0 et [∂ru
d
n]Γ = 0


ε−1
∞ 4un

n−1 + ω2µ∞un
n−1 = 0 dans Ω±,

∂ru
n
n−1 + iωun

n−1 = 0 sur ∂Ω

[un
n−1]Γ = 0 et [∂ru

n
n−1]Γ − [ `n(Un

n) ] = 0


A0(∂ν , ∂s)U

n
n + ν A1 · Ud

n−1

= −νA1 U
n
n−1 −

4∑
j=2

νjAj Un−j dans D′(R2) , ∀θ ∈ [0, 2π]

〈 `d(Un
n) 〉 = 0 and 〈 `n(Un

n) 〉 −
〈
∂ru

n
n−1

〉
Γ

=
〈
∂ru

d
n−1

〉
Γ

{
Ud
n−1 −

〈
un
n−1

〉
Γ

=
〈
ud
n−1

〉
Γ

(3.7.5)

Remarque 3.7.1. Les suites de problèmes (3.7.1) et (3.7.5) sont équivalentes : si (Un, un)n∈N est solution
de la suite de problèmes (3.7.1), on peut pour tout n définir Ud

n , Un
n , ud

n et un
n par les formules (3.7.3) et

(3.7.4) (d’après la proposition 3.6.1 les problèmes définissant ud
n et un

n sont bien posés). Inversement si la
suite (Un

n , U
d
n−1, u

d
n, u

ν
n−1)n∈N est solution de la suite de problèmes (3.7.5), alors la suite (un = ud

n + un
n, Un =

Ud
n + Un

n)n∈N est solution de la suite de problèmes (3.7.1).

3.7.2 Résultat d’existence et d’unicité

L’objectif de cette partie est de montrer le résultat suivant

Proposition 3.7.2. Pour tout n ∈ N, le problème (3.7.5) admet une solution unique.

La démonstration est décomposée en trois parties. Nous montrons d’abord successivement l’unicité puis l’exis-
tence d’une solution du problème (3.7.5) pour n donné en supposant ud

k, u
n
k−1, U

N
k et Ud

k−1 connues pour
k = 0 . . . n− 1. Enfin, nous initialisons le processus récurrent en construisant une solution du problème (3.7.5)
pour n = 0.

3.7.2.1 Unicité

Proposition 3.7.3.
Supposons que pour tout k = 0 . . . n − 1, ud

k, u
n
k−1, U

N
k et Ud

k−1 sont des données connues. Alors le problème
(3.7.5) admet au plus une solution.

Démonstration. Soit vd, vn ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−), V n ∈ C∞# ( [0, 2π],V1
+(B) ) et V d ∈ C∞# (0, 2π) une solution du

problème (3.7.5) avec second membre nul. On doit montrer que vd = vn = 0, V n = 0 et V d = 0.
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Dans une première étape, on montre que [`n(V N )] = 0. Puisque V d est indépendant de ν et s, −ν−1A1 · V d =

r∗( ∂θV d )∂s( ε
−1 ) (cf. (3.3.5) pour la définition de A1). Or, ∂s( ε−1 ) = divg où g = (0, ε−1− ε−1

∞ ). g appartient
à L2(B) et est à support compact. Soit (χ) ∈ C∞(|R) une fonction de troncature qui satisfait

χ(ν) = χ(−ν) ∀ν ∈ R, et χ(ν) =

1 si |ν| ≤ 3,

0 si |ν| ≥ 4.

Comme χ ne dépend pas de s, ∫
B

g · ∇χ = 0 (3.7.6)

Donc, ∫
B

∇V n · ∇χ. = r∗( ∂θV
d )

∫
B

g · ∇χ = 0. (3.7.7)

Par ailleurs, le développement en série de Fourier de V n donne

V n = `±d (V n) + `±n (V n)ν + w± dans B±, avec
∫ 1/2

−1/2

w±ds = 0 ∀ ± ν > 2.

si bien que ∫
B

∇V n · ∇χ = `+n (V n)

∫ 4

3

χ′dν + `−n (V n)

∫ −3

−4

χ′dν = [`+n (V n)].

Donc [`+n (V n)] = 0.
On en déduit que [∂rv

n] = 0 si bien que vn appartient à H1(Ω) et est la solution de l’équation de Helmholtz
homogène dans le domaine entier Ω. Donc, vn est elle aussi nulle. On en déduit que V d = 0 puis que 〈`n(V n)〉 = 0.
La proposition 3.5.7 donne alors V n = 0. Enfin, vd appartient à H1(Ω) et satisfait elle aussi l’équation de
Helmholtz homogène dans si bien que vd = 0.

3.7.2.2 Existence

Proposition 3.7.4 (Existence).
Supposons que, pour tout k = 0 . . . n− 1, ud

k, u
n
k−1, U

N
k et Ud

k−1 soient connues. Alors le problème (3.7.5) admet
au moins une solution.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, par hypothèse de récurrence −νA1 U
n
n−1 −

∑4
j=2 ν

jAjUn−j
satisfait les hypothèses de la proposition 3.5.7 si bien qu’on peut construire Vn ∈ C∞# ( [0, 2π],V1

+(B) ) comme
l’unique solution du problème

A0(∂ν , ∂s)Vn = −νA1 U
n
n−1 −

4∑
j=2

νjAjUn−j dans D′(R2) , ∀θ ∈ [0, 2π],〈
`d(Vn)

〉
= 0 ,〈

`n(Vn)
〉

= 0 .

Notons qu’a priori [`d(Vn)] 6= 0 et [`n(Vn)] 6= 0. Maintenant définissons un
n−1 ∈ H1(Ω+) × H1(Ω−) comme

l’unique solution appartenant à H1(Ω+) ∩H1(Ω−) du problème
ε−1
∞ 4un

n−1 + ω2µ∞un
n−1 = 0 dans Ω±,

∂ru
n
n−1 + iωun

n−1 = 0 sur ∂Ω

[un
n−1]Γ = 0 and [∂ru

n
n−1]Γ = [`n(Vn)]

(3.7.8)

On verra a posteriori que un
n−1 satisfait aussi [∂ru

n
n−1]Γ = [`n(Un

n)]. On pose ensuite Ud
n−1 :=

〈
un
n−1

〉
Γ

+
〈
ud
n−1

〉
Γ
.

Nous pouvons à présent construire Un
n . Pour cela on introduitWn, solution du problème intermédiaire bien posé
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(d’après la proposition 3.5.7)
Wn ∈ C∞#

(
[0, 2π],V1

+(B)
)

ν−2A0(∂ν , ∂s)Wn = −ν−1A1U
d
n−1 dans D′(R2) , ∀θ ∈ [0, 2π],

〈 `d(Wn) 〉 = 0 et 〈 `n(Wn) 〉 =
〈
∂ru

n
n−1

〉
Γ

+
〈
∂ru

d
n−1

〉
Γ

(3.7.9)

Comme Ud
n−1 est indépendante des variables s et ν, on peut reproduire la première partie de la preuve de la

proposition 3.7.3 et montrer que [`n(Wn)] = 0. Si nous définissons

Un
n := Vn +Wn ,

alors Un
n vérifie bien le troisième système d’équations de (3.7.5). Par ailleurs, [∂ru

n
n−1] = [`n(Vn)] = [`n(Un)]

si bien que un
n−1 défini par (3.7.8) satisfait en fait aussi le second système d équation de (3.7.5). Une fois les

fonctions Un
n , Ud

n−1 et un
n−1 entièrement définies, ud

n est complètement déterminée par le premier système de
(3.7.5).

3.7.2.3 Initialisation

Pour terminer la preuve de la proposition 3.7.2, il suffit de montrer que l’on peut construire Un
0 , Ud

−1, un
−1 et

ud
0 (initialisation de la procédure récurrente). Or, en reproduisant pas à pas les différentes étapes de la preuve

de la proposition 3.7.4, on peut construire une solution (qui est aussi l’unique solution) du problème 3.7.5 pour
n = 0. Ainsi, on montre d’abord que Un

0 , Ud
−1 et un

−1 sont nulles. ud
0 est alors définie comme la solution du

problème limite 
ε−1
∞ 4un

0 + ω2µ∞un
0 = f dans Ω±,

∂ru
d
0 + iωud

o = 0 sur ∂Ω,

[ud
0 ]Γ = 0 et [∂ru

d
0 ]Γ = 0

(3.7.10)

3.8 Une forme semi-explicite du développement asymptotique

Dans la partie précédente, nous avons montré l’existence et l’unicité du développement asymptotique mais nous
n’avons pas obtenu d’expression explicite de chacun de ses termes. C’est l’objet du paragraphe qui suit dont le
résultat principal est donné par la proposition 3.8.3. En particulier, nous allons montrer que les champs proches
Un s’écrivent sous la forme suivante :

Un =

n∑
j=0

j∑
k=0

∂k〈un−j〉Γ
∂θk

V kj +

n−1∑
j=0

j∑
k=0

∂k

∂θk
〈∂un−1−j

∂r
〉ΓW k

j , (3.8.1)

où les fonctions V kj et W k
j , aussi appelées fonctions profils, ne dépendent que des variables lentes s et ν. Dans

la formule précédente, la variable θ est séparée des variables ν et s. Elle n’apparaît en fait qu’au travers des
dérivées tangentielles des moyennes des traces et des traces normales des champs lointains sur Γ. Remarquons
que les fonctions V kj sont associées aux dérivées tangentielles des moyennes des traces des champs lointains alors
que les fonctions W k

j sont associées aux dérivées tangentielles des moyennes des traces normales des champs
lointains. L’exposant k est quant-à lui associé à la dérivée k-ième par rapport à θ des moyennes des traces ou
traces normales des champs lointains.
Pour comprendre la construction que nous allons mettre en place, nous avons jugé utile d’expliquer au préalable
la construction des premiers termes du développement. En vertu de la remarque 3.7.1, dans les parties 3.8.1 et
3.8.2 nous allons travailler directement sur les problèmes récurrents (3.7.1) dont nous savons désormais qu’ils
sont bien posés.



3.8. Une forme semi-explicite du développement asymptotique 35

3.8.1 Construction des termes U0, U1 et U2

Construction de U0

U0 est la solution du problème

Trouver U0 ∈ C∞#
(

[0, 2π],V1
+(B)

)
satisfaisant

div
(
ε−1∇U0

)
= 0 dans D′(R2), ∀ θ ∈ ]0, 2π[,

〈 `d(U0) 〉 = 〈u0〉Γ,

〈 `n(U0) 〉 = 0.

Remarquons que la variable θ intervient comme un paramètre. Comme U0(., .; θ) ∈ N , U0 = a(θ) + b(θ)N
(proposition 3.5.5). Les conditions 〈 `d(U0) 〉 = 〈u0〉Γ et 〈 `n(U0) 〉 = 0 donnent a = 〈u0〉Γ et b = 0. Finalement

U0 = 〈u0〉Γ . (3.8.2)

U0 est indépendante des variables microscopiques ν et s.
Si on pose V 0

0 = 1, alors U0 = 〈u0〉Γ V 0
0 et est bien de la forme (3.8.1) souhaitée. On en déduit par ailleurs que

[u0 ]Γ = [ `d(U0) ] = 0. (3.8.3)

Construction de U1

U1 est la solution du problème

Trouver U1 ∈ C∞#
(

[0, 2π],V1
+(B)

)
satisfaisant


r2
∗div

(
ε−1∇U1

)
= −〈∂θu0〉Γ r∗

∂(ε−1)

∂s
dans D′(R2), ∀ θ ∈ ]0, 2π[, (a)

〈 `d(U1) 〉 = 〈u1〉Γ, (b)

〈 `n(U1) 〉 = 〈∂ru0〉Γ . (c)

(3.8.4)

Nous allons maintenant utiliser la linéarité des équations (3.8.4-(a)-(b)-(c)) pour obtenir une expression semi-
explicite de U1 de la forme (3.8.1) dans laquelle la variable θ est séparée des variables ν et s. Pour cela on
introduit la fonction "profil" V 1

1 , indépendante de θ, solution du problème

Trouver V 1
1 ∈ V1

+(B) satisfaisantr2
∗div

(
ε−1∇V 1

1

)
= −r∗

∂(ε−1)

∂s
dans D′(R2),〈

`d(V 1
1 )
〉

=
〈
`n(V 1

1 )
〉

= 0.

La proposition 3.5.7 donne l’existence et l’unicité de la fonction V 1
1 . De plus, on peut montrer que [`n(V 1

1 )] = 0

(cf. section 3.10.2).

On cherche alors U1 sous la forme

U1 = a(θ) + b(θ)N + 〈 ∂θu0 〉Γ V 1
1 .

Il est clair que la fonction U1 ainsi définie vérifie (3.8.4-(a)). On va déterminer a(θ) et b(θ) pour qu’elle vérifie
également (3.8.4-(b)-(c)) :

〈 ∂ru0 〉Γ = b(θ) 〈 `n(N ) 〉︸ ︷︷ ︸
=1

+ 〈 ∂ru0 〉Γ
〈
`n(V 1

1 )
〉︸ ︷︷ ︸

=0

.

Donc b = 〈 ∂ru0 〉Γ. De même, a = 〈u1 〉Γ puisque

〈u1 〉Γ = a(θ) + b(θ) 〈 `d(N ) 〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈 ∂ru0 〉Γ
〈
`d(V 1

1 )
〉︸ ︷︷ ︸

=0

.
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Finalement,
U1 = 〈u1 〉Γ + 〈 ∂ru0 〉ΓN + 〈 ∂θu0 〉Γ V 1

1 . (3.8.5)

De nouveau, si on pose W 0
0 = N et V 0

1 = 0, U1 est bien de la forme (3.8.1). On obtient aussi une expression
explicite de [u1 ]Γ et de [ ∂ru0 ]Γ :

[u1 ]Γ = [ `d(N ) ] 〈 ∂ru0 〉Γ + [ `d(V 1
1 ) ] 〈 ∂θu0 〉Γ et [ ∂ru0 ]Γ = 0. (3.8.6)

Construction de U2

Afin de comprendre et d’anticiper la construction à tout ordre, on rappelle qu’on a défini artificiellement V 0
0 := 1,

V 0
1 := 0 et W 0

0 := N . U2 est alors solution du problème

Trouver U2 ∈ C∞#
(

[0, 2π],V1
+(B)

)
satisfaisant

r2
∗div

(
ε−1∇U2

)
= −〈u1 〉Γ

(
νA

[0]
1 (V 0

0 )
)
− 〈 ∂θu1 〉Γ

(
νA

[1]
1 (V 0

0 )
)

−〈 ∂ru0 〉Γ
(
νA

[0]
1 (W 0

0 )
)
−
〈
∂2
r,θu0

〉
Γ

(
νA

[1]
1 (W 0

0 )
)

−〈u0 〉Γ
(
ν2A

[0]
2 (V 0

0 ) + νA
[1]
1 (V 0

1 )
)
− 〈 ∂θu0 〉Γ

(
νA

[0]
1 (V 1

1 ) + νA
[1]
1 (V 0

1 )
)

−
〈
∂2
θ,θu0

〉
Γ

(
ν2A

[2]
2 (V 0

0 ) + νA
[1]
1 (V 1

1 )
)

dans D′(R2), ∀ θ ∈ ]0, 2π[, (a)

〈 `d(U2) 〉 = 〈u2〉Γ (b)

〈 `n(U2) 〉 = 〈∂ru1〉Γ . (c)

(3.8.7)

On souhaite écrire U2 sous la forme (3.8.1) dans laquelle la variable θ est séparée des variables s et ν. Pour cela,
on va de nouveau utiliser la linéarité de l’équation (3.8.7) et définir deux nouvelles séries de fonctions "profils" :

∀k ∈ {0, 1, 2} , Trouver V k2 ∈ V1
+(B) satisfaisantr

2
∗div

(
ε−1∇V k2

)
= −νA[0]

1 V k1 − νA[1]
1 V k−1

1 − ν2A
[0]
2 V k0 − ν2A

[2]
2 V k−2

0 dans D′(R2),〈
`d(V k2 )

〉
=
〈
`n(V k2 )

〉
= 0.

(3.8.8)

et

∀k ∈ {0, 1} , TrouverW k
1 ∈ V1

+(B) satisfaisantr
2
∗div

(
ε−1∇V k2

)
= −νA[0]

1 W k
0 − νA[1]

1 W k−1
0 dans D′(R2),〈

`d(W k
1 )
〉

=
〈
`n(V k2 )

〉
= 0,

(3.8.9)

où par convention V k2 = W k
1 = 0 si k ≤ 0. L’existence et l’unicité des fonctions V k2 etW k

1 proviennent directement
de l’application de la proposition 3.5.7. Ces fonctions sont détaillées dans la partie 3.10.2. On construit alors U2

sous la forme

U2 = a(θ) + b(θ)N + 〈u1 〉Γ V 0
1 + 〈 ∂θu1 〉Γ V 1

1 +

1∑
k=0

∂k

∂θk
〈 ∂ru0 〉ΓW k

1 +

2∑
k=0

∂k

∂θk
〈u0 〉Γ V k2 .

On vérifie que U2 ainsi construite satisfait (3.8.7-(a)). Tout comme pour U1, on va déterminer a(θ) et b(θ) pour
qu’elle vérifie aussi (3.8.7-(b)-(c)) :

〈u2 〉Γ = 〈 `d(U2) 〉 = a(θ) + b(θ) 〈 `d(N ) 〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈u1 〉Γ
〈
`d(V 0

1 )
〉︸ ︷︷ ︸

=0

+ 〈 ∂θu1 〉Γ
〈
`d(V 1

1 )
〉︸ ︷︷ ︸

=0

+

1∑
k=0

∂k

∂θk
〈 ∂ru0 〉Γ

〈
`d(W k

1 )
〉︸ ︷︷ ︸

=0

+

2∑
k=0

∂k

∂θk
〈u0 〉Γ

〈
`d(V k2 )

〉︸ ︷︷ ︸
=0

.
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Donc a(θ) = 〈u2 〉Γ. De même,

〈 ∂ru1 〉Γ = 〈 `n(U2) 〉 = b(θ) 〈 `n(N ) 〉︸ ︷︷ ︸
=1

+ 〈u1 〉Γ
〈
`n(V 0

1 )
〉︸ ︷︷ ︸

=0

+ 〈 ∂θu1 〉Γ
〈
`n(V 1

1 )
〉︸ ︷︷ ︸

=0

+

1∑
k=0

∂k

∂θk
〈 ∂ru0 〉Γ

〈
`n(W k

1 )
〉︸ ︷︷ ︸

=0

+

2∑
k=0

∂k

∂θk
〈u0 〉Γ

〈
`n(V k2 )

〉︸ ︷︷ ︸
=0

.

Donc b(θ) = 〈 ∂ru1 〉Γ. Finalement, U2 est bien de la forme (3.8.1) puisque

U2 = 〈u2 〉Γ + 〈 ∂ru1 〉ΓN + 〈 ∂θu1 〉Γ V 1
1 +

1∑
k=0

∂k

∂θk
〈 ∂ru0 〉ΓW k

1 +

2∑
k=0

∂k

∂θk
〈u0 〉Γ V k2 . (3.8.10)

On obtient aussi une expression explicite des sauts [u2 ]Γ et [ ∂ru1 ]Γ :

[u2 ]Γ = 〈 ∂ru1 〉Γ [ `d(N ) ] + 〈u1 〉Γ [ `d(V 1
1 ) ]︸ ︷︷ ︸

=0

+ 〈 ∂θu1 〉Γ [ `d(V 1
1 ) ]

+

1∑
k=0

∂k

∂θk
〈 ∂ru0 〉Γ [ `d(W k

1 ) ] +

2∑
k=0

∂k

∂θk
〈u0 〉Γ [ `d(V k2 ) ], (3.8.11)

et, puisque [ `n(N ) ] = [ `n(V 0
1 ) ] = [ `n(V 1

1 ) ] = [`n(W 0
1 )] = [`n(V 1

2 )] = 0 et que [ `n(W 1
1 ) ] = [ `d(V 1

1 ) ] (voir les
tableaux 3.2-3.3-3.4 dans la partie annexe 3.10.2)

[ ∂ru1 ]Γ =
∂

∂θ
〈 ∂ru0 〉Γ [ `d(V 1

1 ) ] + 〈u0 〉Γ [ `n(V 0
2 ) ] +

∂2

∂θ2
〈u0 〉Γ [ `n(V 2

2 ) ]. (3.8.12)

3.8.2 Construction des termes u0 et u1

Construction de u0

En combinant les équations de champs lointains de (3.7.1) et les conditions de sauts (3.8.3-3.8.6), u0 est solution
du problème limite (bien posé)

Trouver u0 ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−) satisfaisant
ε−1
∞ 4u0 + ω2µ∞u0 = f dans Ω±,

∂ru0 + iωu0 = 0 sur ∂Ω

[u0]Γ = [∂ru0]Γ = 0,

(3.8.13)

qui est équivalent au problème

Trouver u0 ∈ H1(Ω) satisfaisant
ε−1
∞ 4u0 + ω2µ∞u0 = f dans Ω,

∂ru0 + iωu0 = 0 sur ∂Ω.

La solution u0 est donc la solution d’un problème de Helmholtz en milieu homogène sans anneau périodique.
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Construction de u1

En combinant les équations des champs lointains (3.7.1) et les conditions de sauts (3.8.12-3.8.6), u1 est solution
du problème bien posé (proposition 3.6.1)

Trouver u1 ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−) satisfaisant
ε−1
∞ 4u1 + ω2µ∞u1 = 0 dans Ω±,

∂ru1 + iωu1 = 0 sur ∂Ω,

[u1 ]Γ = [ `d(N ) ] 〈 ∂ru0 〉Γ + [ `d(V 1
1 ) ] 〈 ∂θu0 〉Γ ,

[∂ru1]Γ = [ `d(V 1
1 ) ] ∂

∂θ 〈 ∂ru0 〉Γ + [ `n(V 0
2 ) ] 〈u0 〉Γ + [ `n(V 2

2 ) ] ∂2

∂θ2 〈u0 〉Γ .

(3.8.14)

De plus, [ `d(V 1
1 ) ] = 0 quand ε et µ sont symétriques en ν ou en s (voir l’annexe 3.10.2, tables 3.1-3.2), c’est à

dire quand ε(−ν, s) = ε(ν, s),

µ(−ν, s) = µ(ν, s),
ou

ε(ν,−s) = ε(ν, s),

µ(ν,−s) = µ(ν, s).
(3.8.15)

Dans ce cas, u1 est solution du problème simplifié

Trouver u1 ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−) satisfaisant
ε−1
∞ 4u1 + ω2µ∞u1 = 0 dans Ω±,

∂ru1 + iωu1 = 0 sur ∂Ω,

[u1 ]Γ = [ `d(N ) ] 〈 ∂ru0 〉Γ ,
[∂ru1]Γ = [ `n(V 0

2 ) ] 〈u0 〉Γ + [ `n(V 2
2 ) ] ∂2

∂θ2 〈u0 〉Γ .

(3.8.16)

3.8.3 Conditions de transmission à tout ordre

Les fonctions profils

Nous aimerions généraliser la technique de construction de U0, U1 et U2 à tous les termes de champs lointains
et écrire Un sous la forme

Un =

n∑
j=0

j∑
k=0

∂k〈un−j〉Γ
∂θk

V kj +

n−1∑
j=0

j∑
k=0

∂k

∂θk
〈∂un−1−j

∂r
〉ΓW k

j , (3.8.1)

Cela nous conduit à définir les deux familles de fonctions :

Définition 3.8.1. On définit de manière récurrente (V kn )(n,k)∈N2,k≤n et (W k
n )(n,k)∈N2,k≤n par

− V 0
0 = 1,

− ∀n ∈ N∗,∀ k ∈ N, k ≤ n, V kn ∈ V+
1 (B) et satisfait ,

∇ · (ε−1∇V kn ) = − 1

r2∗

(
ν(A

[0]
1 V kn−1 +A

[1]
1 V k−1

n−1 ) + ν2(A
[0]
2 V kn−2 +A

[2]
2 V k−2

n−2 )

+(ν3A3V
k
n−3 + ν4A4V

k
n−4)

)
dans D′(R2),

〈`d(V kn )〉 = 0,

〈`n(V kn )〉 = 0.

(3.8.17)
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−W 0
0 = N ,

− ∀n ∈ N∗,∀ k ∈ N, k ≤ n,W k
n ∈ V+

1 (B) et satisfait,

∇ · (ε−1∇W k
n ) = − 1

r2∗

(
ν(A

[0]
1 W k

n−1 +A
[1]
1 W k−1

n−1 ) + ν2(A
[0]
2 W k

n−2 +A
[2]
2 W k−2

n−2 )

+(ν3A3W
k
n−3 + ν4A4W

k
n−4)

)
dans D′(R2),

〈`d(W k
n )〉 = 0,

〈`n(W k
n )〉 = 0.

(3.8.18)

où, par convention, W k
n = V kn = 0 if n < 0 or k < 0.

L’application (récurrente) de la proposition 3.5.7 donne immédiatement le résultat suivant :

Proposition 3.8.2. Pour tout n ∈ N, pour tout k ≤ n, les fonctions W k
n et V kn existent et sont définies de

manière unique. De plus elles vérifient la propriété P∞. Plus précisément, Pour tout n ∈ N, pour tout k ≤ n,
il existe deux polynômes (pkn)± appartenant à Pn, deux polynômes (qkn)± appartenant à Pn+1 ainsi que des
fonctions w±

V kn
et w±

Wk
n
appartenant à V1

−(B) telles que

V kn = (pkn)± + w±
V kn

dans B±, avec
∫ 1/2

−1/2

w±
V kn

(ν, s)ds = 0 ∀ ± ν > 2.

W k
n = (qkn)± + w±

Wk
n

dans B±, avec
∫ 1/2

−1/2

w±
Wk
n

(ν, s)ds = 0 ∀ ± ν > 2

Pour comprendre la définition de ces fonctions, il faut, pour tout n, insérer les expressions des champs proches
(3.8.1) dans les équations de champ proche (3.3.3) puis séparer les différents ordres de dérivations en θ en
utilisant la linéarité de ces équations (comme nous l’avons fait pour U1 et U2). Cette partie est relativement
technique. Par ailleurs, le processus de construction des familles W k

n et V kn mime en fait la propagation des
fonctions du noyau N et 1 au travers des équations de Helmholtz emboîtées (3.3.3). La distinction entre A[0]

1

et A[1]
0 d’une part et entre A[0]

2 et A[2]
2 d’autre part permet de séparer les différents ordres de dérivation par

rapport à la variable θ.

On peut alors donner le résultat principal de cette section :

Proposition 3.8.3. Pour tout n ∈ N, le champ lointain un est l’unique solution du problème suivant :

Trouver un ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−) satisfaisant

ε−1
∞ ∆un + ω2µ∞un = δ0

nf in Ω+ ∪ Ω−,

∂run−1 + iωun−1 = 0 on ∂Ω,

[un]Γ =

n∑
j=1

j∑
k=0

[`d(V kj )]
∂k〈un−j〉Γ

∂θk
+

n−1∑
j=0

j∑
k=0

[`d(W k
j )]

∂k

∂θk
〈∂un−1−j

∂r
〉Γ (a),

[
∂un
∂r

]
Γ

=

n+1∑
j=2

j∑
k=0

[`n(V kj )]
∂k〈un+1−j〉Γ

∂θk
+

n∑
j=1

j∑
k=0

[`n(W k
j )]

∂k

∂θk
〈∂un−j

∂r
〉Γ (b),

(3.8.19)

De plus les termes de champ proche Un sont donnés par

Un =

n∑
j=0

j∑
k=0

∂k〈un−j〉Γ
∂θk

V kj +

n−1∑
j=0

j∑
k=0

∂k

∂θk
〈∂un−1−j

∂r
〉ΓW k

j . (3.8.20)
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Sous la forme (3.8.19), les problèmes de champ lointain sont découplés des problèmes de champ proche. Plus
exactement, on peut calculer les termes de champ lointain un à tout ordre sans jamais calculer les champs
proches associés : l’effet de l’anneau périodique sur le champ lointain est pris en compte par l’intermédiaire des
fonctions V kn et W k

n . On peut aussi remarquer que la forme (3.8.19) des problèmes de champs lointains permet
de construire formellement des conditions de transmission approchées à tout ordre.

Démonstration. On va montrer que la suite (un, Un)n∈N vérifie la suite de problème (3.7.1). Tout d’abord, il est
clair que les champs (un, Un) satisfont bien les conditions de transmission

[un ]Γ = [ `d(ũn) ] = 0, [ ∂run ]Γ = [ `n(Un+1) ], 〈 `d(Un) 〉 = 〈un 〉Γ , 〈 `n(Un) 〉 = 〈 ∂run 〉Γ .

Il suffit donc de montrer que, pour tout n ∈ N,

A0Un = −
4∑
k=1

νjAjUn−j dans D′(R2).

L’égalité a déjà d’ailleurs été vérifiée dans les parties 3.8.1 et 3.8.2 pour n = 0, 1 et 2. Pour n quelconque, on a

4∑
j=1

νjAjUn−j =

n∑
j=1

j∑
k=0

∂k〈un−j〉Γ
∂θk

(
ν(A

[0]
1 V kj−1 +A

[1]
1 V k−1

j−1 ) + ν2(A
[0]
2 V kj−2 +A

[2]
2 V k−2

j−2 ) + ν3A3V
k
j−3 + ν4A4V

k
j−4

)
+

n−1∑
j=1

j∑
k=0

∂k

∂θk
〈∂run−1−j〉Γ

(
ν(A

[0]
1 W k

j−1 +A
[1]
1 W k−1

j−1 ) + ν2(A
[0]
2 W k

j−2 +A
[2]
2 W k−2

j−2 ) + ν3A3W
k
j−3 + ν4A4W

k
j−4

)
,

si bien qu’en utilisant les définitions (3.8.17) et (3.8.18) des fonctions V kj et W k
j , on a

4∑
j=1

νjAjUn−j =

n∑
j=1

j∑
k=0

∂k〈un−j〉Γ
∂θk

A0(V kj ) +

n−1∑
j=1

j∑
k=0

∂k

∂θk
〈∂un−1−j

∂r
〉ΓA0(W k

j )

Comme de plus A0(W 0
0 ) = A0(V 0

0 ) = 0, la somme sur les indices j peut commencer à 0 au lieu de 1 de sorte
que

4∑
j=1

νjAjUn−j =

n∑
j=0

j∑
k=0

∂k〈un−j〉Γ
∂θk

A0(V kj ) +

n−1∑
j=0

j∑
k=0

∂k

∂θk
〈∂un−1−j

∂r
〉ΓA0(W k

j ) = A0Un.

3.9 Justification du développement asymptotique

3.9.1 Résultat principal

L’existence de tous les termes du développement asymptotique étant prouvée, on peut maintenant montrer que
celui-ci tend vers la solution exacte. Nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 3.9.1. Soient 0 < γ < r∗ et Ωγ = {(x, y) ∈ R2, |
√
x2 + y2 − R| > γ}. Pour tout n ∈ N, il existe

une constante Cn > 0 et, pour tout 0 < γ < r∗, une constante δγ > 0 telle que

∀ δ < δγ , ‖uδ −
n∑
k=0

δkuk‖H1(Ω±γ ) ≤ Cn δn+1. (3.9.1)
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– L’idée principale de la preuve consiste à construire d’abord une approximation globale du développement
tronqué à l’ordre n. Cette approximation globale coïncide avec les n premiers termes du développement
en champ lointain loin de la couronne périodique

uke,δ =

n∑
k=0

δkuk,

et avec les n premiers termes du développement en champ proche dans le voisinage de la couronne pério-
dique

(Uni,δ) =

n∑
k=0

δkUk.

Cette approximation est construite à l’aide d’une fonction de troncature χ satisfaisant

χ(s) =

1 si |s| ≤ 1,

0 si |s| ≥ 2,
(3.9.2)

et d’une fonction distance η(δ) strictement positive telle que

lim
δ→0

η = 0 et lim
δ→0

η

δ
= +∞. (3.9.3)

En introduisant χη(r) := χ(
r − r∗
η

), nous définissons alors notre approximation globale par,

unη,δ := (1− χη)une,δ + χη(Uni,δ)
δ, (3.9.4)

où la notation ( . )δ est définie par (3.3.1). La fonction η apparaît comme un paramètre que nous fixerons
par la suite.

– Dans une deuxième étape nous estimons |aδ(uδ − unη,δ, v)|, ce qui nous permet, via le résultat de stabilité

(2.1.8) (Proposition 2.1.2), d’obtenir une estimation de l’erreur
∥∥∥uδ − unη,δ∥∥∥

H1(Ω)
: en effet,

∥∥uδ − unη,δ∥∥H1(Ω)
≤ sup
v∈H1(Ω)\{0}

|aδ(uδ − unη,δ, v)|
‖v‖H1(Ω)

.

De plus,

aδ(uδ − unη,δ, v) := Drη,δ,n +Dcη,δ,n,

où Drη,δ,n représente l’erreur de raccord,

Drη,δ,n =

∫
Ω

µδ(une,δ − (Uni,δ)
δ)∇χη · ∇v −

∫
Ω

µδ(∇(une,δ − (Uni,δ)
δ) · ∇χη) v, (3.9.5)

et Dcη,δ,n représente l’erreur de consistance, ou erreur de champ proche,

Dcη,δ,n = aδ((Uni,δ)
δ, χηϕ). (3.9.6)

L’erreur de consistance est due au fait que le développement de champ proche tronqué ne satisfait pas
exactement l’équation de Helmholtz. En majorant successivement les deux termes d’erreurs (parties 3.9.2
et 3.9.3) on obtient une estimation d’erreur globale : il existe une constante Cn > 0 telle que∥∥uδ − unη,δ∥∥H1(Ω)

≤ C
(
ηn−1 +

1

δ
e−

η
2δ

)
– Enfin, en utilisant un processus de localisation (pour ne s’intéresser qu’à l’erreur sur le champ lointain),
nous obtenons la proposition 3.9.1 (voir partie 3.9.4). C’est lors de cette étape que nous fixons le paramètre
η.
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3.9.2 Erreur de raccord

Lemme 3.9.2.

Drη,δ,n ≤ C
(
ηn + e−η/2δ

n∑
k=1

(δkη−1/2 + δk−1)

)
. (3.9.7)

Démonstration. On appelle Cη le support de ∇χη ,

Cη :=
{

(r, θ) ∈ R+ × [0, 2π] telle que η ≤ |r −R| ≤ 2η
}
.

En utilisant la régularité des champs proches et des champs lointains dans Cη (Comme Cη est disjoint du
support de f et comme η > δ, les champs lointains un et les champs proches (Un)δ appartiennent à C∞(Cη)), il
est possible de majorer une,δ and (Uni,δ)

δ ainsi que leurs dérivées par leurs normes L∞. Par l’inégalité de Hölder,
nous obtenons ainsi

εmη,δ(v) ≤ C

η

(
‖une,δ − (Uni,δ)

δ‖L∞(Cδη)‖∇v‖L1(Cδη) + ‖ ∂
∂r

(une,δ − (Uni,δ)
δ)‖L∞(Cδη)‖v‖L1(Cδη)

)
, (3.9.8)

où C est une constante positive générique dont la valeur peut changer d’une ligne à l’autre. Ensuite, nous
utilisons le fait que Cη est petit (mes(Cη) ∼ η) pour majorer les termes en v :

‖∇v‖L1(Cη) ≤ C η1/2 ‖v‖H1(Ω), ‖v‖L1(Cη) ≤ C η ‖v‖H1(Ω). (3.9.9)

La première inégalité résulte simplement de l’inégalité de Cauchy-Schwarz. La seconde, plus astucieuse, est en
fait une conséquence de l’identité suivante (déjà utilisée dans [Tor04], Lemme 3.10 par exemple)

‖v‖L2(Cη) ≤ C η1/2 ‖v‖H1(Ω). (3.9.10)

dont la preuve est laissée au lecteur. Il faut remarquer que dans le membre de droite de l’inégalité précédente
on utilise la norme H1 de v sur Ω, domaine indépendant de η. Par ailleurs, cette majoration est optimale (on
peut le vérifier en prenant v constant). La seconde inégalité de (3.9.9) provient alors de l’utilisation successive
de la majoration (3.9.10) et de l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour passer de la norme L1 à la norme L2 (ce qui
permet de "gagner" un facteur η1/2).

Pour majorer ‖une,δ − (Uni,δ)
δ‖L∞(Cη), on utilise d’abord la formule de Taylor avec reste intégral pour les u±n :

un,±e,δ (r, θ) =

n∑
k=0

δk
n−k∑
i=0

(r − r∗)i
i!

∂iu±k (r∗, θ)

∂ri
+

n∑
k=0

δk
∫ r

r∗

∂n+1−ku±k (t, θ)

∂rn+1−k
(t− r∗)n−k

(n− k)!
dt, (3.9.11)

où nous estimons les restes intégraux en utilisant le fait que les champs lointains et leurs dérivées sont bornés
dans le voisinage de Γ∣∣∣∣∫ r

r∗

∂n+1−ku±k (t, θ)

∂rn+1−k
(t− r∗)n−k

(n− k)!
dt

∣∣∣∣ ≤ C ηn+1−k, ∀ (r, θ) ∈ Cη, k ≤ n. (3.9.12)

Ensuite nous utilisons le développement modal des champs proches (3.3.16), que nous combinons avec les
conditions de raccord ((3.4.4) et remarque 3.4.1) pour écrire (dans les variable macroscopiques (r, θ) d’où le
recours à la notation(3.3.1))

(
U±k
)δ

(r, θ) =

k∑
i=0

(r − r∗)i
δi i!

∂iu±k−i(r∗, θ)

∂ri
+ (R±k )δ(r, θ),

(R±k )δ(r, θ) =
∑
l∈X∗3

p±k,l(
r − r∗
δ

, θ) e2iπl r∗θδ e−2π|l| |r−r∗|δ .

(3.9.13)

où p±k,l ∈ P2k. En fait, R±0 = 0 (puisque U0 de dépend pas de ν et s, cf. (3.8.2)). Les fonctions R±k appartiennent
à V1
−(B±) si bien qu’on peut montrer que∣∣(R±k )δ(r, θ)

∣∣ ≤ C e−η/2δ, ∀ (r, θ) ∈ Cη, k ≤ n. (3.9.14)
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On peut donc écrire (Un,±i,δ )δ sous la forme

(Un,±i,δ )δ =

n∑
k=0

δk

(
n−k∑
i=0

(r − r∗)i
i!

∂iu±k
∂ri

(r∗, θ)

)
+

n∑
k=1

δk(R±k )δ(r, θ), (3.9.15)

En faisant la différence entre (3.9.11) et (3.9.15), on obtient

un,±e,δ − (Un,±i,δ )δ =

n∑
k=0

δk
∫ r

r∗

∂n+1−ku±k (t, θ)

∂rn+1−k
(t− r∗)n+1−k

(n+ 1− k)!
dt+

n∑
k=1

δk(R±k )δ(r, θ), (3.9.16)

si bien qu’en utilisant les majorations (3.9.12) et (3.9.14), on a

∥∥une,δ − (Uni,δ)
δ
∥∥
L∞(Cη)

≤ C
( n∑
k=0

ηn+1−kδk +

n∑
k=1

δke−η/2δ
)
. (3.9.17)

On va maintenant majorer
∥∥∥∂r(une,δ)− ∂r(Uni,δ)δ∥∥∥

L∞(Cη)
en utilisant les mêmes techniques :

∂r(u
n
e,δ) =

n−1∑
k=0

δk
n−1−k∑
i=0

(r − r∗)i
i!

∂i+1u±k (r∗, θ)

∂ri+1
+ δn

∂un(r, θ)

∂r
+

n−1∑
k=0

δk
∫ r

r∗

(t− r∗)n−1−k

(n− 1− k)!

∂n+1−ku±k (t, θ)

∂rn+1−k dt,

où ∣∣∣∣∣δn ∂un(r, θ)

∂r
+

n−1∑
k=0

δk
∫ r

r∗

(t− r∗)n−1−k

(n− 1− k)!

∂n+1−ku±k (t, θ)

∂rn+1−k dt

∣∣∣∣∣ ≤ C
n∑
k=0

δkηn−k.

De même,

∂r(U
n,±
i,δ )δ =

n∑
k=0

δk

(
n−k−1∑
i=0

(r − r∗)i
i!

∂i+1u±k
∂ri+1

(r∗, θ)

)
+

n∑
k=1

δk∂r(R
±
k )δ(r, θ),

où ∣∣∣∣∣
n∑
k=1

δk∂r(R
±
k )δ(r, θ)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

δk−1(∂νR
±
k )δ(r, θ)

∣∣∣∣∣ ≤ C
n∑
k=1

δk−1e−η/2δ. (3.9.18)

On obtient ainsi une majoration de
∥∥∥∂r(une,δ)− ∂r(Uni,δ)δ∥∥∥

Cη
. Celle-ci est moins bonne que (3.9.17) :

∥∥∥∥ ∂∂r (u2
e,δ − (U2

i,δ)
δ
)∥∥∥∥
L∞(Cη)

≤ C
( n∑
k=0

ηn−kδk +

n∑
k=1

δk−1e−η/2δ
)
. (3.9.19)

En combinant (3.9.8), (3.9.9), (3.9.17) et (3.9.19), nous obtenons l’estimation attendue :

Drη,δ,n ≤ C
(

n∑
k=0

ηn+1/2−kδk + ηn−kδk + e−η/2δ
n∑
k=1

(δkη−1/2 + δk−1)

)
≤ Cηn + e−η/2δ

n∑
k=1

(δkη−1/2 + δk−1).

3.9.3 Erreur de champ proche

L’erreur de champ proche Dcη,δ,n est donnée par

Dcη,δ,n = aδ((Uni,δ)
δ, χηv).
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Comme nous l’avons déjà mentionné, cette erreur est due au fait que le développement en champ proche ne
satisfait pas exactement l’équation de Helmholtz. Plus précisément, pour toute fonction v ∈ D(Ω), on a

aδ((Uni,δ)
δ, χηv) = −

n∑
k=0

δk〈r2
(
div (ε−1∇Uδk )− ω2µUδk

)
,
χηv

r2
〉,

= − 1

δ2

n∑
k=0

4∑
j=0

δk+j〈(νj−2Aj(Uk))δ,
χηv

r2
〉,

= − 1

δ2

n∑
k=0

δk〈
4∑
j=0

(νj−2Aj(Uk−j))
δ,
χηv

r2
〉 − 1

δ2

n+4∑
k=n+1

δk
4∑

j=k+2−n
〈(νj−2Aj(Uk−j))

δ,
χηv

r2
〉,

où 〈·, ·〉 désigne la dualité entre D′(Ω) et D(Ω). D’après (3.3.3), nous savons que les champs proches satisfont
4∑
j=0

(νj−2Aj(Uk−j)) = 0 si bien que

aδ((Uni,δ)
δ, χηv) = − 1

δ2

n+4∑
k=n+1

δk
4∑

j=k+2−n
〈(νj−2Aj(Uk−j))

δ,
χηv

r2
〉.

Nous allons majorer successivement tous les termes de la somme. Dans un premier temps nous démontrons le
résultat suivant :

Proposition 3.9.3. Pour tout k appartenant à N∗, pour tout j ∈ {1, 2, 3, 4}, il existe une constante C > 0 telle
que pour tout v ∈ D(Ω) ∣∣∣〈νj−2Aj(Uk−j),

χηv

r2
〉
∣∣∣ ≤ C δ2 η

k−1

δk
. (3.9.20)

La preuve de la proposition 3.9.3 est longue et technique. La démonstration est expliquée en détails dans
les parties 3.9.3.1, 3.9.3.2 et 3.9.3.3. La principale difficulté vient du fait que les champs proches (Uk)δ

n’appartiennent pas à C∞(Ω) parce que ε et µ appartiennent simplement à L∞(B). On rappelle que dans les
cas qui nous intéressent ε et µ sont constants par morceaux si bien que dans les parties où les fonctions µ et
ε varient (|ν| < 1/2), les champs (Uk) n’appartiennent qu’àH1

loc(B) et en particulier∇Uk n’appartient pas à L∞.

On déduit aisément de la proposition 3.9.3 une estimation de l’erreur de champ proche :

Lemme 3.9.4. Pour tour k ∈ N∗,
Dcη,δ,n ≤ Cηk−1. (3.9.21)

Démonstration. Pour tout v ∈ D(Ω), on a

∣∣aδ((Uni,δ)δ, χηv)
∣∣ ≤ 1

δ2

n+4∑
k=n+1

δk
4∑

j=k+2−n
|〈(νj−2Aj(Uk−j))

δ,
χηv

r2
〉|

si bien qu’en utilisant la proposition 3.9.3, on a∣∣aδ((Uni,δ)δ, χηv)
∣∣ ≤ Cηn−1

Par densité des fonctions de D(Ω) dans H1
0 (Ω) (on remarque que, du fait de la fonction χη, on n’a pas besoin

de prendre toutes les fonctions de H1(Ω), les fonctions de H1
0 (Ω) suffisent), on obtient le résultat souhaité.

3.9.3.1 Estimation de 〈νj−2A1(Uk−1),
χηv
r2 〉

Dans cette partie nous allons remplacer abusivement les crochets de dualités par des intégrales.∫
Ωη

(
ν−1A1(Uk − 1)

)δ(
χηv/r

2
)

=

∫
Ωη

(
ν−1A

[0]
1 (Uk−1)

)δ(
χηv/r

2
)

+

∫
Ωη

(
ν−1A

[1]
1 (∂θUk−1)

)δ(
χηv/r

2
)
.

(3.9.22)
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où Ωη est le support de χη :

Ωη =
{

(x, y) ∈ R2 tels que r∗ − 2η <
√
x2 + y2 < r∗ + 2η

}
.

Etape 1 : on montre que
∣∣∣ ∫

Ωη

(
ν−1A

[0]
1 (Uk−1)

)δ(
χηv/r

2
)∣∣∣ ≤ C δ2 η

k−1

δk
‖v‖H1(Ω).

Il est pratique de travailler dans les variables (s, ν) plutôt que dans les variables (r, θ). Pour cela, nous intro-
duisons une nouvelle notation, équivalente à la notation (3.3.1) dans les variables (ν, s). Pour toute fonction
U(ν, s; θ) de trois variables ν, s et θ, nous définissons

{U}δ (ν, s) := U(ν, s;
δs

r∗
). (3.9.23)

De façon similaire, pour toute fonction v(r, θ), on définit {v}δ (ν, s) := v(r∗ + δν, δsr∗ ).

Par le changement de variables s = r∗θ/δ, ν = (r − r∗)/δ , nous obtenons, après intégration par parties∫
Ωη

(
ν−1A

[0]
1 (Uk−1)

)δ(
χηv/r

2
)

= − δ2

∫
Ωη,δ

[{
2νµ

∂Uk−1

∂ν

}δ ∂
∂ν

{χηv
r

}δ
+
{
µ
∂Uk−1

∂ν

}δ{χηv
r

}δ ]
dνds.

(3.9.24)
où, en posant Nδ = 2πr∗/δ

Ωη,δ :=

Nδ⋃
j=0

{
Bη,δ +

(
j + 1/2

0

)}
, Bη,δ = ]− 1

2
,

1

2
[×]− 2η

δ
,

2η

δ
[. (3.9.25)

A cette étape, on va utiliser le lemme technique suivant :

Lemme 3.9.5. Soit a(θ) ∈ L∞(0, 2π), f(ν, s) ∈ L2
loc(R2), 1-périodique en s et g ∈ L2(Ωη,δ), on a :∫

Ωη,δ

a(
δs

r∗
) f(ν, s) g(ν, s) dsdν ≤

√
2πr∗
δ
‖a‖L∞ ‖f‖L2(Bη,δ) ‖g‖L2(Ωη,δ) (3.9.26)

Or, d’après la formule (3.8.20) de la proposition 3.8.3, on a

{
2νµ

∂Uk−1

∂ν

}δ
(s, ν) =

Nk−1∑
`=1

a`(
δs

r∗
) f`(ν, s) (3.9.27)

où les fonctions a` sont des moyennes des traces des champs lointains et les fonctions f` peuvent s’écrire à partir
des fonctions profils. Il n’est pas important de connaître explicitement ces fonctions par contre on va utiliser le
fait que :

a`(θ) ∈ L∞(0, 2π), f`(ν, s) ∈ L2
loc(R2), f`(ν, s+ 1) = f`(ν, s),

et que

∃ C` > 0 / ∀ ν > 1/2, ∀s ∈ ]
1

2
,

1

2
[, |f`(ν, s)| ≤ C` νk−1. (3.9.28)

On peut alors appliquer le lemme 3.9.5 en prenant (a, f, g) =
(
a`, f`,

∂
∂ν

{χηv
r

}δ) pour obtenir
∣∣∣ ∫

Ωη,δ

{
2νµ

∂Uk−1

∂ν

}δ ∂
∂ν

{χηv
r

}δ∣∣∣ ≤ C√
δ

7∑
`=1

‖a`‖L∞ ‖f`‖L2(Bη,δ)

∥∥∥ ∂
∂ν

{χηv
r

}δ∥∥∥
L2(Ωη,δ)

. (3.9.29)

A partir de l’estimation (3.9.28), on déduit facilement que

‖f`‖L2(Bη,δ) ≤ C`
(η
δ

)k− 1
2 . (3.9.30)
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Par ailleurs, comme
∂

∂ν

{χηv
r

}δ
= δ

{ ∂
∂r

(χηv
r

)}δ et comme la fonction 1/r est bornée dans Ωη,δ, nous obtenons

∥∥∥ ∂
∂ν

{χηv
r

}δ∥∥∥
L2(Ωη,δ)

≤ C δ
(
‖
{
χηv

}δ‖L2(Ωη,δ) + ‖
{ ∂

∂r
(χηv)

}δ
‖L2(Ωη,δ)

)
. (3.9.31)

Nous avons alors besoin du résultat suivant que l’on montre facilement à l’aide du changement de variables
(s, ν)→ (r, θ) =

(
r∗ + δν, δs/r∗

)
Lemme 3.9.6. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout f ∈ L2(Ωη),

‖{f}δ‖L2(Ωη,δ) ≤
C

δ
‖f‖L2(Ωη) (3.9.32)

En appliquant le lemme 3.9.6 et l’inégalité suivante (qui est similaire à l’inégalité (3.9.10))

‖v‖L2(Ωη) ≤ C η
1
2 ‖v‖H1(Ω), (3.9.33)

nous obtenons (on rappelle que η est bornée)∥∥∥ ∂
∂ν

{χηv
r

}δ∥∥∥
L2(Ωη,δ)

≤ C

η
1
2

‖v‖H1(Ω). (3.9.34)

En regroupant (3.9.29), (3.9.30), et (3.9.34), on obtient le résultat attendu, à savoir∣∣∣ ∫
Ωη,δ

{
2νµ

∂Uk−1

∂ν

}δ ∂
∂ν

{χηv
r

}δ∣∣∣ ≤ C
ηk−1

δk
‖v‖H1(Ω) (3.9.35)

De la même manière, on peut montrer que∣∣∣ ∫
Ωη,δ

{
µ
∂Uk−1

∂ν

}δ{χηv
r

}δ∣∣∣ ≤ C
ηk−1

δk
‖v‖H1(Ω). (3.9.36)

Sans entrer dans les détails, pour prouver(3.9.36), on remarque qu’on peut aussi écrire{
µ
∂Uk−1

∂ν

}δ
sous la forme (3.9.27), où, cette fois les fonctions f` croissent comme νk−2. Pour prouver le résultat de l’étape
1, il suffit de regrouper (3.9.24), (3.9.35) and (3.9.36).

Etape 2 : On prouve que
∣∣∣ ∫

Ωη

(
ν−1A

[1]
1 (∂θUk−1)

)δ(
χηv/r

2
)∣∣∣ ≤ C δ2 η

k−1

δk
‖v‖H1(Ω).

Par le changement de variables s = r∗θ
δ , ν = r − r∗/δ, nous obtenons∫

Ωη

1

r2

(
A

[1]
1

(∂Uk−1

∂θ

))δ
χηv = δ2

∫
Ωη,δ

{
∂

∂s

(
µ
∂Uk−1

∂θ

)}δ {χηv
r

}δ
dνds

+ δ2

∫
Ωη,δ

{
µ
∂2Uk−1

∂θ∂s

}δ {χηv
r

}δ
dνds.

(3.9.37)

Le deuxième terme de l’équation (3.9.37) peut être traité de la même façon qu’à l’étape 1. Comme
{
µ∂

2Uk−1

∂θ∂s

}δ
est bornée quand |ν| > 1/2, on obtient

∣∣∣ ∫
Ωη,δ

{
µ
∂2Uk−1

∂θ∂s

}δ {χηv
r

}δ
dνds

∣∣∣ ≤ C η1/2

δ3/2
‖v‖H1(Ω) .
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Or, quand k ≥ 2,
η1/2

δ3/2
≤ ηk−1

δk
et quand k = 1,

∫
Ωη,δ

{
µ
∂2U0

∂θ∂s

}δ {χηv
r

}δ
dνds = 0 si bien que finalement, pour

tout k ∈ N∗ ∣∣∣ ∫
Ωη,δ

{
µ
∂2Uk−1

∂θ∂s

}δ {χηv
r

}δ
dνds

∣∣∣ ≤ C ηk−1

δk
‖v‖H1(Ω) .

Le premier terme doit être traité un peu différemment car {∂s (µ∂θUk−1)}δ n’est pas dans L2(Ωη,δ). Nous
devons en fait transformer ce terme à l’aide de la formule{

∂

∂s

(
µ
∂Uk−1

∂θ

)}δ
=

∂

∂s

{
µ
∂Uk−1

∂θ

}δ
− δ

r∗

{
µ
∂2Uk−1

∂θ2

}δ
. (3.9.38)

En utilisant par ailleurs la formule ∂
∂s

{
χηv
r

}δ
= δ

r∗

{
∂
∂θ

(χηv
r

)}δ
, nous obtenons après intégration par parties

∫
Ωη,δ

{
∂

∂s

(
µ
∂Uk−1

∂θ

)}δ {χηv
r

}δ
dνds = − δ

∫
Ωη,δ

1

r∗

{
µ
∂Uk−1

∂θ

}δ { ∂

∂θ

(χηv
r

)}δ
− δ

∫
Ωη,δ

1

r∗

{
µ
∂2Uk−1

∂θ2

}δ {χηv
r

}δ
dνds,

On peut maintenant utiliser les mêmes techniques qu’à l’étape 1 pour obtenir

∣∣∣ ∫
Ωη,δ

{
∂

∂s

(
µ
∂Uk−1

∂θ

)}δ {χηv
r

}δ
dνds

∣∣∣ ≤ C ηk

δk
‖v‖H1(Ω) (3.9.39)

Puis nous concluons en utilisant (3.9.36), (3.9.38) and (3.9.39).

Etape 3 : Finalement, en regroupant les résultats des étapes 1 et 2 on obtient

δ
∣∣∣〈(νA1(Uk−1)

)δ
,
χηv

r2
〉
∣∣∣ ≤ C δ2 η

k−1

δk
‖v‖H1(Ω) (3.9.40)

3.9.3.2 Estimation de 〈A2(Uk−2),
χηv
r2 〉

∫
Ωη

A2(Uk−2)
χηv

r2
=

∫
Ωη

A
[0]
2 (Uk−2)

χηv

r2
+

∫
Ωη

A
[2]
2 (

∂2Uk−2

∂θ2
)
χηv

r2
(3.9.41)

On utilise encore de manière abusive le signe intégral pour désigner des produits de dualité.

Etape 1 : On montre que
∫

Ωη

A
[0]
2 (Uk−2)

χηv

r2
≤ Cδ2 η

k−1

δk
‖v‖H1(Ω) .

∫
Ωη

A
[0]
2 (Uk−2)

χηv

r2
=

δ2

r∗

∫
Ωη,δ

{
ν∂ν(ε−1ν∂νUk−2) + ω2µr2

∗Uk−2

}δ {χηv
r

}δ
dνds,

= −δ
2

r∗

∫
Ωη,δ

{
ε−1ν∂νUk−2

}δ
∂ν

(
ν

{
χηv

r

}δ)
dνds+ ω2r∗δ

2

∫
Ωη,δ

{µU}δ
{
χηv

r

}δ
dνds,

= −δ
2

r∗

∫
Ωη,δ

{
ε−1ν∂νUk−2

}δ {χηv
r

}δ
dνds− δ2

r∗

∫
Ωη,δ

{
ε−1ν2∂νUk−2

}δ
∂ν

{
χηv

r

}δ
dνds

+ω2r∗δ
2

∫
Ωη,δ

{µU}δ
{
χηv

r

}δ
dνds.
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En utilisant les lemmes techniques 3.9.5 et 3.9.5, on va majorer successivement les trois termes précédents.
D’après la formule (3.8.20) de la proposition 3.8.3, on a

{
Uk−2

}δ
(s, ν) =

Nk−2∑
`=1

a`(
δs

r∗
) f`(ν, s), (3.9.42)

où les fonctions a` sont des moyennes des traces des champs lointains et les fonctions f` peuvent s’écrire à partir
des fonctions profils. On sait de plus que :

a`(θ) ∈ L∞(0, 2π), f`(ν, s) ∈ L2
loc(R2), f`(ν, s+ 1) = f`(ν, s),

et que

∃ C` > 0 / ∀ ν > 1/2, ∀s ∈ ]
1

2
,

1

2
[, |f`(ν, s)| ≤ C` νk−2. (3.9.43)

En utilisant le lemme technique 3.9.5, et le comportement de Uk−2 quand ν est grand,∣∣∣∣∣
∫

Ωη,δ

{
ε−1ν∂νUk−2

}δ {χηv
r

}δ
dνds

∣∣∣∣∣ ≤ C 1√
δ

(η
δ

)k−3/2
∥∥∥∥∥
{
χηv

r

}δ∥∥∥∥∥
L2(Ωη,δ)

(3.9.44)

Or, en utilisant le lemme technique 3.9.6 et l’inégalité (3.9.33), on montre que∥∥∥∥∥
{
χηv

r

}δ∥∥∥∥∥
L2(Ωη,δ)

≤ C η
1/2

δ
‖v‖H1(Ω) . (3.9.45)

En combinant (3.9.44) et (3.9.45), on obtient

δ2

∣∣∣∣∣
∫

Ωη,δ

{
ε−1ν∂νUk−2

}δ {χηv
r

}δ
dνds

∣∣∣∣∣ ≤ Cδ2 η
k−1

δk
‖v‖H1(Ω) . (3.9.46)

De même, ∣∣∣∣∣
∫

Ωη,δ

{
ε−1ν2∂νUk−2

}δ
∂ν

{
χηv

r

}δ
dνds

∣∣∣∣∣ ≤ C 1√
δ

(η
δ

)k−1/2
∥∥∥∥∥∂ν

{
χηv

r

}δ∥∥∥∥∥
L2(Ωη,δ)

.

Mais, en utilisant l’inégalité (3.9.34), on a∥∥∥ ∂
∂ν

{χηv
r

}δ∥∥∥
L2(Ωη,δ)

≤ C

η
1
2

‖v‖H1(Ω).

si bien que ∣∣∣∣∣δ2

r∗

∫
Ωη,δ

{
ε−1ν2∂νUk−2

}δ
∂ν

{
χηv

r

}δ
dνds

∣∣∣∣∣ ≤ C ηk−1

δk
‖v‖H1(Ω) . (3.9.47)

Enfin, par des techniques similaires,∣∣∣∣∣ω2r∗δ
2

∫
Ωη,δ

{µU}δ
{
χηv

r

}δ
dνds

∣∣∣∣∣ ≤ C ηk−1

δk
‖v‖H1(Ω) (3.9.48)

En combinant (3.9.45), (3.9.46), 3.9.48, on obtient finalement l’estimation attendue∫
Ωη

(
A

[0]
2 (Uk−2)

)δ χηv
r2
≤ Cδ2 η

k−1

δk
‖v‖H1(Ω) . (3.9.49)

Etape 2 : On montre que
∫

Ωη

(
A

[2]
2 (

∂2Uk−2

∂θ2
)

)δ
χηv

r2
≤ Cδ2 η

k−1

δk
‖v‖H1(Ω) On rappelle que

∫
Ωη

(
A

[2]
2 (

∂2Uk−2

∂θ2
)

)δ
χηv

r2
dsdν =

δ2

r∗

∫
Ωη,δ

ε−1 {Uk−2}δ
{
χηv

r

}δ
dνds. (3.9.50)



3.9. Justification du développement asymptotique 49

Connaissant la forme de Uk−2 et son comportement pour ν grand (cf. (3.9.43)), on peut appliquer le lemme
technique 3.9.5 pour obtenir∣∣∣∣∣

∫
Ωη,δ

ε−1 {Uk−2}δ
{
χηv

r

}δ
dνds

∣∣∣∣∣ ≤ C 1√
δ

(η
δ

)k−3/2
∥∥∥∥∥
{
χηv

r

}δ∥∥∥∥∥
L2(Ωη,δ)

(3.9.51)

Puis, de nouveau, en utilisant (3.9.45), on a∫
Ωη

(
A

[2]
2 (

∂2Uk−2

∂θ2
)

)δ
χηv

r2
≤ Cδ2 ηk

δk−1
‖v‖H1(Ω) . (3.9.52)

Etape 3 : En combinant (3.9.49) et (3.9.52), on obtient

〈A2(Uk−2),
χηv

r2
〉 ≤ Cδ2 η

k−1

δk
‖v‖H1(Ω) (3.9.53)

3.9.3.3 Estimation de 〈(νA3(Uk−3))
δ
,
χηv

r2
〉 et de 〈ν2A4(Uk−4),

χηv

r2
〉

∫
Ωη

νA3(Uk−3)
χηv

r2
= δ2

∫
Ωη,δ

ω2µ {νUk−3}δ
{
χηv

r2

}δ
dνds. (3.9.54)

D’après la formule (3.8.20) de la proposition 3.8.3, on a

{
νUk−3

}δ
(s, ν) =

Nk−3∑
`=1

a`(
δs

r∗
) f`(ν, s) (3.9.55)

où les fonctions a` sont des moyennes des traces des champs lointains et les fonctions f` peuvent s’écrire à partir
des fonctions profils. On sait de plus que :

a`(θ) ∈ L∞(0, 2π), f`(ν, s) ∈ L2
loc(R2), f`(ν, s+ 1) = f`(ν, s),

et que

∃ C` > 0 / ∀ ν > 1/2, ∀s ∈ ]
1

2
,

1

2
[, |f`(ν, s)| ≤ C` νk−2. (3.9.56)

En utilisant le lemme 3.9.5, et (3.9.56) on montre que∫
Ωη

(νA3(Uk−3))
δ χηv

r2
≤ Cδ2 1√

δ

(η
δ

)k−3/2 1

δ
‖v‖H1(Ω) ≤ Cδ2 η

k−1

δk
‖v‖H1(Ω) . (3.9.57)

Enfin, par des méthodes similaires, on montre que∫
Ωη

(
ν2A4(Uk−4)

)δ χηv
r2
≤ Cδ2 1√

δ

(η
δ

)k−3/2 1

δ
‖v‖H1(Ω) ≤ Cδ2 η

k−1

δk
‖v‖H1(Ω) . (3.9.58)

Les estimations (3.9.40), (3.9.53), (3.9.57) et (3.9.58) montrent la proposition 3.9.3.

3.9.4 Estimations d’erreurs optimales

En regroupant les résultats des propositions 3.9.3 et 3.9.2, on obtient le résultat suivant∥∥uδ − (u)nη,δ
∥∥
H1(Ω)

≤ C
(
ηn−1 + e−η/2δ

)
. (3.9.59)

Choisissons η = δn−2/n−1. Comme η−δ/2 ≤ δn+1, on a∥∥uδ − (u)nη,δ
∥∥
H1(Ω)

≤ Cδ(n−2). (3.9.60)

On peut maintenant déduire aisément la proposition 3.9.1 que l’on rappelle ici :
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Proposition. (rappel de la proposition 3.9.1) Soient 0 < γ < r∗ et Ωγ = {(x, y) ∈ R2, |
√
x2 + y2 − R| > γ}.

Pour tout n ∈ N, il existe une constante Cn > 0 et, pour tout 0 < γ < r∗, une constante δγ > 0 telle que

∀ δ < δγ , ‖uδ −
n∑
k=0

δkuk‖H1(Ωγ) ≤ Cn δn+1. (3.9.1)

Démonstration. Soient γ > 0 et n ∈ N. Choisissons δ suffisamment petit pour que (u)n+3
η,δ coïncide avec les

n+ 3 premiers termes du développement en champ lointain
∑n+3
k=0 δ

kuk dans Ωγ . On peut par exemple prendre
δ < γn+2/n+1. Alors,

‖uδ−
n∑
k=0

δkuk‖H1(Ωγ) ≤ ‖uδ−
n+3∑
k=0

δkuk‖H1(Ωγ) +δn+1 ‖un+1‖H1(Ωγ) +δn+2 ‖un+2‖H1(Ωγ) .+δn+3 ‖un+3‖H1(Ωγ)

Comme uδ −
n+3∑
k=0

δkuk = uδ − (u)n+3
η,δ ,

‖uδ −
n∑
k=0

δkuk‖H1(Ωγ) ≤ ‖uδ − (u)n+3
η,δ ‖H1(Ωγ) + δn+1 ‖un+1‖H1(Ωγ) + δn+2 ‖un+2‖H1(Ωγ) + δn+3 ‖un+3‖H1(Ωγ) .

Mais, d’après (3.9.60),
‖uδ − (u)n+3

η,δ ‖H1(Ωγ) ≤ Cδn+1,

et de plus un+1, un+2 et un+3 sont bornées dans H1(Ωγ) si bien que

‖uδ −
n∑
k=0

δkuk‖H1(Ωγ) ≤ C
(
δn+1 + δn+2 + δn+3

)
≤ Cδn+1.

3.10 Annexes

3.10.1 Preuve de la proposition 3.5.4

Proposition (Rappel de la proposition 3.5.4). Posons B+ = {(ν, s) ∈ R+×]− 1/2, 1/2[}. Soit f ∈ L2(B+) ∩
V1
−(B+) ∩ C∞(B+) satisfaisant la propriété P∞, et soit u une fonction de W 1(B+) ∩ C∞(B+) vérifiant∆U = f dans B+

∂U
∂ν (0, s) = 0

(3.5.15)

Alors U satisfait la propriété P∞ et il existe une constante a et une fonction w ∈ V+
−(B+) telles que

U = a+ w dans B+ ( i.e pour ν > 2)

De plus, pour tout ν > 2,
∫ 1/2

−1/2

w(ν, s)ds = 0.

Démonstration. Soit u(ν) =

∫ 1/2

−1/2

u(ν, s)ds. On va étudier u d’une part, puis u− ū d’autre part.

• Etude de u :
Il est clair que ∥∥∥∥ u√

1 + ν2

∥∥∥∥
L2(R)

< +∞ et ‖u′‖L2(R+) < +∞.
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En effet, ∥∥∥∥ u√
1 + ν2

∥∥∥∥2

L2(R)

≤
∫ +∞

0

1

1 + ν2

(∫ 1/2

−1/2

u(ν, s)

)2

dν ≤
∫ +∞

0

∫ 1/2

−1/2

|u|2
1 + ν2

dsdν.

Par ailleurs, comme f vérifie la propriété P∞ et f ∈ V1
−(B+) alors, pour tout ν > 2

f(ν) :=

∫ 1/2

−1/2

f(ν, s)ds = 0.

On en déduit que
∂2u

∂s2
= 0 ∀ν > 2,

si bien que u = a+ νb quand ν > 2. Comme
∥∥∥ u√

1+ν2

∥∥∥
L2(R)

< +∞, b = 0. Donc

u = a dans B+. (3.10.1)

• Etude de w = u− u :
Nous allons montrer que w appartient à V1

−(B). Tout d’abord comme w appartient à W 1(B+) et que w = 0, w
appartient à L2(B+). De plus, il existe une constante Cp ≥ 1 telle que

‖∇w‖L2(B+) ≥ Cp ‖w‖L2(B+) . (3.10.2)

Posons B+
ν0

:= B+ ∩ {ν < ν0}. Soit τ > 0 ; on a d’une part∫
B+
ν0

∇w · ∇weτν +

∫ 1/2

−1/2

∂w(ν0, s)

∂ν
w(ν0, s)e

τν0ds =

∫
B+
ν0

(f − f)weτν ,

et d’autre part, ∫
B+\B+

ν0

∇w · ∇weτν0 −
∫ 1/2

−1/2

∂w(ν0, s)

∂ν
w(ν0, s)e

τν0ds =

∫
B+\B+

ν0

fweτν0 .

Ainsi, ∫
B+
ν0

∇w · ∇weτνeτν ≤
∫
B+
ν0

(f − f)weτν +

∫
B+\B+

ν0

fweτ0ν0 .

De même, ∫
B+
ν0

∇w · ∇(weτν) ≤
∫
B+
ν0

(f − f)weτν +

∫
B+\B+

ν0

fweτ0ν0 .

Donc, si τ ≤ 1/2 ∫
B+
ν0

|∇w|2eτν +

∫
B+
ν0

τ

(
∂w

∂ν
w +

∂w

∂ν
w

)
eτν ≤ C ‖feτν‖L2(B+) ‖w‖L2(B+) . (3.10.3)

Mais, si τ ≤ 1/2,∫
B+
ν0

|∇w|2eτν +

∫
B+
ν0

τ

(
∂w

∂ν
w +

∂w

∂ν
w

)
eτν =

∫
B+
ν0

|∇w|2eτν − τ2

2

∫
B+
ν0

|w|2eτν

≥ 1

2

∫
B+
ν0

|∇w|2eτν +
1

2
(Cp − τ2)︸ ︷︷ ︸
≥0

∫
B+
ν0

|w|2eτν

≥ 1

2

∫
B+
ν0

|∇w|2eτν .
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Donc, ∀ν0 > 0, ∀τ ≤ 1/2, ∫
B+
ν0

|∇w|2eτν ≤ C ‖feτν‖L2(B+) ‖w‖L2(B+) .

En passant à la limite sur ν0, pour tout τ ≤ 1/2,∫
B+

|∇w|2eτν ≤ C,

puis, par l’inégalité de Poincaré, pour tout τ ≤ 1/2,∫
B+

|w|2eτν ≤ C.

A l’aide de l’inégalité précédente, on peut améliorer la borne maximale pour τ : en effet, on a peut maintenant
écrire, pour tout τ < 1 : ∫

B+
ν0

|∇w|2eτν ≤ C
∥∥∥feτν/2∥∥∥

L2(B+)

∥∥∥weτν/2∥∥∥
L2(B+)

≤ C

si bien qu’on obtient finalement, pour tout τ < 1,∫
B+

|∇w|2eτν ≤ C
∥∥∥feτν/2∥∥∥

L2(B+)
.

et, de même, pour tout τ < 1, ∫
B+

|w|2eτν ≤ C
∥∥∥feτν/2∥∥∥

L2(B+)
.

Donc w est exponentiellement décroissant et appartient à V1
−(B).

On a donc montré qu’il existe une constante a ∈ C et une fonction w ∈ V1
−(B) telles que

u = w + a dans B+, avec
∫ 1/2

−1/2

w(ν, s)ds = 0 ∀ν > 0.

Par une décomposition en série de Fourier, on montre alors que u satisfait la propriété P∞.

3.10.2 Quelques propriétés des fonctions "profils"

Enonçons d’abord un résultat technique préliminaire :

Proposition 3.10.1. Soit U ∈ V1
+(B) satisfaisant div (ε−1∇U) = div g − f dans D′(R2), où

– f appartient à L2(B) ∩ C∞(B±) ∩ V1
−(B±), est 1 périodique en s et satisfait P∞,

– g appartient à L2(B)2 ∩ C∞(B±)2 ∩ V1
−(B±)2, est 1 périodique en s et satisfait P∞.

Alors,

[ `n(U) ] = −ε∞
∫
B

f et ε−1
∞ [ `d(U) ] = ε−1

∞ 〈 `n(U) 〉 [ `d(N ) ] +

∫
B

g · ∇N +

∫
B

fN . (3.10.4)

Démonstration. Soit χ+ ∈ C∞(R), une fonction de troncature satisfaisant

χ+(ν) =

1 si ν ≥ 4,

0 si ν ≤ 3.
(3.10.5)

On pose
χ−(ν) := χ+(−ν) et χ := χ+ + χ−. (3.10.6)
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Comme f appartient à V1
−(B±) et satisfait la propriété P∞,

∀ |ν| > 2,

∫ 1/2

−1/2

f(ν, s)ds = 0.

De même,

∀ |ν| > 2,

∫ 1/2

−1/2

g(ν, s)ds = 0.

On en déduit en particulier que
∫
B

fχ =

∫
B

g · ∇(1− χ) = 0 si bien que

ε−1
∞ [ `n(U) ] = −

∫
B

ε−1∇U · ∇(1− χ) = −
∫
B

(1− χ)f = −
∫
B

f.

Pour obtenir la seconde égalité, nous introduisons Ũ := U − `+n (U)χ+ ν − `−n (U)χ− ν et Ñ := N − ν. Ũ et Ñ
appartiennent à W 1(B) et vérifient

div (ε−1∇Ũ) = divg − f − ε−1
∞ `+n (U)

(
2(χ+)′ + (χ+)′′ν

)
− ε−1
∞ `−n (U)

(
2(χ−)′ + (χ−)′′ν

)
,

div (ε−1∇Ñ ) = −∂(ε−1 − ε−1
∞ )

∂ν
.

Remarquons que
∫
B

(
2(χ+)′ + (χ+)′′ν

)
=

∫
B

(
2(χ−)′ + (χ−)′′ν

)
= 1. On a d’une part

−
∫
B

ε−1∇Ũ · ∇Ñ = −ε−1
∞
(
`+n (U)`+d (N ) + `−n (U)`−d (N )

)
−
∫
B

g · ∇Ñ −
∫
B

fÑ ,

= −ε−1
∞
〈
`+n (U)

〉
[ `d(N ) ]−

∫
B

g · ∇Ñ −
∫
B

fÑ , (〈 `d(N ) 〉 = 0) (3.10.7)

et d’autre part

−
∫
B

ε−1∇Ũ · ∇Ñ =

∫
B

(ε−1 − ε−1
∞ )∂νŨ ,

= −(ε−1
∞ )[ `d(U) ] +

∫
B

ε−1∇Ũ · ∇ν,

= −(ε−1
∞ )[ `d(U) ] +

∫
B

f · ν +

∫
B

g · ∇ν. (3.10.8)

En combinant les égalités (3.10.7) et (3.10.8), on obtient

ε−1
∞ [ `d(U) ] = ε−1

∞
〈
`+n (U)

〉
[ `d(N ) ] +

∫
B

g · ∇N +

∫
B

fN .

3.10.2.1 Propriétés des fonctions V kn et calcul de [ `d(V kn ) ] et [ `n(V kn ) ] pour n ≤ 2

Le cas n = 1 k = 1 :

La fonction V 1
1 appartient à V1

+(B) et est solution du problèmer2
∗div

(
ε−1∇V 1

1

)
= −r∗

∂(ε−1)

∂s
= −r∗

∂(ε−1 − ε−1
∞ )

∂s
dans D′(R2),〈

`d(V 1
1 )
〉

=
〈
`n(V 1

1 )
〉

= 0.
(3.10.9)

En appliquant la proposition 3.10.1 avec f = 0 et g = (0, (ε−1
∞ − ε−1)/r∗), on a de plus

[ `d(V 1
1 ) ] =

ε∞
r∗

∫
B

(ε−1
∞ − ε−1)

∂N
∂s

, [ `n(V 1
1 ) ] = 0. (3.10.10)

Symétries :
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– Symétrie en s (ε(ν,−s) = ε(ν, s)) : V 1
1 impaire en s et

[ `d(V 1
1 ) ] = 0.

– Symétrie en ν (ε(−ν, s) = ε(ν, s)) : V 1
1 paire en ν et

[ `d(V 1
1 ) ] = 0.

Le cas n = 2 k = 0 :

La fonction V 0
2 appartient à V1

+(B) et est solution du problèmediv
(
ε−1∇V 0

2

)
= −ω2µ dans D′(R2),〈

`d(V 0
2 )
〉

=
〈
`n(V 0

2 )
〉

= 0.
(3.10.11)

Soit Ṽ 0
2 = V 0

2 + µ∞ω
2 ν

2

2
χ(ν) où χ est la fonction de troncature définie par (3.10.5-3.10.6). Alors,

[ `d(Ṽ 0
2 ) ] = [ `d(V 0

2 ) ], [ `n(Ṽ 0
2 ) ] = [ `n(V 0

2 ) ], 〈 `d(Ṽ 0
2 ) 〉 = 〈 `d(V 0

2 ) 〉 = 0, 〈 `n(Ṽ 0
2 ) 〉 = 〈 `n(V 0

2 ) 〉 = 0.

De plus,

div
(
ε−1∇Ṽ 0

2

)
= −ω2

(
µ(1− χ)− 2µ∞χ

′ν − µ∞χ′′
ν2

2

)
dans D′(R2),

On remarque que ∫
B

χ′ν =

∫
B

(1− χ),

∫
B

(χ+)′ν2k+1 =

∫
B

(χ−)′ν2k+1,

∫
B

(χ)′ν2k = 0,∫
B

(χ+)′′ν2k =

∫
B

(χ−)′′ν2k,

∫
B

(χ)′′ν2k+1 = 0. (3.10.12)

si bien qu’en appliquant la proposition 3.10.1 avec f = +ω2
(
µ(1− χ)− 2µ∞χ′ν − µ∞χ′′ ν

2

2

)
et g = 0, on a

[ `d(V 0
2 ) ] = ω2ε∞

∫ 1/2

−1/2

∫ 1/2

−1/2

µNdνds, [ `n(V 0
2 ) ] = ε∞ω

2

∫
B

µ∞ − µ. (3.10.13)

• Symétries :
– Symétrie en s (ε(ν,−s) = ε(ν, s), µ(ν,−s) = µ(ν, s)) : V 0

2 paire en s
– Symétrie en ν (ε(−ν, s) = ε(ν, s), µ(−ν, s) = µ(ν, s)) : V 0

2 paire en ν et

[ `d(V 0
2 ) ] = 0.

Le cas n = 2 k = 1 :

V 1
2 appartient à V1

+(B) et satisfaitdiv
(
ε−1∇T V 1

2

)
= − 1

r∗

∂

∂ν

(
2νε−1 ∂V

1
1

∂ν

)
+
ε−1

r∗

∂V 1
1

∂ν
dans D′(R2),〈

`d(V 1
2 )
〉

=
〈
`n(V 1

2 )
〉

= 0.

(3.10.14)

On peut appliquer la proposition 3.10.1 avec f = −ε
−1

r∗

∂V 1
1

∂ν
et g = (− 1

r∗
2νε−1 ∂V

1
1

∂ν
, 0) on a

[ `d(V 1
2 ) ] =

ε∞
r∗

∫
B

−2νε−1 ∂V
1
1

∂ν

∂N
∂ν
− ε−1 ∂V

1
1

∂ν
N , [ `n(V 1

2 ) ] = −ε∞
∫
B

ε−1

r∗

∂V 1
1

∂ν
= 0. (3.10.15)

• Symétries :
– Symétrie en s : V 1

2 impaire en s et
[ `d(V 1

2 ) ] = [ `n(V 1
2 ) ] = 0.

– Symétrie en ν : V 1
2 impaire en ν et

[ `n(V 1
2 ) ] = 0.
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Le cas n = 2 k = 2 :

V 2
2 appartient à V1

+(B) et satisfaitdiv
(
ε−1∇T V 2

2

)
= − 1

r∗

∂

∂s

(
ε−1V 1

1

)
− ε−1

r∗

∂V 1
1

∂s
− ε−1

r2∗
dans D′(R2),〈

`d(V 2
2 )
〉

=
〈
`n(V 2

2 )
〉

= 0.

(3.10.16)

En posant Ṽ 2
2 = V 2

2 +
1

r2∗

ν2

2
χ(ν), on a

div
(
ε−1∇Ṽ 2

2

)
= divg − f

où

f =
ε−1
∞
r∗

χ
∂V 1

1

∂s
+
ε−1

r∗

∂V 1
1

∂s
+
ε−1

r2∗
(1− χ)− 2

ε−1
∞
r2∗

χ′ν − ε−1
∞
r2∗

χ′′
ν2

2
,

g = − 1

r∗
ε−1V 1

1 (1− χ),

si bien que

[ `d(V 2
2 ) ] = ε∞

(∫
B

ε−1

r∗

∂V 1
1

∂s
N −

∫
B

ε−1

r∗

∂N
∂s

V 1
1 +

∫ 1/2

−1/2

∫ 1/2

−1/2

ε−1

r2∗
Ndνds

)
, (3.10.17)

[ `n(V 2
2 ) ] = ε∞

(∫
B

ε−1
∞ − ε−1

r2∗
+

(ε−1
∞ − ε−1)

r∗

∂V 1
1

∂s

)
.

• Symétries :
– Symétrie en s : V 2

2 paire en s.
– Symétrie en ν : V 2

2 paire en ν et
[ `d(V 2

2 ) ] = 0.

3.10.2.2 Propriétés des fonctions W k
n et calcul de [ `d(W k

n ) ] et [ `n(W k
n ) ] pour k ≤ 1

Le cas n = 0 k = 0 :

On rappelle que W 0
0 = N que N satisfait

div
(
ε−1∇N

)
= 0 dans D′(R2),

〈 `d(N ) 〉 = 0,

〈 `n(N ) 〉 = 1.

(3.10.18)

On a

[ `n(N ) ] = 0, [ `d(N ) ] =

∫ 1/2

−1/2

N (ν, s)−N (−ν, s)ds− 2ν ∀ν > 1

2
. (3.10.19)

• Symétries :
– Symétrie en s : N paire en s.
– Symétrie en ν : N impaire en ν.

Le cas n = 1 k = 0 :

W 0
1 appartient à V1

+(B) et satisfaitdiv
(
ε−1∇W 0

1

)
= − 1

r∗

∂

∂ν

(
2νε−1 ∂N

∂ν

)
+
ε1

r∗

∂N
∂ν

dans D′(R2),〈
`d(W 0

1 )
〉

=
〈
`n(W 0

1 )
〉

= 0.

(3.10.20)
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On pose W̃ 0
1 = W 0

1 +
1

r∗
χ
ν2

2
. On a

div
(
ε−1∇T W̃ 0

1

)
= divg − f,

avec

g := (− 1

r∗
ε−1(1− χ)2ν

∂N
∂ν

, 0),

f :=
2ε−1
∞
r∗

ν
∂N
∂ν

χ′ +
2ε−1
∞
r∗

χν
∂2N
∂ν2

+
ε−1
∞
r∗

χ

(
∂N
∂ν
− 1

)
− (1− χ)ε−1 ∂N

∂ν
− 2ε−1

∞
r∗

νχ′ − ε−1
∞
r∗

χ′′
ν2

2
.

On en déduit que

[ `d(W 0
1 ) ] = ε∞

∫ 1/2

−1/2

W 0
1 (ν, s)−W 0

1 (−ν, s)ds ∀ ν > 1/2,

[ `n(W 0
1 ) ] =

ε∞
r∗

∫
B

(1− χ)

(
ε−1 ∂N

∂ν
− ε−1
∞

)
= 0. (3.10.21)

• Symétries :
– Symétrie en s : W 0

1 paire en s.
– Symétrie en ν : W 0

1 paire en ν et
[ `d(W 0

1 ) ] = 0.

Le cas n = 1 k = 1 :

W 1
1 appartient à V1

+(B) et satisfaitdiv
(
ε−1∇TW 1

1

)
= − 1

r∗

∂
(
ε−1N

)
∂s

− ε−1

r∗

∂N
∂s

dans D′(R2),〈
`d(W 1

1 )
〉

=
〈
`n(W 1

1 )
〉

= 0.

(3.10.22)

On déduit directement de la proposition 3.10.1

[ `d(W 1
1 ) ] = 0 ∀ ν > 1/2, [ `n(W 1

1 ) ] = ε∞
∫
B

ε−1

r∗

∂N
∂s

= [ `d(V 1
1 ) ]. (3.10.23)

• Symétries :
– Symétrie en s : W 1

1 impaire en s et

[ `d(W 1
1 ) ] = [ `n(W 1

1 ) ] = 0.

– Symétrie en ν : W 1
1 impaire en ν.

[ `n(W 1
1 ) ] = 0.

Autres

On peut par ailleurs montrer que

[ `n(V 3
3 ) ] = 0, (3.10.24)

[ `d(V 0
2 )] = −[ `n(W 0

2 ) ], [ `d(V 1
2 )] = [ `n(W 1

2 ) ], [ `d(V 2
2 )] = −[ `n(W 2

2 ) ]. (3.10.25)

Certaines constantes se simplifient lorsque que ε et µ sont symétriques :
– Symétrie en s :

[ `n(W 1
2 ) ] = 0

– Symétrie en ν : W 1
1 impaire en ν.

[ `n(V 0
3 ) ] = [ `n(V 2

3 ) ] = [ `n(W 0
2 ) ] = [ `n(W 2

2 ) ] = 0.

3.10.2.3 Tableaux récapitulatifs
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ε et µ paires en s ε et µ paires en ν
V 1

1 impaire paire
N paire impaire
V 0

2 paire paire
V 1

2 impaire impaire
V 2

2 paire paire
W 0

1 paire paire
W 1

1 impaire impaire

Table 3.1 – Parité des fonctions profils

formule sym. en s sym. en ν sym. en ν, s

[ `d(V 1
1 ) ]

ε∞
r∗

∫
B

(ε−1
∞ − ε−1)

∂N
∂s

0 0 0

[ `d(V 0
2 ) ] ω2ε∞

∫ 1/2

−1/2

∫ 1/2

−1/2

µNdνds. · 0 0

[ `d(V 1
2 ) ]

ε∞
r∗

∫
B

−2νε−1 ∂V
1
1

∂ν

∂N
∂ν
− ε−1 ∂V

1
1

∂ν
N 0 · 0

[ `d(V 2
2 ) ] ε∞

(∫
B

ε−1

r∗

∂V 1
1

∂s
N − ε−1

r∗

∂N
∂s

V 1
1 +

∫ 1/2

−1/2

∫ 1/2

−1/2

ε−1

r2∗
Ndνds

)
· 0 0

[ `d(N ) ] ε∞

(∫ 1/2

−1/2

N (1/2, s)−N (−1/2, s)ds− 1

)
· · ·

[ `d(W 0
1 ) ] ε∞

(∫ 1/2

−1/2

W 0
1 (1/2, s)−W 0

1 (−1/2, s)ds

)
· 0 0

[ `d(W 1
1 ) ] 0 0 · 0

Table 3.2 – Constantes [ `d(V kj ) ] et [ `d(W k
j ) ]

formule sym. en s sym. en ν sym. en ν, s
[ `n(V 1

1 ) ] 0 0 0 0

[ `n(V 0
2 ) ] ε∞ω

2

∫
B

(µ∞ − µ) · · ·
[ `n(V 1

2 ) ] 0 0 0 0

[ `n(V 2
2 ) ] ε∞

(∫
B

ε−1
∞ − ε−1

r2∗
+

(ε−1
∞ − ε−1)

r∗

∂V 1
1

∂s

)
· · ·

[ `n(V 0
3 ) ] −ε∞

r∗

∫
B

ω2(µ− µ∞)ν · 0 0

[ `n(V 1
3 )) ] 0 0 0 0

[ `n(V 2
3 ) ]

ε∞
r2∗

(∫ 1/2

−1/2

∫ 1/2

−1/2

r∗ε
−1 ∂V

2
1

∂ν
dsdν +

∫
B

(ε−1
∞ − ε−1)

∂V 1
1

∂s

)
0 · 0

[ `n(V 3
3 ) ] 0 0 0 0

Table 3.3 – Constantes [ `n(V kj ) ]
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formule sym. en s sym. en ν sym. en ν, s
[ `n(W 0

1 ) ] 0 0 0 0
[ `n(W 1

1 ) ] [ `d(V 1
1 ) ] 0 0 0

[ `n(W 0
2 ) ] −[ `d(V 0

2 ) ] · 0 0

[ `n(W 1
2 ) ] [ `d(V 1

2 ) ] 0 · 0

[ `n(W 2
2 ) ] −[ `d(V 2

2 ) ] · 0 0

Table 3.4 – Constantes [ `n(W k
j ) ]
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Nous allons maintenant pouvoir écrire des conditions de transmission approchées (appelées aussi atc) en utili-
sant les expressions des problèmes satisfaits par u0 (3.8.13), u1 (3.8.14) et u2 que l’on rappelle ci-dessous :

Trouver u0 ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−) satisfaisant
ε−1
∞ 4u0 + ω2µ∞u0 = f dans Ω±,

∂ru0 + iωu0 = 0 sur ∂Ω

[u0]Γ = [∂ru0]Γ = 0,

(4.0.1)

Trouver u1 ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−) satisfaisant

ε−1
∞ 4u1 + ω2µ∞u1 = 0 dans Ω±,

∂ru1 + iωu1 = 0 sur ∂Ω,

[u1 ]Γ = A0 〈 r∂ru0 〉Γ + [ `d(V 1
1 ) ] 〈 ∂θu0 〉Γ ,

[r∂ru1]Γ = [ `d(V 1
1 ) ]

∂

∂θ
〈 r∂ru0 〉Γ − ω2B0 〈u0 〉Γ −B2

∂2

∂θ2
〈u0 〉Γ .

(4.0.2)

Trouver u2 ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−) satisfaisant

ε−1
∞ 4u2 + ω2µ∞u2 = 0 dans Ω±,

∂ru2 + iωu2 = 0 sur ∂Ω,

[u2 ]Γ = A0 〈 r∂ru1 〉Γ + [ `d(V 1
1 ) ] 〈 ∂θu1 〉Γ +

2∑
k=0

[ `d(V k2 ) ]
∂k

∂θk
〈u0 〉Γ +

1∑
k=0

[ `d(W k
1 ) ]

r∗

∂k

∂θk
〈 r∂ru0 〉Γ ,

[r∂ru2]Γ = [ `d(V 1
1 ) ]

∂

∂θ
〈 r∂ru1 〉Γ − ω2B0 〈u1 〉Γ −B2

∂2

∂θ2
〈u1 〉Γ

+

2∑
k=0

r∗[ `n(V k3 ) ]
∂k

∂θk
〈u0 〉Γ +

2∑
k=0

(−1)k+1[ `d(V k2 ) ]
∂k

∂θk
〈r ∂ru0 〉Γ .

(4.0.3)
avec,

A0 :=
[ `d(N ) ]

r∗
=
ε∞
r∗

(∫ 1/2

−1/2

N (1/2, s)−N (−1/2, s)ds− 1

)
, (4.0.4)

B0 := − [ `n(V 0
2 ) ]r∗
ω2

= ε∞r∗

∫
B

(µ∞ − µ), (4.0.5)

B2 := −r∗[ `n(V 2
2 ) ] = −ε∞

(∫
B

ε−1
∞ − ε−1

r∗
+ (ε−1

∞ − ε−1)
∂V 1

1

∂s

)
.

Des expressions explicites des constantes [ `n(V k3 ) ], [ `d(V k2 ) ] et [ `d(W k
1 ) ] sont données dans les tableaux 3.2,

3.3 et 3.4. En particulier, [ `n(V 1
3 ) ] = [ `d(V 1

2 ) ] = 0. Dans le cas symétrique (µ et ε pairs en s et ν), [`d(V 1
1 )] = 0

et [`d(V k2 )] = [`d(W k
1 )] = [ `n(V k3 ) ] = 0.

Pour obtenir une condition de transmission approchée d’ordre k, nous allons construire un problème dont la
solution sera proche des k premiers termes du développement en champ lointain

∑k
j=0 δ

juj . Pour cela, nous
proposons des modèles approchés que le développement tronqué

∑k
j=0 δ

juj satisfait si nous négligeons des
termes en O(δk+1). Cette première étape nous assure la consistance des modèles approchés. Pour garantir la
convergence des modèles ainsi construits, il faut vérifier que les problèmes approchés auxquels on aboutit sont
stables uniformément par rapport au paramètre δ. Pour cela, nous devons modifier de façon consistante les
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modèles obtenus dans la première étape.

Dans un premier temps (section 4.1), nous expliquons en détails la démarche pour construire des conditions
de transmission approchées d’ordre 1 stables dans le cas symétrique (ε et µ symétriques en ν et en s). Nous
généralisons ensuite cette démarche pour construire des conditions de transmission d’ordres 1 et 2 dans le cas
général (section 4.2). Nous analysons ces conditions dans la section 4.3. Enfin nous montrons que les solutions
des modèles approchés convergent vers la solution exacte quand δ tend vers 0 (section 4.4).

4.1 Construction détaillée du modèle approché d’ordre 1 dans le cas
symétrique

4.1.1 Problème d’ordre 1 intuitif

4.1.1.1 Construction d’une première condition approchée

Dans le cas symétrique [ `d(V 1
1 ) ] = 0 si bien que les problèmes de champs lointains d’ordre 0 et 1 sont donnés

par :

u0 ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−) satisfait
ε−1
∞ ∆u0 + ω2µ∞u0 = f dans Ω±,

∂ru0 + iωu0 = 0 sur ∂Ω,

[u0 ]Γ = 0,

[r∂ru0]Γ = 0.

u1 ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−) satisfait
ε−1
∞ ∆u1 + ω2µ∞u1 = 0 dans Ω±,

∂ru1 + iωu1 = 0 sur ∂Ω,

[u1 ]Γ = A0 〈 r∂ru0 〉Γ ,
[r∂ru1]Γ = −ω2B0 〈u0 〉Γ −B2

∂2

∂θ2 〈u0 〉Γ .

Remarque 4.1.1. Dans le cas d’une couche mince homogène où

εδ :=

{
ε0 si |ν| ≤ 1/2,

ε∞ sinon,
et µδ :=

{
µ0 si |ν| ≤ 1/2,

µ∞ sinon,

les constantes A0, B0 et B2 sont données par

A0 =
ε0
(
ε−1
∞ − ε−1

0

)
r∗

, B0 = r∗ε∞(µ0 − µ∞) et B2 =
ε∞
(
ε−1
0 − ε−1

∞
)

r∗
. (4.1.1)

Posons ũδ1 = u0 + δu1. Alors ũδ1 satisfait

ε−1
∞ ∆ũδ1 + ω2µ∞ũδ1 = f dans Ω±,

∂rũ
δ
1 + iωũδ1 = 0 sur ∂Ω,

[ ũδ1 ]Γ = δA0

〈
r∂rũ

δ
1

〉
Γ

+O(δ2),

[r∂rũ
δ
1]Γ = δ

(
−ω2B0

〈
ũδ1
〉

Γ
−B2

∂2

∂θ2

〈
ũδ1
〉

Γ

)
+O(δ2).

si bien qu’il est naturel de chercher uδ1 comme la solution du problème

chercher uδ1 ∈ V satisfaisant

ε−1
∞ ∆uδ1 + ω2µ∞uδ1 = f dans Ω±,

∂ru
δ
1 + iωuδ1 = 0 sur ∂Ω,

[uδ1 ]Γ = δA0

〈
r∂ru

δ
1

〉
Γ
,

[r∂ru
δ
1]Γ = δ

(
−ω2B0

〈
uδ1
〉

Γ
−B2

∂2

∂θ2

〈
uδ1
〉

Γ

)
.

(4.1.2)

où V est l’espace fonctionnel défini par

V :=
{
v ∈ H1(Ω+) ∩H1(Ω−), tels que 〈 v 〉Γ ∈ H1(]0, 2π[) et 〈 v(0) 〉Γ = 〈 v(2π) 〉Γ

}
. (4.1.3)



62 Chapitre 4. Construction et analyse de conditions de transmission équivalentes

4.1.1.2 Difficultés

La formulation variationnelle classique associée au problème (4.1.2) est la suivante :

∀v ∈ V, aδ(uδ1, v) =

∫
Ω+∪Ω−

ε∞fv,

avec

aδ(uδ1, v) =

∫
Ω+∪Ω−

∇u · ∇v − ω2µ∞ε∞uv + iω

∫
∂Ω

uv +
1

δA0

∫ 2π

0

[u ]Γ[ v ]Γ

− δω2B0

∫ 2π

0

〈u 〉Γ 〈 v 〉Γ + δB2

∫ 2π

0

∂θ 〈u 〉Γ ∂θ 〈 v 〉Γ .

On aimerait montrer que le problème approché (4.1.2), tout comme le problème exact, relève de l’alternative
de Fredholm. Malheureusement, cela semble difficile à prouver car le terme δB2

∫ 2π

0
∂θ 〈u 〉Γ ∂θ 〈 v 〉Γ n’est pas

coercif (ni compact) quand la constante B2 est strictement négative. Or, il existe des cas pour lesquels B2 n’a
pas le bon signe : dans le cas d’une couche mince homogène par exemple (remarque 4.1.1), si ε0 > ε∞ alors
B2 < 0. Par ailleurs pour des questions de stabilité, il semble aussi utile d’avoir A0 positive.

Cette difficulté ne semble pas être simplement un problème d’ordre technique : en effet, on peut écrire le problème
temporel associé au problème (4.1.2) en remplaçant formellement −iω par ∂t :

ε−1
∞ ∆uδ1 − µ∞

∂2uδ1
∂t2

= f dans Ω±,

∂ru
δ
1 − ∂tuδ1 = 0 sur ∂Ω,

[uδ1 ]Γ = δA0

〈
r∂ru

δ
1

〉
Γ
,

[r∂ru
δ
1]Γ = δ

(
B0

∂2

∂t2
〈
uδ1
〉

Γ
−B2

∂2

∂θ2

〈
uδ1
〉

Γ

)
.

Supposons que f = 0. Quand on multiplie l’équation précédente par ∂tuδ1 et que l’on intègre par parties on
obtient

1

2

∂

∂t

(∫
Ω+∩Ω−

(|∇u|2 + ε∞µ∞|∂tu|2) +
1

δA0

∫ 2π

0

|[u ]Γ|2 + δB0

∫ 2π

0

|∂t 〈u 〉Γ |2 + δB2

∫ 2π

0

|∂t 〈u 〉Γ |2
)

= 0

(4.1.4)
L’identité précédente est une identité d’énergie si les constantes A0, B0 et B2 sont positives. Donc, si les
constantes A0, B0 et B2 n’ont pas les bons signes, le problème temporel associé au problème (4.1.2) ne sera pas
stable. On peut observer numériquement ce type d’instabilité dans le chapitre 4 de [Sem10].

4.1.2 Décalage géométrique

Pour contourner ces difficultés, nous n’allons plus poser le problème approché dans le domaine Ω− ∪ Ω+ mais
dans le domaine Ωαδ := Ω−αδ ∪ Ω+

αδ où α est une constante positive ou nulle et

Ω+
αδ := {r∗ + αδ ≤ r ≤ re} et Ω−αδ := {0 ≤ r ≤ r∗ − αδ}. (4.1.5)

Nous supposons que δ est assez petit pour que le support de f soit contenu dans Ωαδ. Dans ce cas, nous
n’allons plus écrire les conditions transmission directement sur l’interface Γ mais entre deux interfaces différentes
Γ±αδ := {(r∗ ± αδ, θ), θ ∈ [0, 2π]}. Pour toute fonction u définie dans Ωαδ, on définit

u±α := u|r=r∗±αδ, 〈u〉α :=
1

2
(u+
α + u−α ) and [u]α := u+

α − u−α .

Pour construire la condition de transmission approchée, on remarque d’abord que u = u0 + δu1 satisfait

[u] = O(δ),

[
∂u

∂r

]
= O(δ),
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ainsi que l’équation de Helmholtz homogène sur Γ±αδ

∂2u

∂r2
= −1

r

∂u

∂r
− 1

r2

∂2u

∂θ2
− ω2µ∞ε∞u quand r = r∗ ± αδ.

Donc, en utilisant des développements de Taylor, on a

[u]Γ = [u]α −
2αδ

r∗

〈
r
∂u

∂r

〉
α

+O(δ3),

[
∂u

∂r

]
Γ

=
1

r∗

[
r
∂u

∂r

]
α

+ 2αδ

(
1

r2∗

∂2

∂θ2
+ ω2µ∞ε∞

)
〈u〉α +O(δ3),

〈u〉Γ = 〈u〉α +O(δ2) et
〈
∂u

∂r

〉
=

1

r∗

〈
r
∂u

∂r

〉
α

+O(δ2).

si bien qu’on va finalement chercher uδ1 comme la solution du problème

chercher uδ1 ∈ Vαδ satisfaisant

ε−1
∞ ∆uδ1 + ω2µ∞uδ1 = f dans Ω±αδ,

∂ru
δ
1 + iωuδ1 = 0 sur ∂Ω,

[uδ1 ]α = δAα0
〈
r∂ru

δ
1

〉
α
, (a)

[r∂ru
δ
1]α = δ

(
−ω2Bα0

〈
uδ1
〉
α
−Bα2 ∂2

∂θ2

〈
uδ1
〉
α

)
. (b)

(4.1.6)

où
Vαδ :=

{
v ∈ H1(Ω+

αδ) ∩H1(Ω−αδ), tels que 〈 v 〉α ∈ H1(]0, 2π[) et 〈 v(0) 〉α = 〈 v(2π) 〉α
}
, (4.1.7)

et
Aα0 = A0 +

2α

r∗
, Bα0 = B0 + 2αµ∞ε∞r∗, Bα2 = B2 +

2α

r∗
. (4.1.8)

Par construction, le problème précédent a les mêmes propriétés de consistance que le problème (4.1.2). Il
faut par ailleurs remarquer qu’il existe une valeur critique α∗ ≥ 0 à partir de laquelle, pour tout α ≥ α∗, les
constantes Aα0 , Bα0 et Bα2 sont strictement positives. Cette propriété va simplifier considérablement l’analyse,
les problèmes de signes rencontrés pour le problème (4.1.2) ayant disparu avec cette nouvelle formulation.

Pour α > α∗, nous munissons Vαδ de la norme

‖v‖Vαδ = ‖v‖2
H1(Ω+

αδ∪Ω−αδ)
+

1

δA0

∫ 2π

0

|[v]α|2 dθ + δBα2

∫ 2π

0

(
|〈v〉α|

2
+

∣∣∣∣∂ 〈v〉α∂θ

∣∣∣∣2
)
dθ.

Le problème (4.1.6) est équivalent au problème variationnel suivant : chercher uδ1 ∈ Vαδ telle que

aδ(wδ, v) = −
∫

Ω+
αδ∪Ω−αδ

ε∞fv̄ ∀v ∈ V αδ, (4.1.9)

avec

aδ(u, v) =

∫
Ω+
αδ∪Ω−αδ

(
∇u · ∇v̄ − ω2µ∞ε∞u v̄

)
+ iω

∫
∂Ω

uv̄

+
1

Aα0 δ

∫ 2π

0

[u]α [v̄]α − δBα0
∫ 2π

0

〈u〉α 〈v̄〉αdθ + δBα2

∫ 2π

0

∂

∂θ
〈u〉α

∂

∂θ
〈v̄〉α dθ.

La forme sesquilinéaire aδ peut être séparée en une partie coercive et une partie compacte : ainsi, le pro-
blème (4.1.6) relève de l’alternative de Fredholm. On peut en fait montrer l’existence, l’unicité et la stabilité
uniformément par rapport à δ à l’aide d’une condition inf-sup :
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Proposition 4.1.2. Soit α telle que Aα0 > 0 et Bα2 > 0. Alors, il existe une constante Cω > 0 et une constante
δ0 > 0 telles que, pour tout δ < δ0, et pour tout u ∈ Vαδ.

‖u‖Vαδ ≤ Cω sup
v∈Vαδ,v 6=0

aδ(u, v)

‖v‖Vαδ
. (4.1.10)

Démonstration. Nous montrons ce résultat par l’absurde. Soit δn une suite qui tend vers 0 quand n tend vers
+∞. Supposons qu’il existe une suite (un)n∈N telle que :

‖un‖Ṽ αδn = 1 et lim
n→∞

sup
v∈Vαδn ,v 6=0

aδn(un, v)

‖v‖Ṽαδn
= 0. (4.1.11)

Pour travailler dans le domaine Ω+ ∩ Ω− qui est indépendant de δ, nous définissons les transformations F δ−

and F δ+ :

F δ− :=

[0, r∗]→ [0, r∗ − αδ],

x̂ 7→ r∗−αδ
r∗

x̂,
F δ+ :=

[r∗re]→ [r∗ + αδ, re],

x̂ 7→
(
re−r∗−αδ
re−r∗ |x̂|+ αδre

re−r∗

)
x̂
|x̂| .

(4.1.12)

Puisque DF δ+(x̂) =
re − r∗ − αδ

re − r
I et DF δ−(x̂) =

r∗ − αδ
r∗

I, DF± tend uniformément vers la matrice identité

quand δ tend vers 0. De même,
∣∣det(DF δ±)

∣∣ tend vers 1. De plus il existe quatre constantes C±1 and C±2
indépendantes de δ telles que

C±1

∣∣∣ĥ∣∣∣ < ∣∣∣DF δ±ĥ∣∣∣ < C±2

∣∣∣ĥ∣∣∣ ∀ĥ ∈ R2,

C±1 <
∣∣det(DF δ±)

∣∣ < C±2 .

Nous munissons l’espace V :=
{
v ∈ H1(Ω+) ∩H1(Ω−), 〈v〉 ∈ H1(Γ)

}
de la norme

‖v‖2Vδ = ‖v‖2H1(Ω+) + ‖v‖2H1(Ω−) +
1

δAα0

∫ 2π

0

|[v]|2 dθ + δBα2 µ∞

∫ 2π

0

(
|〈v〉|2 +

∣∣∣∣∂ 〈v〉∂θ

∣∣∣∣2
)
dθ. (4.1.13)

Nous définissons alors ûn ∈ V

ûn(x̂) :=

{
un ◦ F δ+(x̂) if |x̂| < r∗,

un ◦ F δ−(x̂) if |x̂| > r∗,

et la forme sesquilinéaire âδn

âδn(ûn, v̂) := aδn(un, v),

:=

∫
Ω+

(DF δ+(x̂)−1)(DF δ+(x̂)−1∗)∇̂ûn · ∇̂v̂
∣∣det(DF δ+)

∣∣+

∫
∂Ω

iωûnv̄dσ

+

∫
Ω−

(DF δ−(x̂)−1)(DF δ−(x̂)−1∗)∇̂ûn · ∇̂v̂
∣∣det(DF δ−)

∣∣
−
∫

Ω+

µ∞ε∞ω
2ûn ¯̂v

∣∣det(DF δ+)
∣∣− ∫

Ω−
µ∞ε∞ω

2ûn ¯̂v
∣∣det(DF δ−)

∣∣
+ δnB

α
2

∫ 2π

0

∂ 〈ûn〉
∂θ

∂
〈
¯̂v
〉

∂θ
dθ − δnω2Bα0

∫ 2π

0

〈ûn〉 〈v̂〉 dθ

+
1

δnAα0

∫ 2π

0

[ûn][¯̂v]dθ ∀v̂ ∈ Ṽ . (4.1.14)
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En utilisant les propriétés de F δ± et l’hypothèse (4.1.11), on peut montrer qu’il existe deux constantes A and
B indépendantes de δ telles que

• 0 < A ≤ ‖ûn‖Vδn ≤ B, (4.1.15)

• sup
v̂∈V,v̂ 6=0

âδn(ûn, v̂)

‖v̂‖Vδn
= 0. (4.1.16)

Par conséquent, il existe une sous suite (encore appelée (ûn)) et une fonction û0 ∈ H1(Ω+)∪H1(Ω−) telles que

ûn ⇀ û+
0 faiblement dans H1(Ω+),

ûn ⇀ û−0 faiblement dans H1(Ω−),

ûn ⇀ û±0 faiblement dans H1/2(Γ±).

D’après (4.1.15)
1

δnAα0

∫ 2π

0

|[ûn]|2 dθ est bornée, et donc par unicité de la limite faible

lim
n→∞

∫ 2π

0

|[ûn]|2 dθ =

∫ 2π

0

|[û0]|2 dθ = 0.

Donc [û0] = 0 et donc û0 appartient à H1(Ω). De plus, comme par hypothèse ‖
√
δn〈ûn〉‖H1(Γ) est bornée, on a

lim
n→∞

(
−δnBα2 µ∞

∫ 2π

0

〈
∂ûn
∂θ

〉〈
∂v̄

∂θ

〉
dθ + δnB

α
1 µ∞

∫ 2π

0

〈ûn〉〈v̄〉dθ
)

= 0 ∀v ∈ V.

Par conséquent, en passant à la limite dans la forme bilinéaire (4.1.14) en utilisant des fonctions tests appartenant
à H1(Ω) ∩ V , on obtient

0 =

∫
Ω

∇û0 · ∇v̄ − ω2µ∞ε∞û0v̄ +

∫
∂Ω

iωû0v̄ ∀v ∈ H1(Ω) ∩ V.

Comme H1(Ω) ∩ V est dense dans H1(Ω), l’inégalité précédente reste valide pour tout fonction de H1(Ω) : on
obtient

0 =

∫
Ω

∇û0 · ∇v̄ − ω2µ∞ε∞û0v̄ +

∫
∂Ω

iωû0v̄ ∀v ∈ H1(Ω).

L’équation précédente n’est autre que la formulation variationnelle associée à la résolution de l’équation de
Helmholtz dans Ω avec une condition de radiation d’ordre 1 sur ∂Ω. Or ce problème est bien posé. Donc û0 = 0.
Par conséquent ûn tend fortement vers 0 dans L2(Ω±) et

√
δn 〈ûn〉 tend fortement vers 0 dans L2(Γ). Pour

terminer la preuve et obtenir une contradiction on montre que ‖ûn‖2Vδn tend également vers 0. En effet,

‖ûn‖2Vδn ≤ C
(∣∣âδ(ûn, ûn)

∣∣+ ‖ûn‖2L2(Ω+) + ‖ûn‖2L2(Ω−) + ‖
√
δn〈ûn〉‖2L2(Γ)

)
,

Comme le membre de droite tend vers 0, on en déduit que ‖ûn‖2Vδn tend vers 0 ce qui contredit l’hypothèse
(4.1.15).

4.1.3 Construction d’un modèle décentré

On a montré que pour tout ω, il existe une constante δ0 telle que pour tout δ < δ0 le modèle 4.1.6 est bien
posé. Malheureusement nous ne savons pas montrer que la constante δ0 est indépendante de ω. On peut même
montrer que dans certaines situations le problème est mal posé :

Proposition 4.1.3.
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– Pour tout α ≥ α∗, l’ensemble des fréquences pour lesquelles le problème (4.1.6) est mal posé est inclus

dans l’ensemble
{
k2B

α
2

Bα0
− 4

δ2A0Bα0
, k ∈ N

}
.

– De plus, on peut montrer qu’il existe des configurations pour lesquelles (4.1.6) a des solutions non triviales.

Démonstration. Supposons que u satisfait le problème (4.1.6) avec f = 0. En prenant la partie imaginaire de
la formulation variationnelle (4.1.9), il est facile de voir que u = 0 sur ∂Ω. De plus la condition limite sur ∂Ω

donne ∂ru = 0 sur ∂Ω si bien que par le théorème de prolongement unique (cf. lemme 8.5 de [CK98]) u = 0

dans Ω+
αδ. Donc u+

α = (r∂ru)+
α = 0. On peut par ailleurs décomposer u en série de Fourier dans Ω−αδ :

u :=
∑
n∈Z

un(r)einθ. (4.1.17)

Les conditions de transmission ((4.1.6)(a)-(b)) donnent alors

∀n ∈ Z,

 1
δAα0

2
δ

2
(n2Bα2 −Bα0 ω2) 1




(un)−α(
r
∂un
∂r

)−
α

 =

0

0

 .
Par conséquent les traces (un)−α et (r

∂un
∂r

)−α ne peuvent être non nulles que si le système précédent est dégénéré,
c’est à dire que

ω2 = n2B
α
2

Bα0
− 4

δ2Aα0B
α
0

.

On va maintenant présenter un configuration particulière pour laquelle le problème admet des solutions non
triviales. On se place dans le cas d’une couche mince et on prend α = 1/2 , r∗ = 1 et ε∞ = µ∞ = 1. Les
constante Aα0 , Bα0 et Bα2 sont alors données par

Aα0 = ε0, Bα0 = µ0, Bα2 =
1

ε0
.

Comme u appartient à H1(Ω−αδ) et satisfait l’équation de Helmholtz, on peut décomposer u sur la base de
fonctions de Bessel Jn :

u(r, θ) =
∑
n∈Z

cnJn(ωr)einθ.

Soit N ∈ N. Par définition δ = 2π/N . u est une solution non triviale s’il existe n ∈ Z, telle que
ω2 =

1

ε0µ0

(
n2 − N2

π2

)
,

ε0 ω
δ

2
(1− δ

2
) J ′n

(
ω(1− δ

2
)

)
+ Jn

(
ω(1− δ

2
)

)
= 0,

(4.1.18)

Posons, gn(µ) = ε0 ω
δ
2 (1− δ

2 ) J ′n
(
ω(1− δ

2 )
)

+ Jn
(
ω(1− δ

2 )
)
. On va tracer la fonction gn pour trois valeurs de

N : N = 30, N = 60 et N = 90. On choisit ε0 = 0.01, et pour chaque N , on définit n comme l’unique entier tel
que N

π ≤ n < N
π + 1. Dans ces trois cas, on peut vérifier que δ/λ < 0.1 à l’aide de la formule suivante :

δ

λ
=

2π

N

ω
√
ε0µ0

2π
=

1

N

√
n2 − N2

π2
.

On fait d’abord varier µ0 entre 1 et 6 (fig. 4.1(a)) . On remarque que gn admet plusieurs 0 ce qui prouve qu’il
existe des configurations et des fréquences particulières pour lesquelles le problème centré (4.1.6) est mal posé.
Par contre, quand on fixe ε0, il semble que plus N est grand plus les points pour lesquels gn s’annule se
concentrent autour de 0 (cf fig.4.1(b)) : √ε0µ0 doit rester petit. Ainsi, dans le cas particulier étudié, les pro-
blèmes d’unicité interviennent quand il y a un fort contraste (√ε0µ0 <<

√
ε∞µ∞), zone dans laquelle notre

développement asymptotique n’est pas approprié.
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Figure 4.1 – courbes représentatives de gn en fonction de µ0 pour N = 30, N = 60, N = 90, N = 400 et
N = 800.

On peut cependant "forcer" l’unicité en utilisant des conditions de transmission décentrées. On remarque en
fait que u = u0 + δu1 satisfait

(u)±α = 〈u 〉α ±
1

2
[u ]α = 〈u 〉α +O(δ) et (r∂ru)±α = 〈 r∂ru 〉α +O(δ)

si bien qu’on peut modifier le problème 4.1.6 de manière consistante en remplaçant 〈u 〉α par u±α dans (4.1.6-(b))
et 〈 r∂ru 〉α par (r∂ru)±α dans (4.1.6-(a)). Nous proposons alors le modèle suivant :

chercher uδ1 ∈ Vαδ satisfaisant

ε−1
∞ ∆uδ1 + ω2µ∞uδ1 = f dans Ω±αδ,

∂ru
δ
1 + iωuδ1 = 0 sur ∂Ω,

[uδ1 ]Γ = δAα0 (r∂ru
δ
1)+

Γ , (a)

[r∂ru
δ
1]Γ = δ

(
−ω2Bα0 (uδ1)−α −Bα2 ∂2

∂θ2 (uδ1)−α
)
. (b)

(4.1.19)

où l’espace Vαδ est défini par

Vαδ :=
{
v ∈ H1(Ω+

αδ) ∩H1(Ω−αδ), tels que v−α ∈ H1(]0, 2π[) et v(0)−α = v(2π)−α
}
, (4.1.20)

Le problème 4.1.19 est équivalent au problème variationnel, chercher uδ1 ∈ Vαδ telle que

aδ(wδ, v) = −
∫

Ω+
αδ∪Ω−αδ

ε∞fv̄ ∀v ∈ Vαδ, (4.1.21)

avec

aδ(u, v) =

∫
Ω+
αδ∪Ω−αδ

(
∇u · ∇v̄ − ω2µ∞ε∞u v̄

)
+ iω

∫
∂Ω

uv̄

+
1

Aα0 δ

∫ 2π

0

[u]α [v̄]α − δBα0
∫ 2π

0

〈u〉α 〈v̄〉αdθ + δBα2

∫ 2π

0

∂

∂θ
〈u〉α

∂

∂θ
〈v̄〉α dθ. (4.1.22)

Proposition 4.1.4. Pour tout δ > 0, le problème (4.1.19) admet au plus une solution.

Démonstration. Supposons que u satisfait le problème (4.1.19) avec f = 0. En prenant la partie imaginaire de
la formulation variationnelle (4.1.9), il est facile de voir que u = 0 sur ∂Ω. De plus la condition limite sur ∂Ω

donne ∂ru = 0 sur ∂Ω si bien que, par le théorème de prolongement unique (lemme 8.5 de [CK98]) u = 0 dans
Ω+
αδ. Donc u+

α = (r∂ru)+
α = 0. En utilisant (4.1.9)-(a), on voit immédiatement que u−α = 0 :

u+
Γ︸︷︷︸

=0

−u−Γ = δAα0 (r∂ru)+
Γ︸ ︷︷ ︸

=0

.

Puis en utilisant la seconde condition de transmission (4.1.9)-(b), on a (r∂ru)−α = 0 ce qui termine la preuve.
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On en déduit alors le résultat d’existence, d’unicité et de stabilité suivant :

Proposition 4.1.5. Choisissons α tel que Aα0 et Bα2 soient positives. Alors, pour tout δ > 0, pour tout ω > 0,
le problème (4.1.19) est bien posé. De plus

∀δ0 > 0, ∀ω > 0, ∃Cδ0ω telle que ∀u ∈ Vαδ ≤ Cδ0ω sup
v∈Vαδ\{0}

aδ(u, v)

‖v‖Vαδ
. (4.1.23)

Démonstration.

– Soit δ > 0 et ω > 0. Comme le problème (4.1.19) relève de l’alternative de Fredholm et qu’on a de plus
montré l’unicité dans la proposition 4.1.4, le problème (4.1.19) est bien posé ce qui signifie que

∀δ > 0,∀ω > 0,∃ Cδω > 0 telle que ‖u‖Vαδ ≤ Cδω sup
v∈Vαδ\{0}

aδ(u, v)

‖v‖Vαδ
(4.1.24)

– De plus, de la même manière que pour le problème centré (4.1.6) (Proposition 4.1.2) on peut montrer une
estimation de stabilité indépendante de δ :

∀ ω > 0, ∃ Cω > 0, ∃ δ0(ω) > 0, ∀ δ < δ0(ω), ‖u‖Vαδ ≤ Cω sup
v∈Vαδ\{0}

aδ(u, v)

‖v‖Vαδ
. (4.1.25)

– Pour terminer la démonstration, nous allons montrer par l’absurde que δ0 est indépendante de ω

( inf
ω∈R?+

δ0(ω) > 0) : si (4.1.23) est fausse, alors il existe δ0 > 0 et ω > 0 telles que

∀n ∈ N,∃ (δn)n∈N vérifiant 0 < δn < δ0, et il existe uδn ‖uδn‖Vαδn > n sup
v∈Vαδn\{0}

aδn(uδn , v)

‖v‖Vαδ
.

D’après (4.1.24), ∀n ∈ N, Cδnω > n. Donc lim
n→∞

Cδnω = +∞.
Mais, par (4.1.25), ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, δ0(ω) < δn < δ0. Donc δn est bornée, et admet une sous suite
toujours notée δn qui tend vers δ? quand n tend vers +∞. Ceci implique que Cδ?ω ≥ +∞ ce qui contredit
(4.1.24).

Remarque 4.1.6. A la place du problème décentré (4.1.19), on aurait pu étudier le problème

chercher uδ1 ∈ V+
αδ satisfaisant

ε−1
∞ ∆uδ1 + ω2µ∞uδ1 = f dans Ω±αδ,

∂ru
δ
1 + iωuδ1 = 0 sur ∂Ω,

[uδ1 ]Γ = δAα0 (r∂ru
δ
1)−Γ , (a)

[r∂ru
δ
1]Γ = δ

(
−ω2Bα0 (uδ1)−α −Bα2 ∂2

∂θ2 (uδ1)+
α

)
. (b)

(4.1.26)

où l’espace V+
αδ est défini par

V+
αδ :=

{
v ∈ H1(Ω+

αδ) ∩H1(Ω−αδ), telles que v+
α ∈ H1(]0, 2π[) et v(0)+

α = v(2π)+
α

}
. (4.1.27)

Ce dernier problème correspond au problème (4.1.19) dans lequel on a inversé le sens du décentrage dans les
conditions de transmission. Bien sur, ce problème est bien posé et a les même propriétés de stabilité que (4.1.19).

Par ailleurs, quand α ≥ α∗ (Aα0 > 0, Bα0 > 0 et Bα2 > 0), tout comme pour le problème centré, le problème
temporel associé au problème décentré (4.1.19) satisfait l’identité d’énergie

1

2

∂

∂t

(∫
Ω+
αδ∩Ω−αδ

(|∇u|2 + ε∞µ∞|∂tu|2) +
1

δAα0

∫ 2π

0

|[u ]Γ|2 + δBα0

∫ 2π

0

|∂tu−α |2 + δBα2

∫ 2π

0

|∂tu−α |2
)

= 0
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4.2 Construction de modèles approchés d’ordre 1 et 2 dans le cas
général

Nous souhaitons maintenant étendre la démarche expliquée dans la partie précédente pour construire des modèles
approchés d’ordre 1 et 2 dans le cas général (µ et ε ne sont plus forcément symétriques). Nous écrivons d’abord
les modèles approchés "naturels" que l’on obtient directement à partir du développement asymptotique tronqué.
Puis nous en déduisons une autre série de problèmes centrés posés dans Ω+

αδ ∪Ω−αδ. Enfin, pour assurer l’unicité
nous proposons aussi une série de modèles décentrés.

4.2.1 Une famille "naturelle" d’atc

En utilisant les problèmes vérifiés par (4.0.1), (4.0.2) et (4.0.3), on peut écrire les problèmes approchés naturels
sous la forme suivante

ε−1
∞ ∆uδk + ω2ρ∞u

δ
k = f, dans Ω+ ∪ Ω−,

[
uδk
]

= Sδ,k
〈
r
∂uδk
∂r

〉
+Kδ,k

〈
uδk
〉

sur Γ,[
r
∂uδk
∂r

]
= Dδ,k

〈
uδk
〉
− ?Kδ,k

〈
r
∂uδk
∂r

〉
sur Γ,

∂uδk
∂r

+ iωuδk = 0, sur ∂Ω,

(4.2.1)

où Sδ,k, Kδ,k, Dδ,k sont des opérateurs surfaciques locaux sur Γ définis par

Sδ,0 = Kδ,0 = Dδ,0 = 0,

Sδ,1 = δA0, Sδ,2 = Sδ,1 + δ2 [ `d(W 0
1 ) ]

r∗
,

Kδ,1 = δ[ `d(V 1
1 ) ]

∂

∂θ
, Kδ,2 = Kδ,1 + δ2

2∑
`=0

[ `d(V l2 ) ]
∂`

∂θ`
,

Dδ,1 = δ

(
−B0ω

2 −B2
∂2

∂θ2

)
, Dδ,2 = Dδ,1 + δ2

2∑
`=0

r∗[ `n(V l3 ) ]
∂`

∂θ`
.

?K est l’adjoint de K, i.e ∫
Γ

ψ ?Kφdθ =

∫
Γ

φ Kψ dθ

pour toutes fonctions φ et ψ définies sur Γ.

Remarque 4.2.1. Dans le cas symétrique, les atc d’ordres 1 et 2 sont les mêmes (voir les tableaux 3.2 et 3.3)

Tout comme pour le problème d’ordre 1, on aimerait montrer que les problèmes (4.2.1) sont bien posés. Pour
que ces problèmes relèvent de l’alternative de Fredholm, on aimerait que B2 soit strictement positive ce qui
n’est pas garanti en général.

4.2.2 Décalage géométrique

C’est pourquoi nous proposons une seconde famille d’atc, posée cette fois sur le domaine Ωαδ = Ω+
αδ ∪ Ω−αδ

où α ≥ 0 est un paramètre (Ω±αδ sont définis par 4.1.5). On suppose que le support de f est inclus dans Ωαδ.
On construit la nouvelle famille d’atc en observant que la fonction u =

∑k
j=0 δ

juj définie pour k = 0, 1 ou 2

satisfait
[u] = O(δ) ;

[
∂u

∂r

]
= O(δ) ;
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et
∂2u

∂r2
= −1

r

∂u

∂r
− 1

r2

∂2u

∂θ2
− ω2ρ∞ε∞u quand r = r∗ ± αδ.

En remarquant que

[u] = [u]α −
2αδ

r∗

〈
r
∂u

∂r

〉
α

+O(δ3),

[
∂u

∂r

]
=

1

r∗

[
r
∂u

∂r

]
α

+ 2αδ

(
1

r2∗

∂2

∂θ2
+
ω2ρ∞
µ∞

)
〈u〉α +O(δ3),

〈u〉 = 〈u〉α +O(δ2) et
〈
∂u

∂r

〉
=

1

r∗

〈
r
∂u

∂r

〉
α

+O(δ2),

et en négligeant les termes en O(δ2) ou O(δ3), on obtient alors les problèmes suivants :

ε−1
∞ ∆uδk + ω2µ∞u

δ
k = f, dans Ω+

αδ ∪ Ω−αδ,[
uδk
]
α

= Sδ,kα
〈
r
∂uδk
∂r

〉
α

+Kδ,kα
〈
uδk
〉
α
,[

r
∂uδk
∂r

]
α

= Dδ,kα
〈
uδk
〉
α
− ?Kδ,kα

〈
r
∂uδk
∂r

〉
α
,

∂uδk
∂r

+ iωuδk = 0, sur ∂Ω,

(4.2.2)

où

Sδ,0α = Kδ,0α = Dδ,0α = 0

Sδ,1 = δ(A0 + 2
α

r∗
), Sδ,2 = Sδ,1 + δ2 [ `d(W 0

1 ) ]

r∗
,

Kδ,1 = δ[ `d(V 1
1 ) ]

∂

∂θ
, Kδ,2 = Kδ,1 + δ2

2∑
`=0

[ `d(V l2 ) ]
∂`

∂θ`
,

Dδ,1 = δ

(
−(B0 + 2αε∞µ∞r∗)ω

2 − (B2 +
2α

r∗
)
∂2

∂θ2

)
, Dδ,2 = Dδ,1 + δ2

2∑
`=0

r∗[ `n(V l3 ) ]
∂`

∂θ`
.

Pour α = 0 on retrouve bien sur les problèmes (4.2.1). Par construction les modèles (4.2.1) ont les mêmes
propriétés de consistance que les problèmes (4.2.1).

4.2.3 Une famille d’atc décentrées

Enfin, nous donnons une troisième famille d’atc dans laquelle les conditions de transmission sont décentrées.
Tout comme pour l’ordre 1 symétrique, le décentrage permet de prouver l’unicité de manière directe. Nous
distinguons l’ordre 1 et l’ordre 2, ce dernier présentant une difficulté supplémentaire.

4.2.3.1 Condition de transmission décentrée du premier ordre

On rappelle que pour toute fonction u

〈u〉α = (u)
+
α −

1

2
[u]α et 〈u〉α = (u)

−
α +

1

2
[u]α . (4.2.3)
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si bien que l’on peut définir le problème décentré d’ordre 1 comme

ε−1
∞ ∆uδ1 + ω2µ∞u

δ
1 = f, dans Ω+

αδ ∪ Ω−αδ,[
uδ1
]
α

= Sδ,1α
(
r
∂uδ1
∂r

)+

α
+Kδ,1α

(
uδ1
)−
α
,[

r
∂uδ1
∂r

]
α

= Dδ,1α
(
uδ1
)−
α
− ?Kδ,1α

(
r
∂uδ1
∂r

)+

α
,

∂uδ1
∂r

+ iωuδ1 = 0, sur ∂Ω,

(4.2.4)

qui constitue a priori aussi une approximation en O(δ2) du problème exact. On peut aussi obtenir un autre
problème décentré en interchangeant les signes + et − dans les conditions de transmission.

4.2.3.2 Condition de transmission décentrée du second ordre

La dérivation de la condition de transmission d’ordre 2 décentrée est plus technique. Elle se fait en deux étapes.
Dans un premier on remarque que u = u0 + δu1 + δ2u2 satisfait

[u]α = Sδ,2α
(
r ∂u∂r

)+
α

+ (Kδ,2α + δ2M)
(
uδ2
)−
α

+O(δ3)[
r
∂u

∂r

]
α

= Dδ,2α (u)
−
α − ( ?Kδ,2α + δ2M)

(
r
∂u

∂r

)+

α

+O(δ3),

où l’opérateurM est donné par

M := ω2A
α
0B

α
0

2
+

(
Aα0B

α
2

2
+

[ `d(V 1
1 ) ]2

2

)
∂2

∂θ2
. (4.2.5)

Si on néglige les termes en O(δ3) la précédente atc a la même structure que (4.2.4). Cependant, pour que notre
problème se prête bien à une formulation variationnelle on aimerait que l’opérateur Kδ,2α + δ2M soit à valeur
dans L2(Γ), ce qui n’est pour le moment pas le cas car Kδ,2α + δ2M contient des dérivées secondes en θ. On
va donc modifier les conditions de transmission de manière consistante en remplaçant l’opérateur Kδ,2α + δ2M
par un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1. Nous adoptons une démarche classique basée sur l’utilisation
d’approximations de Padé (cf [HJN05, HJ02]).

Kδ,2α + δ2M = −1 +
(
δ[ `d(V 1

1 ) ] + δ2[ `d(V 1
2 ) ]
) ∂
∂θ

+ δ2ω2A
α
0B

α
0

2

+

(
1 + δ2

[
Aα0B

α
2

2
+

[ `d(V 1
1 ) ]2

2
+ [ `d(V 2

2 ) ]

]
∂2

∂θ2
+ δ2[ `d(V 0

2 ) ]

)
(4.2.6)

On remarque que(
1 + δ2

(
Aα0B

α
2

2
+

[ `d(V 1
1 ) ]2

2
+ [ `d(V 2

2 ) ]

)
∂2

∂θ2
+ δ2[ `d(V 0

2 ) ]

)

= +

(
1− δ2

[(
Aα0B

α
2

2
+

[ `d(V 1
1 ) ]2

2
+ [ `d(V 2

2 ) ]

)
∂2

∂θ2
+ [ `d(V 0

2 ) ]

])−1

+O(δ4). (4.2.7)

En posant

K̃δ,2α := −1 +
(
δ[ `d(V 1

1 ) ] + δ2[ `d(V 1
2 ) ]
) ∂
∂θ

+ δ2ω2A
α
0B

α
0

2

+

(
1− δ2

[(
Aα0B

α
2

2
+

[ `d(V 1
1 ) ]2

2
+ [ `d(V 2

2 ) ]

)
∂2

∂θ2
+ [ `d(V 0

2 ) ]

])−1

(4.2.8)
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On observe que
Kδ,2α + δ2M = K̃δ,2α +O(δ4) et ?Kδ,2α + δ2M = ?K̃δ,2α +O(δ4)

si bien que le système d’équations

ε−1
∞ ∆uδ2 + ω2µ∞u

δ
2 = f, dans Ω+

αδ ∪ Ω−αδ,[
uδ2
]
α

= Sδ,2α
(
r
∂uδ2
∂r

)+

α
+ K̃δ,2α

(
uδ2
)−
α
,[

r
∂uδ2
∂r

]
α

= Dδ,2α
(
uδ2
)−
α
− ?K̃δ,2α

(
r
∂uδ2
∂r

)+

α
,

∂uδ2
∂r

+ iωuδ2 = 0, sur ∂Ω,

(4.2.9)

sera consistant d’ordre O(δ3). C’est cette famille de problèmes décentrés d’ordre 2 que l’on étudiera dans la
suite.

4.3 Analyse d’un problème modèle décentré d’atc

Dans cette partie, nous allons montrer que les problèmes approchés décentrés (4.2.4) et (4.2.9) sont bien posés
et nous allons prouver des estimations de stabilité uniformes en δ. En fait, nous allons ici traiter un problème
plus général qui permet de traiter en une fois les atc d’ordre 1 et 2 décentrées. Nous considérons les problèmes
de la forme

ε−1
∞ ∆wδ + ω2µ∞w

δ = f, dans Ω+
αδ ∪ Ω−αδ,[

wδ
]
α

= Sδ
(
r ∂w

δ

∂r

)+

α
+Kδ

(
wδ
)−
α

+ h,[
r ∂w

δ

∂r

]
α

= Dδ
(
wδ
)−
α
− ?Kδ

(
r ∂w

δ

∂r

)+

α
+ g,

∂wδ

∂r
+ iωwδ = 0, sur ∂Ω,

(4.3.1)

où f , g et h sont des données et où les opérateurs Sδ, Kδ et Dδ ont les propriétés suivantes :

Hypothèse 4.3.1.

1. Sδ : L2(Γ)→ L2(Γ) est un opérateur autoadjoint défini positif.

2. Dδ : H1(Γ)→ H−1(Γ) est un opérateur autoadjoint continu.

3. I +Kδ : H1(Γ)→ L2(Γ) est un opérateur continu et injectif.

Ecrivons d’abord la formulation variationnelle associée au problème (4.3.1). On note par 〈·, ·〉 le produit de
dualité entre deux espaces définis sur Γ avec pour pivot L2(Γ) : quand les fonctions sont suffisamment régulières,
on peut remplacer ce produit de dualité par une intégrale sur Γ. En multipliant la première équation de (4.3.1)
par une fonction test v et en intégrant par parties sur Ωαδ := Ω+

αδ ∪ Ω−αδ on a (On utilise aussi la condition
limite sur le bord extérieur ∂Ω)∫

Ωαδ

∇wδ∇v̄ − w2ε∞µ∞w
δ v̄ dx+ iω

∫
∂Ω

wδ v̄ ds+

〈(
r ∂w

δ

∂r

)+

α
, (v)

+
α

〉
−
〈(

r ∂w
δ

∂r

)−
α
, (v)

−
α

〉
=

−
∫

Ωαδ

(fε∞)v̄dx
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En utilisant des transformations algébriques, on voit que〈(
r ∂w

δ

∂r

)+

α
, (v)

+
α

〉
−
〈(

r ∂w
δ

∂r

)−
α
, (v)

−
α

〉
=

〈
(I + ?Kδ)

(
r ∂w

δ

∂r

)+

α
−
(
r ∂w

δ

∂r

)−
α
, (v)

−
α

〉
+

〈(
r ∂w

δ

∂r

)+

α
, (v)

+
α − (I +Kδ) (v)

−
α

〉
On rappelle que

Vαδ := {v ∈ H1(Ω+
αδ ∪ Ω−αδ) telles que (v)

−
α ∈ H1(Γ)}.

La formulation variationnelle associée au problème (4.3.1) est donnée par : chercher wδ ∈ Vαδ satisfaisant

aαδ(w
δ, v) + bδ

(((
wδ
)+
α
,
(
wδ
)−
α

)
,
(

(v)
+
α , (v)

−
α

))
= `αδ(v) (4.3.2)

pour tout v ∈ Vαδ, où

aαδ(w, v) :=

∫
Ωαδ

∇w∇v̄ − w2ε∞µ∞w v̄ dx+ iω

∫
∂Ω

w v̄ ds

pour tous w et v in H1(Ω+
αδ ∪ Ω−αδ),

bδ((φ
+, φ−), (ψ+, ψ−)) :=

〈
Dδφ−, ψ−

〉
+
〈
(Sδ)−1(φ+ − (I +Kδ)φ−), ψ+ − (I +Kδ)ψ−

〉
pour tous (φ+, φ−) et (ψ+, ψ−) dans L2(Γ)×H1(Γ), et

`αδ(v) := −
∫

Ωαδ

(fε∞)v̄dx−
〈
g, (v)

−
α

〉
−
〈

(Sδ)−1h, (v)
+
α − (I +Kδ) (v)

−
α

〉
pour tout v ∈ Vαδ.

Proposition 4.3.2. Soit f ∈ L2(Ωαδ), g ∈ H−1(Γ) et h ∈ L2(Γ). Sous l’hypothèse 4.3.1, on a
– wδ ∈ Vαδ satisfait (4.3.2) si et seulement si wδ ∈ Vαδ satisfait (4.3.1) au sens des distributions dans Ωαδ
et au sens des traces pour les conditions limites et les conditions de transmission. La première condition
de transmission est une égalité entre fonctions de L2(Γ) alors que la seconde est une égalité entre deux
fonctions H−1(Γ).

– La problème (4.3.1) a au plus une solution wδ dans Vαδ.

Démonstration. Le premier point de la proposition est évident. Il suffit d’interpréter la formulation variationnelle
(4.3.2) en terme de distributions.
Pour montrer l’unicité, supposons que `αδ = 0. Dans la formulation variationnelle (4.3.2), prenons v = wδ

comme fonction test. En n’étudiant que la partie imaginaire, on en déduit que wδ = 0 sur ∂Ω. Mais en utilisant la
condition d’impédance sur ∂Ω on en déduit que ∂ru = 0 sur ∂Ω. Par conséquent, par le principe de prolongement
unique, wδ = 0 dans Ω+

αδ. La première condition d’interface donne alors (I + Kδ)
(
wδ
)−
α

= 0 si bien que par
l’injectivité de (I +Kδ),

(
wδ
)−
α

= 0. Puis, la seconde condition d’interface donne
(
∂wδ/∂r

)−
α

= 0. De nouveau,
par le principe de prolongement unique on en déduit que wδ = 0 dans Ω−αδ.

Pour montrer l’existence et la stabilité, on doit ajouter quelques hypothèses sur les opérateurs Sδ, Kδ et Dδ.

Hypothèse 4.3.3.

1. Les opérateurs Sδ : L2(Γ)→ L2(Γ), Dδ : H1(Γ)→ H−1(Γ), Kδ : H1(Γ)→ L2(Γ) dépendent continûment
de δ > 0.

2. Il existe des constantes c1 > 0 et c2 ≥ 0 indépendantes de δ telles que

c1δ‖φ‖2L2(Γ) ≤
〈
Sδφ, φ

〉
and ‖Sφ‖L2(Γ) ≤ c2δ‖φ‖L2(Γ) pour tout φ ∈ L2(Γ).

3. Il existe trois constantes c1 > 0, c2 ≥ 0 et c3 ≥ 0 indépendantes de δ telles que〈
Dδφ, φ

〉
≥ δ(c1‖φ‖2H1(Γ) − c2‖φ‖2L2(Γ)) et ‖Dδφ‖H−1(Γ) ≤ c3δ‖φ‖H1(Γ)

pour tout φ ∈ H1(Γ).
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4. Il existe une constante c > 0 indépendante de δ telle que

‖Kδφ‖L2(Γ) ≤ cδ‖φ‖H1(Γ) pour tout φ ∈ H1(Γ).

Proposition 4.3.4. Sous les hypothèses de la proposition 4.3.2, et en supposant que les hypothèses 4.3.3 sont
vérifiées, le problème (4.3.2) a une unique solution wδ ∈ Vαδ. De plus, pour tout δ0 > 0 il existe une constante
c indépendante de δ telle que

‖wδ‖H1(Ωαδ) ≤ c
(
‖f‖L2(Ωαδ) + δ−1/2‖g‖H−1(Γ) + δ−1/2‖h‖L2(Γ)

)
. (4.3.3)

pour tout δ ∈]0, δ0].

Démonstration. L’espace Vαδ muni de la norme ‖wδ‖2Vαδ := ‖wδ‖2H1(Ωαδ)
+ ‖

(
wδ
)−
α
‖2H1(Γ) est un espace de

Hilbert. En utilisant l’hypothèse 4.3.3 on voit que pour tout δ > 0, le problème (4.3.2) relève de l’alternative
de Fredholm. Ainsi, l’existence d’une solution provient directement du résultat d’unicité de la proposition 4.3.2.

Nous allons démontrer l’estimation de stabilité dans le cas où α = 0. La preuve dans le cas α 6= 0 est exactement
la même que α = 0 sauf qu’il faut au préalable faire le changement de variable (4.1.12) qui transforme Ω+

αδ and
Ω−αδ en Ω+

0 et Ω−0 . On peut ainsi travailler dans le domaine fixe Ω̃ := Ω+
0 ∪ Ω−0 .

Soit δ0 > 0 fixé. On appelle Tδ : V 0 → V 0 l’opérateur associé à la forme bilinéaire (4.3.2). D’après le premier
point de l’hypothèse 4.3.3, il est clair que Tδ dépend continûment de δ ∈ [δ1, δ0] pour tout δ1 > 0. Comme de
plus cet opérateur est inversible pour tout δ ∈ [δ1, δ0], l’opérateur T −1

δ est uniformément borné par rapport à
δ ∈ [δ1, δ0]. L’inégalité (4.3.3) est alors δ ∈ [δ1, δ0] mais la constante c peut dépendre de δ1. On va montrer par
l’absurde que cette constante c reste bornée quand δ1 tend vers 0. Remarquons d’abord un point important,
que l’on déduit directement de (4.3.2) en prenant comme fonction test v = wδ :
Soient

N δ(w) := ‖w‖2
H1(Ω̃)

+ δ‖ (w)
− ‖2H1(Γ) + δ−1‖ (w)

+ − (I +Kδ) (w)
−

)‖2L2(Γ)

et
`δ := ‖f‖L2(Ωαδ) + δ−1/2‖g‖H−1(Γ) + δ−1/2‖h‖L2(Γ)

alors il existe deux constantes C1 and C2 indépendantes de δ telles que,

N δ(wδ) ≤ C1

(
‖wδ‖2

L2(Ω̃)
+ δ‖

(
wδ
)− ‖2L2(Γ)

)
+ C2`

δ
√
N δ(wδ). (4.3.4)

Supposons maintenant qu’il existe une suite δn qui tend vers 0 quand n tend vers +∞ et deux suites wδn et `δn
telles que : (

‖wδn‖L2(Ω̃) + δ1/2
n ‖

(
wδn

)−
α
‖L2(Γ)

)
/`δn →∞.

Si on pose,
wn = wδn/

(
‖wδn‖L2(Ω̃) + δ1/2

n ‖
(
wδn

)−
α
‖L2(Γ)

)
et

`n =
`δn(

‖wδn‖L2(Ω̃) + δ
1/2
n ‖ (wδn)

−
α ‖L2(Γ)

)
Il est clair que

‖wn‖L2(Ω̃)+δ
1/2
n ‖(wn)−α ‖L2(Γ)

`n
tend vers ±∞ si bien que

lim
n→+∞

`n = 0.

On déduit alors de l’estimation (4.3.4) que (wn) est bornée dans H1(Ω̃). Donc (wn) admet une sous suite qui
converge faiblement dans H1(Ω̃) et fortement dans in L2(Ω̃) vers une fonction w ∈ H1(Ω̃). On peut aussi sup-
poser que (wn)

− et (wn)
+ convergent fortement vers (w)

− et (w)
+ dans L2(Γ). De plus, wn satisfait le problème

(4.3.1) pour des données f = fn, h = hn and g = gn qui tendent fortement vers 0 quand n→∞, respectivement
dans L2(Ω̃), L2(Γ) et H−1(Γ). De plus, la première équation dans (4.3.1) montre en particulier que (∆wn) est
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bornée dans L2(Ω̃) si bien que les traces normales (∂wn/∂r)
+ et (∂wn/∂r)

− sont bornées dans H−1/2(Γ). On
peut donc supposer qu’elles convergent faiblement vers (∂w/∂r)

+ et que (∂w/∂r)
− dans H−1/2(Γ). En passant

à la limite dans les première et dernière équations de (4.3.1) on observe que
ε−1
∞ ∆w + ω2µ∞w = 0, dans Ω̃,

∂w

∂r
+ iωw = 0, sur ∂Ω.

(4.3.5)

Mais l’estimation (4.3.4) implique aussi que ((wn)
+ − (I + Kδn) (wn)

−
) tend vers 0 dans L2(Γ) quand n → ∞

si bien qu’en utilisant la dernière propriété de l’hypothèse 4.3.3 on voit facilement que

[w] = 0 on Γ. (4.3.6)

Par ailleurs, en utilisant toujours l’estimation (4.3.4) on voit que δ1/2
n (wn)

− est bornée dans H1(Γ). Donc
Dδn (wn)

− → 0 dans H−1(Γ). La dernière propriété de l’hypothèse 4.3.3 implique que ?Kδ
(
r ∂wn∂r

)+ → 0 dans
H−1(Γ). Par conséquent, en prenant la limite dans la seconde condition d’interface du problème (4.3.1), on voit
que [

r
∂w

∂r

]
= 0 on Γ. (4.3.7)

Mais nous savons que le problème (4.3.5)-(4.3.7) admet une unique solution dans H1(Ω̃) si bien que w = 0 ce
qui contredit le fait que ‖w‖L2(Ω) = 1. On en déduit aisément qu’il existe δ1 > 0 et c > 0 telles que(

‖wδ‖L2(Ω̃) + δ1/2‖
(
wδ
)−
α
‖L2(Γ)

)
≤ c`δ

pour tout 0 < δ < δ1. L’inégalité (4.3.3) devenant alors une simple conséquence de l’estimation (4.3.4) :√
N δ(wδ) ≤ C1`

δ + C2`
δ.

On peut maintenant appliquer le problème précédent pour montrer que les problèmes décentrés d’ordre 1 et 2

sont bien posés pour α assez grand :

Proposition 4.3.5.
– Choisissons α telle que

Bα2 = B2 +
2α

r∗
> 0 et Aα0 = A0 +

2α

r∗
> 0,

Alors Sδ = Sδ,1α , Kδ = Kδ,1α et Dδ = Dδ,1α satisfont les hypothèses 4.3.1 et 4.3.3 pour tout δ > 0.
– Supposons que α satisfait aussi

Aα0B
α
0

2
+

[`d(V 1
1 )]2

2
+ [`d(V 2

2 )] > 0,

alors Sδ = Sδ,2α , Kδ = K̃δ,2α et Dδ = Dδ,2α satisfont les hypothèses 4.3.1 et 4.3.3 pour tout 0 < δ < δ0 où

δ0 := min(1/
√
|[`d(V 0

2 )]|, Bα2 /|[`n(V 2
3 )]|, Aα0 /|[`d(W 0

1 )]|)
Démonstration. Nous séparons l’étude de l’ordre 1 et 2.

– Ordre 1 :

Sδ,1α φ = δAα0φ, Dδ,1α φ = −δω2Bα0 φ− δBα2
∂2φ

∂θ2
, Kδ,1α φ = δ[ `d(V 1

1 ) ]
∂φ

∂θ

Il est clair que les opérateurs Sδ,1α ,Dδ,1α et Kδ,1α sont continus et dépendent continûment de δ (hypothèse
4.3.3-1). De plus l’opérateur I+Kδ,1α est un opérateur injectif deH1(Γ) dans L2(Γ). Par ailleurs, l’opérateur
Sδ,1α est un opérateur autoadjoint positif si et seulement si Aα0 > 0. Sous cette condition l’hypothèse 4.3.3
est satisfaite. De même, il est facile de voir que Sδ,1α vérifie l’hypothèse 4.3.3-2 si Aα0 > 0 et que l’hypothèse
4.3.3-4 est toujours vérifiée. Enfin,

〈Dδ,1α φ, φ〉 = −δω2Bα0

∫
Γ

|φ|2 + δBα2

∫
Γ

|∂θφ|2,

si bien que l’hypothèse 4.3.3-3 est vérifiée si Bα2 > 0
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– Ordre 2 :

Sδ,2α φ = δAα0φ+ δ2 [ `d(W 0
1 ) ]

r∗
φ,

Dδ,2α φ = −δω2Bα0 φ− δBα2
∂2φ

∂θ2
+ δ2r∗[ `n(V 0

3 ) ]ϕ+ δ2r∗[ `n(V 2
3 ) ]

∂2φ

∂θ2
,

Kδ,2α φ = K̃δ,2α := −1 +
(
δ[ `d(V 1

1 ) ] + δ2[ `d(V 1
2 ) ]
) ∂
∂θ

+ δ2ω2A
α
0B

α
0

2

+

(
1− δ2

[(
Aα0B

α
2

2
+

[ `d(V 1
1 ) ]2

2
+ [ `d(V 2

2 ) ]

)
∂2

∂θ2
+ [ `d(V 0

2 ) ]

])−1

Tout d’abord, il faut s’assurer que Kδ,2α φ est bien définie. C’est le cas si Aα0Bα0 /2+[`d(V 1
1 )]2/2+[`d(V 2

2 )] > 0

et δ < 1/
√
|[ `d(V 0

2 ) ]|. Sous ces conditions, il est alors clair que (I +Kδ,1α φ) est injectif, continu et dépend
continûment de δ.
Par ailleurs Sδ,2α et Dδ,2α sont continus et dépendent continûment de δ. Une condition suffisante pour avoir
la positivité de Sδ,2α est que Aα0 soit positif et que δ < Aα0 /|[`d(W 0

1 )]|.
Enfin, pour vérifier 4.3.3-3, il faut que Bα2 − δr∗[`n(V 2

3 )] soit positif ce qui est le cas si on choisit Bα2 > 0

et δ < Bα2 /r∗|[`n(V 2
3 )]|.

4.4 Convergence des modèles approchés

On va maintenant montrer que les solutions des problèmes (4.2.4) et (4.2.9) tendent vers la solution exacte uδ

du problème initial (2.1.1-2.1.2). Posons

Ωγ := {(x, y) ∈ R2, |
√
x2 + y2 − r∗| > γ}.

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Proposition 4.4.1.
– Supposons que les conditions d’application de la première partie de la proposition 4.3.5 sont vérifiées.
Alors le problème (4.2.4) a une unique solution uδ1 pour tout δ > 0. De plus, il existe C > 0 et, pour tout
0 < γ < re, une constante δγ > 0 telles que

∀ δ < δγ , ‖uδ − uδ1‖H1(Ω±γ ) ≤ C δ2. (4.4.1)

– Supposons que les conditions d’application de la seconde partie de la proposition 4.3.5 sont vérifiées. Alors
le problème (4.2.9) a une unique solution uδ2 pour tout 0 < δ < δ0. De plus, il existe une constante C > 0

et, pour tout 0 < γ < re, une constante δγ > 0 et δγ < δ0 telles que

∀ δ < δγ , ‖uδ − uδ2‖H1(Ω±γ ) ≤ C δ3. (4.4.2)

Démonstration. Remarquons d’abord que

∥∥uδ − uδi∥∥H1(Ωγ)
≤
∥∥∥∥∥uδ −

i∑
k=0

δiui

∥∥∥∥∥
H1(Ωγ)

+

∥∥∥∥∥
i∑

k=0

δiui − uδi

∥∥∥∥∥
H1(Ωγ)

En vertu de la proposition 3.9.1 (convergence du développement asymptotique), nous savons que pour δ assez
petit, ∥∥∥∥∥uδ −

i∑
k=0

δiui

∥∥∥∥∥
H1(Ωγ)

≤ Cδi+1.

Il reste à montrer que ∥∥∥∥∥
i∑

k=0

δiui − uδi

∥∥∥∥∥
H1(Ωγ)

≤ Cδi+1. (4.4.3)
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L’idée la plus naturelle serait de majorer directement di =
∑i
k=0 δ

iui − uδi à l’aide de la proposition 4.3.4. En
effet, on peut remarquer que di satisfait

ε−1
∞ ∆di + ω2µ∞di = 0, dans Ω+

αδ ∪ Ω−αδ,

[di]α = Sδ
(
r ∂di∂r

)+
α

+Kδ (di)
−
α + hi,[

r ∂di∂r
]
α

= Dδ
(
dki
)−
α
− ?Kδ

(
r ∂di∂r

)+
α

+ gi,

∂di
∂r

+ iωdi = 0, sur ∂Ω,

où hi∈ L2(Γ) et gi ∈ H−1(Γ). De plus, il existe une constante C indépendante de δ telle que

‖hi‖L2(Γ) ≤ Cδk+1, ‖gi‖H−1(Γ) ≤ Cδk+1.

En utilisant la proposition 4.3.4, on obtient∥∥∥∥∥
i∑

k=0

δiui − uδi

∥∥∥∥∥
H1(Ωγ)

≤ Cδi+1/2.

Malheureusement l’estimation précédente n’est pas optimale. Pour obtenir l’estimation optimale, (4.4.3) on doit
en fait écrire un développement asymptotique de uδi en fonction de δ. C’est l’objet de la partie suivante dont le
résultat principal (qui n’est autre que l’estimation (4.4.3)) est donné dans la proposition 4.4.4.

Développement asymptotique de uδi
L’objectif de cette partie est de montrer la proposition 4.4.4. Pour cela, on construit un développement asymp-
totique de uδi sous la forme

uδi =
∑
n∈N

δnũni ,

où les fonctions ũni sont indépendantes de δ et sont définies dans Ω+ ∪ Ω−.
Afin d’étudier de manière simultanée le cas i = 1 et le cas i = 2, on remarque que l’on peut écrire Sδ,iα , Kδ,iα ,
Kδ,iα et ?Kδ,iα sous la forme 

Sδ,iα = δS1
α + δ2S2,i

α ,

Kδ,iα =
∑
j∈N∗

δjKj,iα ,

?Kδ,iα =
∑
j∈N∗

δj ?Kj,iα

Dδ,iα = δD1
α + δ2D2,i

α

(4.4.4)

avec, 
S1
α = Aα0 I, S2,1

α = 0,

K1,1
α = [ `d(V 1

1 ) ]
∂

∂θ

D1
α = −ω2Bα0 I −Bα1

∂2

∂θ2
, D2,1

α = 0,

(4.4.5)



S2,2
α =

[ `d(W 0
1 ) ]

r∗

D2,2
α =

2∑
l=0

r∗[ `n(V l3 ) ]
∂l

∂θl
,K1,2

α = [ `d(V 1
1 ) ]

∂

∂θ
,

K2,2
α = [ `d(V 1

2 ) ]
∂

∂θ
+ ω2A

α
0B

α
0

2
+

[(
Aα0B

α
2

2
+

[ `d(V 1
1 ) ]2

2
+ [ `d(V 2

2 ) ]

)
∂2

∂θ2
+ [ `d(V 0

2 ) ]

]
,

K2k+1,2
α = 0 ∀ k ≥ 1,

K2k,2
α =

[(
Aα0B

α
2

2 +
[ `d(V 1

1 ) ]2

2 + [ `d(V 2
2 ) ]
)

∂2

∂θ2 + [ `d(V 0
2 ) ]
]k

∀ k ≥ 1..

(4.4.6)
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Les fonctions ũni sont alors solutions des problèmes biens posés suivants :


ε−1
∞ ∆ũni + ω2µ∞ũ

n
i = fδ0

n dans Ω±,

∂rũ
n
i + iωũni = 0 sur ∂Ω,

[ ũni ]Γ = gn,

[r∂rũ
n
i ]Γ = hn.

(4.4.7)

avec,

gn = −
n∑
k=1

αk

k!

(∂kũn−ki

∂rk

)+

0

− (−1)k

(
∂kũn−ki

∂rk

)−
0


+

n−1∑
k=1

αkS1
α

r∗
k!

(
∂k+1ũn−k−1

i

∂rk+1

)+

0

+
1

(k − 1)!

(
∂kũn−k−1

i

∂rk

)+

0


+

n−1∑
k=1

αkS2,i
α

r∗
k!

(
∂k+1ũn−k−2

i

∂rk+1

)+

0

+
1

(k − 1)!

(
∂kũn−k−2

i

∂rk

)+

0


+r∗S1

α

(
∂ũn−1

i

∂r

)+

0

+ r∗S2,i
α

(
∂ũn−2

i

∂r

)+

0

+

n−1∑
l=0

l∑
k=0

(−1)kαk

k!
Kn−l,iα

(
∂kũl−ki

∂rk

)−
0

et

hn = −
n∑
k=1

αk

r∗
k!

(
∂k1 ũn−ki

∂rk+1

)+

0

+
1

(k − 1)!

(
∂kũn−ki

∂rk

)+

0

− (−1)k

r∗
k!

(
∂k1 ũn−ki

∂rk+1

)−
0

+
1

(k − 1)!

(
∂kũn−ki

∂rk

)−
0


+

n−1∑
k=0

αk

k!
(−1)kD1

α

(
∂kũn−1−k

i

∂rk

)−
0

+

n−2∑
k=0

αk

k!
(−1)kD2,i

α

(
∂kũn−2−k

i

∂rk

)−
0

−
n−1∑
l=0

l∑
k=1

αk

r∗
k!

?Kn−l,iα

(
∂k+1ũl−ki

∂rk+1

)+

0

+
1

(k − 1)!
?Kn−l,iα

(
∂kũl−ki

∂rk

)+

0


−
n−1∑
l=0

r∗
?Kn−l,iα

(
∂ũli
∂r

)+

0

Remarque 4.4.2. Il faut remarquer que ũki = uk quand k ≤ i.

Convergence du développement asymptotique
Soit

dki = uδi −
k∑
l=0

δkũki .
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Il est facile de voir que dki satisfait

ε−1
∞ ∆dki + ω2µ∞d

k
i = 0, dans Ω+

αδ ∪ Ω−αδ,[
dki
]
α

= Sδ
(
r
∂dki
∂r

)+

α
+Kδ

(
dki
)−
α

+ hki ,[
r
∂dki
∂r

]
α

= Dδ
(
dki
)−
α
− ?Kδ

(
r
∂dki
∂r

)+

α
+ gki ,

∂dki
∂r

+ iωdki = 0, sur ∂Ω,

où hki ∈ L2(γ) et gki ∈ H−1(γ). De plus, il existe une constante C indépendante de δ telle que∥∥hki ∥∥L2(Γ)
≤ Cδk+1

∥∥gki ∥∥H−1(Γ)
≤ Cδk+1.

On peut donc appliquer la proposition 4.3.4 et montrer que pour δ assez petit∥∥dki ∥∥H1(Ω̃αδ)
≤ Cδk+1/2. (4.4.8)

L’estimation précédente n’est pas optimale. Par l’inégalité triangulaire on montre la proposition suivante :

Proposition 4.4.3. Supposons que les hypothèses du théorème 4.3.5 sont vérifiées. Pour i = 1 ou i = 2, il
existe δ0 > 0 et une constante C > 0 telle que, pour tout δ < δ0,∥∥∥∥∥uδi −

k∑
l=0

δlũli

∥∥∥∥∥
H1(Ωγ)

≤ Cδk+1. (4.4.9)

Démonstration. ∥∥∥∥∥uδi −
k∑
l=0

δkũki

∥∥∥∥∥
H1(Ωγ)

≤
∥∥∥∥∥uδi −

k+1∑
l=0

δlũli

∥∥∥∥∥
H1(Ωγ)

+ δk+1
∥∥uk+1

i

∥∥
H1(Ωγ)

.

D’après (4.4.8),

∥∥∥∥∥uδi −
k+1∑
l=0

δlũli

∥∥∥∥∥
H1(Ωγ)

≤ Cδk+3/2 si bien que comme
∥∥ũli∥∥H1(Ωγ)

est bornée, on a

∥∥∥∥∥uδi −
k∑
l=0

δlũli

∥∥∥∥∥
H1(Ωγ)

≤ Cδk+1.

Finalement, en combinant la remarque 4.4.2 et la proposition 4.4.3, on obtient une estimation optimale de
l’erreur de modèle :

Proposition 4.4.4. Supposons que les hypothèses du théorème 4.3.5 sont vérifiées. Pour i = 1 ou i = 2, il
existe δ0 > 0 et une constante C > 0 telle que, pour tout δ < δ0,∥∥∥∥∥uδi −

i∑
l=0

δlul

∥∥∥∥∥
H1(Ωγ)

≤ Cδi+1. (4.4.10)

4.5 Etude des problèmes centrés

Intéressons nous maintenant aux atc centrées, c’est à dire aux conditions de la forme
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ε−1
∞ ∆wδ + ω2µ∞w

δ = f, dans Ω+
αδ ∪ Ω−αδ,[

wδ
]
α

= Sδ
〈
r ∂w

δ

∂r

〉
+Kδ

〈
wδ
〉

+ h,[
r ∂w

δ

∂r

]
α

= Dδ
〈
wδ
〉
− ?Kδ

〈
r ∂w

δ

∂r

〉
+ g,

∂wδ

∂r
+ iωwδ = 0, sur ∂Ω,

(4.5.1)

où les opérateur Sδ, Kδ et Dδ satisfont les hypothèses 4.3.1 et 4.3.3. Nous allons voir qu’il est possible de faire
une analyse proche de celle utilisée pour les problèmes décentrés. En effet, comme〈(

r ∂w
δ

∂r

)+

α
, (v)

+
α

〉
−
〈(

r ∂w
δ

∂r

)−
α
, (v)

−
α

〉
=
〈〈
r ∂w

δ

∂r

〉
α
, [v]−Kδ (v)

−
α

〉
+
〈[
r ∂w

δ

∂r

]
α

+ ?K
〈
r ∂w

δ

∂r

〉
, (v)

+
α

〉
la formulation variationnelle associée au problème (4.5.1) est donnée par : chercher wδ ∈ Vαδ satisfaisant

aαδ(w
δ, v) + bδ

(((
wδ
)+
α
,
(
wδ
)−
α

)
,
(

(v)
+
α , (v)

−
α

))
= `αδ(v) (4.5.2)

pour tout v ∈ Vαδ, où
Vαδ := {v ∈ H1(Ω+

αδ ∪ Ω−αδ) telle < v >α∈ H1(Γ)},

aαδ(w, v) :=

∫
Ωαδ

∇w∇v̄ − w2ε∞µ∞w v̄ dx+ iω

∫
∂Ω

w v̄ ds

pour tous w et v in H1(Ω+
αδ ∪ Ω−αδ),

bδ((φ
+, φ−), (ψ+, ψ−)) :=

〈
Dδ < φ >α, < ψ >α

〉
+
〈
(Sδ)−1([φ]α −Kδ < φ >α), [ψ]α −Kδ < ψ >α

〉
pour tous (φ+, φ−) et (ψ+, ψ−) dans L2(Γ)×H1(Γ), et

`αδ(v) := −
∫

Ωαδ

(fε∞)v̄dx− 〈g, < v >α〉 −
〈
(Sδ)−1h, [v]α −Kδ < v >α

〉
pour tout v ∈ Vαδ. Il est clair que les problèmes centrés relève de l’alternative de Fredholm. En revanche,
contrairement aux problèmes décentrés on ne sait pas montrer l’unicité directement. On peut quand même
obtenir un résultat d’unicité (et donc d’existence) en montrant par l’absurde l’estimation de stabilité suivant :

Proposition 4.5.1. Supposons que les hypothèses 4.3.1 et 4.3.3 sont vérifiées. Pour tout ω, il existe δ0 > 0 et
une constante c indépendante de δ telle que

‖wδ‖H1(Ωαδ) ≤ c
(
‖f‖L2(Ωαδ) + δ−1/2‖g‖H−1(Γ) + δ−1/2‖h‖L2(Γ)

)
. (4.5.3)

pour tout δ ∈]0, δ0].

La preuve est similaire à la preuve de la proposition 4.3.4.

Remarque 4.5.2. L’hypothèse 4.3.1-3, n’est pas indispensable (elle ne servait que pour montrer l’unicité dans
le cas décentré).

A l’aide de cette proposition, on peut facilement montrer que le problème centré d’ordre 1 est bien posé dès lors
que Aα0 > 0 et Bα2 > 0. De même si [`d(V 2

2 )] est positive ou nulle, une technique similaire à celle utilisée dans
la partie 4.2.3.2 peut être utilisée pour se ramener au cadre d’application de la proposition propositions 4.5.1.
Par ailleurs, de la même manière que pour le problème décentré on peut montrer que ces modèles convergent
vers la solution exacte uδ avec des taux de convergence en O(δ2) et O(δ3).
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5.1 Description de la méthode numérique

Nous pouvons maintenant tester numériquement nos modèles. Nous nous restreignons aux cas où la cellule
périodique B est symétrique c’est à dire quandε(−ν, s) = ε(ν, s),

ε(ν,−s) = ε(ν, s),

µ(−ν, s) = µ(ν, s),

µ(ν,−s) = µ(ν, s).
(5.1.1)

Nous testons les 3 modèles différents :

– le modèle décentré d’ordre 1 (4.1.19),

– le modèle décentré d’ordre 2 (4.2.9),

– le modèle centré (4.1.6) (d’ordre 2).

Les simulations sont réalisées à l’aide du code éléments finis Montjoie. Ce logiciel, développé par M. Durufle
([Dur06]), est un outil performant pour la résolution numérique des problèmes de propagation d’ondes en
régime temporel et en régime harmonique. Spécialisé dans les méthodes d’éléments finis d’ordres élevés, il a la
particularité de fonctionner avec des maillages hexaédriques ou des maillages hybrides.

5.1.1 Rappel des principales étapes de l’algorithme

L’algorithme de résolution du problème se décompose en trois grandes étapes :
1. La première partie consiste à calculer par une méthode d’éléments finis les fonctions profils V 1

1 et N = W 0
0

solutions des problèmes suivants :

Trouver V 1
1 ∈ V1

+(B) satisfaisant Trouver N ∈ V1
+(B) satisfaisant

r2
∗div

(
ε−1∇V 1

1

)
= −r∗

∂(ε−1)

∂s
dans D′(R2),

〈 `d(U1) 〉 = 0

〈 `n(U1) 〉 = 0.


r2
∗div

(
ε−1∇N

)
= 0 dans D′(R2),

〈 `d(N ) 〉 = 0

〈 `n(N ) 〉 = 1.

On peut alors en déduire les constantes A0, B0 et B2.

A0 :=
ε∞
r∗

(∫ 1/2

−1/2

N (1/2, s)−N (−1/2, s)ds− 1

)
,

B0 := ε∞r∗

∫
B

(µ∞ − µ), B2 := −ε∞
(∫

B

ε−1
∞ − ε−1

r∗
+ (ε−1

∞ − ε−1)
∂V 1

1

∂s

)
.

Puis, on choisit α pour que les constantes Aα0 , Bα0 et Bα2 soient positives :

Aα0 = A0 +
2α

r∗
, Bα0 = B0 + 2αµ∞ε∞r∗, Bα2 = B2 +

2α

r∗
.

2. On résout un des trois problèmes approchés suivants en utilisant un maillage grossier :

– Le problème d’ordre 1 décentré :

chercher uδ1 ∈ Vαδ satisfaisant

ε−1
∞ ∆uδ1 + ω2µ∞uδ1 = f dans Ω±αδ,

∂ru
δ
1 + iωuδ1 = 0 sur ∂Ω,

[uδ1 ]Γ = δAα0 (r∂ru
δ
1)+

Γ , (a)

[r∂ru
δ
1]Γ = δ

(
−ω2Bα0 (uδ1)−α −Bα2 ∂2

∂θ2 (uδ1)−α
)
. (b)

(4.1.19)
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– Le problème d’ordre 2 décentré (4.2.9) qui dans le cas symétrique devient :

chercher uδ2 ∈ Vαδ satisfaisant

ε−1
∞ ∆uδ2 + ω2µ∞uδ2 = f dans Ω±αδ,

∂ru
δ
2 + iωuδ2 = 0 sur ∂Ω,

(uδ2)+
α − (I +K(uδ2)−α ) = δAα0 (r∂ru

δ
2)+

Γ , (a)

(I + ?K)(r
∂uδ2
∂r

)+
α − (r

∂uδ2
∂r

)−α = δ

(
−ω2Bα0 (uδ2)−α −Bα2

∂2

∂θ2
(uδ2)−α

)
, (b)

(5.1.2)

où l’opérateur K est donné par

K :

L
2(Γ)→ L2(Γ),

u 7→
(
−1 + δ2ω2A

α
0B

α
0

2 +
(

1− δ2A
α
0B

α
2

2
∂2

∂θ2

)−1
)
u

– Le problème centré (d’ordre 2) :

chercher uδ1 ∈ Vαδ satisfaisant

ε−1
∞ ∆uδ1 + ω2µ∞uδ1 = f dans Ω±αδ,

∂ru
δ
1 + iωuδ1 = 0 sur ∂Ω,

[uδ1 ]α = δAα0
〈
r∂ru

δ
1

〉
α
, (a)

[r∂ru
δ
1]α = δ

(
−ω2Bα0

〈
uδ1
〉
α
−Bα2 ∂2

∂θ2

〈
uδ1
〉
α

)
. (b)

(4.1.6)

Les espaces Vαδ et Vαδ sont définis par (4.1.20) et (4.1.7)

Figure 5.1 – Exemple de maillage pour la résolution du problème approché

3. On reconstruit la solution à l’intérieur de l’anneau périodique à l’aide des fonctions profils et de la solution
du problème approché : en effet,

(U0)δ + δ(U1)δ ≈ 〈uδ〉α + δ〈∂ruδ〉α(N )δ + 〈∂θuδ〉α(V 1
1 )δ.

5.1.2 Description de l’expérience

Dans les expériences qui suivent, ε et µ sont choisis constants par morceaux. Plus précisément (cf. Figure 5.2),

ε(ν, s) =


ε∞ |ν| > 1

2
,

ε1 si− 1

4
< ν <

1

4
et − 1

6
< s <

1

6
,

ε2 sinon,

(5.1.3)
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et

µ(ν, s) =


µ∞ |ν| > 1

2
,

µ1 si− 1

4
< ν <

1

4
et − 1

6
< s <

1

6
,

µ2 sinon,

(5.1.4)

Dans la suite nous prendrons ε∞ = µ∞ = 1, µ1 = 2, µ2 = 4, ε1 = 2, ε2 = 4. Nous choisissons la fréquence égale

s = −1

2
s =

1

2

s

ν

(ε∞, µ∞)

(ε1, µ1)

(ε2, µ2)

(ε∞, µ∞)

Figure 5.2 – Géométrie de la cellule périodique

à 1 si bien que ω = 2π. Nous prenons r∗ = 1 re = 3. Enfin, nous nous intéressons à la diffraction par une onde
plane :

ui(x, y) := e2iπx.

Enfin, on appelle N le nombre de cellules périodiques dans l’anneau périodique (δ = 2πr∗/N).

5.1.3 Quelques remarques sur la résolution des problèmes de cellule

5.1.3.1 Utilisation des symétries

Soit B1/2
+ la demi-cellule supérieure :

B
1/2
+ :=

{
(ν, s) ∈ R+

∗ ×]1/2, 1/2[
}

(5.1.5)

Dans le cas d’une cellule périodique symétrique on a vu que V 1
1 était paire en ν et impaire en s (voir Table 3.1),

si bien que (on rappelle que V 1
1 est périodique)

∂νV
1
1 (0, s) = 0 et V 1

1 (ν,−1/2) = V 1
1 (ν, 1/2) = 0.

V 1
1 est donc solution du problème (bien posé) suivant :

r2
∗div

(
ε−1∇V 1

1

)
= −r∗

∂(ε−1)

∂s
dans D′(B1/2

+ ),

V 1
1 (ν,−1/2) = V 1

1 (ν, 1/2) = 0,

ε−1∂νV
1
1 (0, s) = 0.

(5.1.6)

De même, N est impaire en ν si bien que N (0, s) = 0. Comme N est également paire en s, N est donc aussi
solution du problème bien posé suivant

r2
∗div

(
ε−1∇N

)
= 0 dans D′(B1/2

+ ),

ε−1∂sN (ν,−1/2) = ε−1∂sN (ν, 1/2) = 0,

N (0, s) = 0

. (5.1.7)
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5.1.3.2 Réduction à un domaine borné : opérateur de Dirichlet-To-Neumann

Pour pouvoir calculer V 1
1 et N par une méthode classique d’éléments finis, il faut pouvoir travailler en domaine

borné. Pour cela, nous allons tronquer le domaine à l’aide d’un opérateur de Dirichet-To-Neumanm : par une
décomposition en série de Fourier de V 1

1 et N on peut montrer que pour tout ν > 1
2 (i.e dans le domaine où ε

et µ sont constants),
∂V 1

1

∂ν
(ν, s) + T (V 1

1 (ν, s)) = 0,
∂N
∂ν

(ν, s) + T (N (ν, s)) = 1. (5.1.8)

où T , l’opérateur de Dirichlet-To-Neumann est donné par

T :


H

1
2 (]− 1

2 ,
1
2 [)→ H−

1
2 (]− 1

2 ,
1
2 [),

U 7→ T (U) :=
∑
l∈X3

2π|l|
(∫ 1

2

− 1
2

U(ν, s)e−2iπlsds

)
e2iπls.

Un calcul classique montre de plus que l’opérateur T est positif :∫ 1
2

− 1
2

[T (U)] (s) U(s) ds ≥ 0,

Soient ν0 > 1/2 et B1/2,ν0

+ , la demi cellule supérieure tronquée en ν0 :

B
1/2,ν0

+ := {(ν, s) ∈]0, ν0[×]− 1/2, 1/2[}

Finalement, on va résoudre les problèmes suivants :

r2
∗div

(
ε−1∇V 1

1

)
= −r∗

∂(ε−1)

∂s
dans D′(B1/2,ν0

+ ),

V 1
1 (ν,−1/2) = V 1

1 (ν, 1/2) = 0,

ε−1∂νV
1
1 (0, s) = 0,

∂V 1
1

∂ν (ν0, s) + T (V 1
1 (ν0, s)) = 0.

(5.1.9)

et 

r2
∗div

(
ε−1∇N

)
= 0 dans D′(B1/2,ν0

+ ),

ε−1∂sN (ν,−1/2) = ε−1∂sN (ν, 1/2) = 0,

N (0, s) = 0,

∂N
∂ν (ν0, s) + T (N (ν0, s)) = 1.

(5.1.10)

Bien sur, lors d’un calcul numérique, l’opérateur T doit être tronqué. On appelle TL l’opérateur T tronqué à
l’ordre L :

TL :


H

1
2 (]− 1

2 ,
1
2 [)→ H−

1
2 (]− 1

2 ,
1
2 [),

U 7→ TL(U) :=

L∑
l=−L

2π|l|
(∫ 1

2

− 1
2

U(ν, s)e−2iπlsds

)
e2iπls.

L’opérateur TL est lui aussi positif.

Sur la figure 5.3 nous avons représenté les fonctions profils V 1
1 et N sur le domaine ]0, 1[2 dans le cas où

ε(ν, s) =


ε∞ = 1,

ε1 = 0.5,

ε2 = 2,

et µ(ν, s) =


µ∞ = 1,

µ1 = 4,

µ2 = 2.



86 Chapitre 5. Résultats numériques

,
(a) V 1

1 (b) N

Figure 5.3 – Fonctions profils sur le domaine ]0, 1[2

5.2 Modèle d’ordre 1 décentré

5.2.1 Une condition inf-sup discrète

Tout d’abord il est intéressant de montrer un résultat de stabilité uniforme en δ pour le problème discret asso-
cié au problème (4.1.19). Soit (Vhαδ), (h > 0) un sous espace de Vαδ (défini par (4.1.20)) de dimension finie tel que :

-H1 ∀ v ∈ Vαδ il existe une suite de fonctions (vh)h>0 appartenant à (Vhαδ) satisfaisant

lim
h→0

(
‖v − vh‖H1(Ω+

αδ)
+ ‖v − vh‖H1(Ω−αδ)

+ ‖v − vh‖H1(]0,2π[)

)
= 0.

-H2 ∀ v ∈ H1(Ω) il existe une suite de fonctions (vh)h>0 appartenant à (Vhαδ) ∩H1(Ω) telle que

lim
h→0

(
‖v − vh‖H1(Ω+

αδ)
+ ‖v − vh‖H1(Ω−αδ)

+ ‖v − vh‖H1(]0,2π[)

)
= 0.

-H3 La fonction F δ (définie par (4.1.12)) est une bijection de Vhαδ dans Vh0 .

On veut résoudre le problème approché discret suivant : trouver uδh appartenant Vhαδ telle que

∀vh ∈ Vhαδ, aδ(uδh, vh) =

∫
Ω+

αδ
∪Ω−

αδ

fvh dx, (5.2.1)

où aδ est définie par (4.1.22).

Sous les trois hypothèses précédentes, il est alors possible de prouver la condition inf-sup discrète suivante :

Proposition 5.2.1. Sous les hypothèses (H1), (H2) et (H3), il existe δ0 > 0, h0 > 0 et une constante C > 0

telles que

∀ δ < δ0,∀h < h0, inf
uh∈Vhαδ

sup
vh∈Vhαδ

∣∣aδ(uh, vh)
∣∣

‖uh‖Vαδ‖vh‖Vαδ
≥ C. (5.2.2)

La preuve est une conséquence directe de la stabilité du problème non discrétisé (proposition 4.1.2).
En utilisant la proposition précédente, on obtient aisément un résultat d’approximation uniforme en δ :

Proposition 5.2.2. si Vhαδ est un sous espace de Vαδ de dimension finie satisfaisant (H1),(H2) et (H3), alors
il existe δ0 > 0 et h0 > 0 ainsi qu’une constante C > 1 telles que

∀ δ < δ0, ∀h < h0 ‖uδ1 − uδh‖Vhαδ ≤ C inf
vh∈Vhαδ

‖uδ1 − vh‖Vhαδ , (5.2.3)

où uδ1 est la solution du problème approché continu (4.1.19) et uδh est la solution du problème discret (5.2.1).
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Démonstration. Par l’inégalité triangulaire,

‖u− uδh‖Vhαδ ≤ ‖u− vh‖Vhαδ + ‖uδh − vh‖Vhαδ ∀vh ∈ Vhαδ. (5.2.4)

De plus, comme aδ(u− uδh, vh) = 0 ∀vh ∈ Vhαδ,

aδ(vh − uδh, wh) = aδ(vh − u,wh) ∀wh ∈ Vhαδ,∀vh ∈ Vhαδ.

En choisissant wh = vh − uδh et en combinant la continuité (uniforme en δ) de aδ pour la norme Vαδ et la
condition inf-sup discrète (5.2.2) on obtient

‖vh − uδh‖Vαδ ≤ C‖vh − u‖Vαδ ∀vh ∈ Vhαδ. (5.2.5)

En combinant (5.2.4) et (5.2.5) on obtient le résultat attendu.

5.2.2 Résultats qualitatifs

Comme nous l’avons déjà mentionné nous présentons les résultats de notre modèle dans le cas où ε∞ = µ∞ = 1,
ε1 = 0.5, ε2 = 2, µ1 = 4, µ2 = 2 (cf. figure 5.2). Dans un premier temps, nous choisissons α = 1/2, cas pour
lequel nous avons vérifié que les constantes Aα0 > 0, Bα0 > 0 et Bα2 > 0 sont strictement positives.

D’un point de vue qualitatif les résultats sont encourageants : en champ lointain comme en champ proche, les
solutions approchée et "exacte" (nous appelons solution "exacte" une solution de référence calculée avec un
maillage très raffiné) sont très proches.

(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

Figure 5.4 – Solution "exacte" et la solution approchée pour N = 160 (champ total)

Sur la figure 5.4, nous avons représenté les parties réelles des solutions "exacte" et approchée en champ total
dans le cas d’un anneau contenant 160 cellules périodiques (δ ≈ 0.04). On remarque que la solution approchée
est calculée sur le domaine Ωαδ et non sur le domaine Ω tout entier. Nous obtenons une erreur relative H1(Ω)

de 8%. Nous pouvons aussi comparer les champs diffractés (figure 5.5).
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(a) Solution "Exacte" (b) Solution approchée

Figure 5.5 – Solution "exacte" et la solution approchée pour N = 160 (champ diffracté)

Nous pouvons aussi reconstruire le champ proche à l’aide de la formule (cf. figure 5.6)

(U0)δ + δ(U1)δ ≈ 〈uδ〉α + δ〈∂ruδ〉α(N )δ + 〈∂θuδ〉α(V 1
1 )δ.

Comme on pouvait s’y attendre le champ proche d’ordre n’oscille par clairement puisque U0 = 〈u0〉 ne dépend
pas de s.

(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

Figure 5.6 – Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour N=160 en champ proche

Cependant, pour voir les oscillations, on peut tracer δ
(
U1 − 〈u1〉Γ

)
puisque

δ
(
U1 − 〈u1〉Γ

)
≈ δ

(
〈∂u

δ
1

∂θ
〉V 1

1 + 〈∂u
δ
1

∂r
〉W 0

0

)
.

Sur la figure 5.2.2, on a représenté les parties réelles de δ〈∂u
δ
1

∂θ 〉V 1
1 et de δ〈∂u

δ
1

∂r 〉W 0
0 . On peut ensuite additionner

ces deux fonctions pour obtenir une approximation de δU1 (Figure 5.8). On voit alors bien les oscillations.
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(a) δ〈 ∂u
δ
1

∂θ
〉V 1

1 (b) δ〈 ∂u
δ
1

∂r
〉N

Figure 5.7 – Reconstruction du champ proche δ
(
U1 − 〈u1〉Γ

)

(a) δU1 (b) δU1

Figure 5.8 – δ
(
U1 − 〈u1〉Γ

)
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5.2.3 Taux de convergence

Posons,
ΩT :=

{
(x, y) ∈ R2,

√
x2 + y2 ≤ 0.75 ou 1, 25 <

√
x2 + y2 < 3

}
On appelle uδh, la solution du modèle approché discrétisé (5.2.1). On rappelle que

‖uδ − uδh‖H1(ΩT ) ≤ ‖uδ − uδ1‖H1(ΩT ) + ‖uδ1 − uδh‖H1(ΩT ).

où uδ1 est la solution du problème approché continu (4.1.19). L’erreur est décomposée en deux parties :

– L’erreur de modèle ‖uδ − uδ1‖H1(Ωγ) qui domine quand h� δ. Cette erreur doit être proportionnelle à δ2.

– L’erreur d’approximation ‖uδ1 − uδh‖H1(Ωγ) qui domine quand h� δ.

En utilisant un maillage très raffiné, on peut estimer l’erreur de modèle. Sur la figure 5.9, on a tracé le logarithme
des erreurs relatives L2(ΩT ) etH1(ΩT ) en fonction du logarithme du paramètre δ, δ variant entre 0.078 (N = 80)
et 0.008 (N = 720). Nous étudions l’erreur sur le domaine tronqué ΩT et non sur tout le domaine de calcul car
uδ1 n’approche que les deux premiers termes du développement asymptotique en champ lointain (uδ1 n’a aucune
raison d’être proche des premiers termes du développement en champ proche près de l’anneau périodique). On
obtient une droite de pente 2.02 ce qui confirme le fait que notre modèle est d’ordre 1 (on attendait un taux de
convergence de 2).

−2.1 −2 −1.9 −1.8 −1.7 −1.6 −1.5 −1.4 −1.3 −1.2 −1.1
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

ln(δ)/ln(10)

 

 
erreur H1
erreur L2

Figure 5.9 – erreurs relatives L2(ΩT ) et H1(ΩT ) en fonction de δ (échelle logarithmique)

Inversement, on peut étudier l’erreur d’approximation en utilisant un maillage grossier. Supposons que nous
utilisons des éléments finis Qk. Nous savons qu’il existe une constante C > 0 (qui dépend de k) telle que

‖uδ1 − uδh‖H1(ΩT ) ≤ Chk.

Nous voulons savoir si la constante C dépend de δ et en particulier si elle reste bornée quand δ devient petit.
Pour cela, nous étudions, pour différentes valeurs de δ, l’évolution de l’erreur relative L2(ΩT ) entre la solution
"exacte" du problème approché (calculée en utilisant un maillage très fin) et la solution uδh du modèle approché
discrétisé (5.2.1) en fonction de longueur caractéristique h (cf. figure 5.10). On obtient des courbes quasiment
indépendantes de δ ce qui signifie que la constante d’erreur ne se détériore a priori pas quand δ devient petit.
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Figure 5.10 – erreur relative L2 en fonction de h pour différentes valeurs de δ (échelle logarithmique)

Ceci nous laisse penser qu’il n’y a pas de phénomène de verrouillage numérique si bien que notre modèle restera
précis même sur des maillages grossiers.

5.2.4 Impact du paramètre α

Il est intéressant de regarder l’erreur du modèle pour différentes valeurs de α, c’est à dire quand on utilise un
décalage géométrique plus ou moins grand.
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α = 0.5
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Figure 5.11 – Erreur relative en norme L2 en fonction de δ pour α = 0.5(bleu), α = 0.25(rose) et α = 0.01(noir)

Tout d’abord, on n’observe pas d’instabilités même quand les constantes Aα0 et Bα2 ne sont pas positives (c’est à
dire dans le cas, où l’on ne sait pas montrer la stabilité du modèle). En fait, on peut penser que les instabilités
se verront davantage en régime temporel. Par ailleurs, comme on pouvait s’y attendre, plus α est proche de 0,
plus le modèle est précis, l’ordre du schéma restant le même. En résumé, l’introduction du paramètre α permet
de gagner en stabilité (au moins théoriquement) mais rend le modèle moins précis.
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5.3 Modèles d’ordre 2

On peut maintenant étudier le modèle centré (4.1.6) et le modèle décentré d’ordre 2 (5.1.2) . Nous obtenons
aussi des bons résultats, comme on peut le voir sur les figures 5.12 et 5.13.

(a) Solution "exacte" (b) modèle centré (c) modèle d’ordre 2 décentré

Figure 5.12 – Solution "exacte" et solutions approchées obtenues avec les modèles d’ordre 2 centré et décentré
pour N = 160 (champ total)

(a) Solution "exacte" (b) modèle centré (c) modèle d’ordre 2 décentré

Figure 5.13 – Solution "exacte" et solutions approchées obtenues avec les modèles d’ordre 2 centré et décentré
pour N = 160 (champ diffracté)

Tout comme pour le problème d’ordre 1 on vérifie que ces deux modèles sont d’ordre 2 en étudiant l’évolution du
logarithme de l’erreur relative L2(ΩT ) en fonction du logarithme de δ. On vérifie que l’on obtient des droites de
pente 3 (3.05 pour le modèle décentré et 2.9 pour le modèle centré). Cette remarque reste valable pour α = 0.25

et α = 0.01. Tout comme pour le modèle d’ordre 1, nous n’observons pas d’instabilités quand α est petit et que
les constantes Aα0 et Bα0 n’ont pas le bon signe. Par ailleurs, l’erreur diminue quand α diminue. On peut enfin
remarquer que dans le cas du modèle centré pour α = 0.01 (courbe noire de la figure 5.14(a)), la pente de la
droite diminue quand δ devient petit. C’est tout simplement parce qu’on a atteint la précision numérique du
calcul de la solution exacte (10−5). Enfin, au vu de la figure 5.15, il semble que le modèle centré soit toujours
plus précis.
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(a) modèle centré
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(b) modèle décentré

Figure 5.14 – Evolution de l’erreur relative L2(Ω) en fonction de δ pour N compris entre 80 et 720
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Figure 5.15 – Erreur relative en norme L2(ΩT ) en fonction de δ pour le modèle décentré d’ordre 1 (bleu), le
modèle centré (rose) et le modèle décentré d’ordre 2 (noir) (α = 1/2, N compris entre 80 et 720)
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6.1 Description du problème

Nous nous intéressons à la résolution des équations de Maxwell harmoniques dans une boite Ω

Ω :=

{
(x1, x2, x3) ∈ R3,−L1

2
< x1 <

L1

2
, −L2

2
< x2 <

L2

2
, −L3

2
< x3 <

L3

2

}
, (6.1.1)

de faces Σ±x1
, Σ±x2

et Σ±x3
:

Σ±x1
:=
{

(x1, x2, x3) ∈ R3,±x1 = L1

2 , −L2

2 < x2 <
L2

2 , −L3

2 < x3 <
L3

2

}
,

Σ±x2
:=
{

(x1, x2, x3) ∈ R3,±x2 = L2

2 , −L1

2 < x1 <
L1

2 , −L3

2 < x3 <
L3

2

}
,

Σ±x3
:=
{

(x1, x2, x3) ∈ R3,±x3 = L3

2 , −L1

2 < x1 <
L1

2 , −L2

2 < x2 <
L2

2

}
.

(6.1.2)

Γ

Ω

Σ+
x3

Σ−
x3

Σ−
x1

Σ+
x1

Σ−
x2

Σ+
x2

L1

L2

L3

x1

x2

x3

Figure 6.1 – Domaine Ω

Le champ électrique Eδ et le champ magnétique Hδ satisfont les équations de Maxwell :curlEδ − iωµδHδ = 0, dans D′(Ω),

−curlHδ − iωεδEδ = − 1
iωf dans D′(Ω).

(6.1.3)

Les indices du milieu µδ et εδ sont deux fonctions périodiques satisfaisant

µδ(x1, x2, x3) = µ(
x1

δ
,
x2

δ
,
x3

δ
), εδ(x1, x2, x3) = ε(

x1

δ
,
x2

δ
,
x3

δ
), (6.1.4)

où les fonctions µ et ε vérifient
µ(X1 + 1, X2, X3) = µ(X1, X2, X3),

µ(X1, X2 + τ,X3) = µ(X1, X2, X3),

µ(X1, X2, X3) = 1 si |X3| > 1
2 ,


ε(X1 + 1, X2, X3) = ε(X1, X2, X3),

ε(X1, X2 + τ,X3) = ε(X1, X2, X3),

ε(X1, X2, X3) = 1 si |X3| > 1
2 .

(6.1.5)

Le domaine Ω est donc constitué d’une bande périodique ΩδB et de deux domaines homogènes Ωδ± :

ΩδB :=

{
(x1, x2, x3) ∈ R3,−L1

2
< x1 <

L1

2
, −L2

2
< x2 <

L2

2
, −δ

2
< x3 <

δ

2

}
, (6.1.6)

Ωδ± :=

{
(x1, x2, x3) ∈ R3,−L1

2
< x1 <

L1

2
, −L2

2
< x2 <

L2

2
, ±x3 >

δ

2

}
. (6.1.7)

Nous supposons également qu’il existe quatre réels strictement positifs µ± et ρ± tels que

0 < ε− < ε < ε+, et 0 < µ− < µ < µ+,
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δ δ

(εδ, µδ)

Γx3
x2

x1

L1

L2τδ

Figure 6.2 – Domaine Ω

si bien que µδ et εδ sont uniformément bornées supérieurement et inférieurement.

Par ailleurs, nous supposons que le terme source f appartient à L2(Ω) et que le support de f n’intersecte pas
la bande périodique ΩδB .

Enfin, nous imposons les conditions limites périodiques sur les bords latéraux Σ±x1
et Σ±x2

(le choix de ces
conditions est expliqué dans la remarque 6.1.1),

{
Hδ × e1|Σ−x1

= Hδ × e1|Σ+
x1
, Hδ × e2|Σ−x2

= Hδ × e2|Σ−x2

Eδ × e1|Σ−x1
= Eδ × e1|Σ+

x1
, Eδ × e2|Σ−x2

= Eδ × e2|Σ−x2

(6.1.8)

ainsi qu’une condition d’impédance sur les bords inférieur et supérieur Σ±x3
:

Hδ × n−EδT = 0 sur Σ±x3
. (6.1.9)

où n est la normale sortante et (Eδ)T désigne la composante tangentielle de Eδ (Pour toute surface Σ régulière
de normale sortante n, ϕT := (n× ϕ)× n).
Bien sur, les conditions périodiques ne sont raisonnables que si L2 est un multiple de τL1.

Remarque 6.1.1. Le choix des conditions limites périodiques (6.1.8) n’est pas anodin. En effet, ces conditions
limites permettent de construire un développement asymptotique relativement simple qui ne nécessite pas d’in-
troduire des correcteurs sur la frontière du domaine : il n’y a pas de phénomène de couche limite au niveau
des bords Σ±x1

et Σ±x2
. Une autre solution pour éviter ce problème de couche limite serait de travailler dans un

domaine infini en x1 et x2 mais cela compliquerait largement l’analyse. Dans l’annexe B, nous avons étudié un
problème modèle simplifié dans lequel apparaît ce phénomène de couche limite.
Par ailleurs, nous avons décidé d’étudier la diffraction par une couche périodique plane plutôt que par la struc-
ture initiale cylindrique parce que cela rend les calculs moins techniques et l’analyse plus aisée. Nous montrons
quand même des résultats numériques dans le chapitre 10.

6.2 Analyse mathématique du problème modèle

Pour analyser le problème précédent, il est plus pratique d’éliminer une des inconnues, par exemple l’inconnue
Hδ. Le champ Eδ satisfait alors

curl
1

µδ
curlEδ − ω2εδEδ = f dans D′(Ω), (6.2.1)

des conditions limites périodiques sur les bords latéraux
1

µδ
curlEδ × e1|Σ+

x1
=

1

µδ
curlEδ × e1|Σ−x1

, Eδ × e1|Σ+
x1

= Eδ × e1|Σ−x1
,

1

µδ
curlEδ × e2|Σ+

x2
=

1

µδ
curlEδ × e2|Σ−x1

, Eδ × e2|Σ+
x2

= Eδ × e2|Σ−x2
,

(6.2.2)
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et une condition d’impédance sur les bords inférieur et supérieur

curlEδ × n− iω(Eδ)T = 0 sur Σ±x3
. (6.2.3)

On retrouve facilement le champ magnétique à partir de la formule Hδ :=
1

iωµδ
curlEδ.

Nous cherchons Eδ dans l’espace

V :=
{
ϕ ∈ H(curl ,Ω), (ϕT × e1)|Σ+

x1
= (ϕT × e1)|Σ−x1

,

(ϕT × e2)|Σ+
x2

= (ϕT × e2)|Σ−x2
, ϕT ∈ L2(Σ±x3

)
}
. (6.2.4)

Nous munissons V de la norme Vεδ :

‖ϕ‖2V
εδ

:=

∫
Ω

|curlϕ|2 + εδϕ · ϕ+

∫
Σ±x3

|ϕT |2. (6.2.5)

Comme εδ est bornée, on remarque que la norme Vεδ est équivalente à la norme V1 (εδ = 1).

Le problème (6.2.1)-(6.2.2)-(6.2.3) est équivalent au problème variationnel suivant : chercher Eδ ∈ V telle que

∀ϕ ∈ V, aδ(Eδ, ϕ) =

∫
Ω

fϕ, (6.2.6)

où

aδ(ψ,ϕ) =

∫
Ω

1

µδ
curlψ · curlϕ− ω2εδψ · ϕ− iω

∫
Σ±x3

ψT · ϕT . (6.2.7)

On peut montrer que ce problème est bien posé :

Proposition 6.2.1. Le problème (6.2.6) est bien posé. De plus, il existe un réel δ0 > 0 et une constante C
strictement positive, telle que que pour tout δ < δ0 et pour toute fonction ψ ∈ V ,

‖ψ‖V
εδ
≤ C sup

ϕ∈V

aδ(ψ,ϕ)

‖ϕ‖V
εδ

(6.2.8)

La démonstration d’existence et d’unicité à δ fixé est classique (cf. théorèmes 4.7 et 4.12 de [Mon03]). Nous
nous contentons de donner les éléments principaux permettant de prouver le résultat de stabilité indépendant
de δ (6.2.8). Commençons par écrire une décomposition de Helmholtz de V : on définit pour cela l’espace S

S :=
{
p ∈ H1(Ω), p = c sur Σ+

x3
, p = 0 sur Σ−x3

∇p× e1|Σ+
x1

= ∇p× e1|Σ−x1
, ∇p× e2|Σ+

x2
= ∇p× e2|Σ−x2

}
. (6.2.9)

Comme ∇S est un sous espace fermé de V , alors,

V = ∇S ⊕ V εδ0 , (6.2.10)

où

V ε
δ

0 := ∇S⊥ =

{
u ∈ V,

∫
Ω

εδu · ∇p = 0, ∀p ∈ S
}
, (6.2.11)

=
{
u ∈ V, div (εδu) = 0 dans Ω, εδu · e1|Σ+

x1
= εδu · e1|Σ−x1

, εδu · e2|Σ+
x2

= εδu · e2|Σ−x2

}
.

La démonstration de stabilité repose alors essentiellement sur le résultat de compacité suivant :
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Proposition 6.2.2. Soit (δn)n∈N une suite qui tend vers 0 et (un)n∈N une suite bornée de fonctions de V ε
δn

0 .
Alors (un)n∈N admet une sous suite convergeant fortement dans L2(Ω).

Le résultat précédent est bien connu quand ε et µ ne dépendent pas de δ. La difficulté vient du fait que εδ et
µδ dépendent de δ (voir [CDP10] pour des difficultés du même type).

Démonstration. La preuve de cette proposition est une adaptation de la preuve du théorème 4.7 de [Mon03].
Elle repose sur deux arguments clés :

– V 1
0 (Ω) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω) (Théorème 3.47 de [Mon03]).

– La suite (εn)n∈N := (εδn)n∈N est uniformément bornée supérieurement et inférieurement et tend vers
ε0 = 1 presque partout dans Ω.

En utilisant la décomposition de Helmholtz (6.2.10) avec εδn = 1, il existe pn ∈ S et wn ∈ V 1
0 (Ω) telles que

un = wn +∇pn.

Comme ‖∇pn‖2L2(Ω) =
∫

Ω
wn · ∇pn alors

‖∇pn‖L2(Ω) ≤ C ‖un‖L2(Ω) ≤ C.
De plus,

‖wn‖V1(Ω) ≤ ‖un‖V1(Ω) + ‖∇pn‖V1(Ω) ≤ C.

Puisque V 1
0 (Ω) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω), wn admet une sous suite (encore notée (wn)) qui

converge presque partout et fortement dans L2(Ω) vers w. Nous allons montrer que ‖εnun − w‖L2(Ω) tend vers
0. Remarquons d’abord que(

0 ≤
) ∫

Ω

(un −
w

εn
) · (εnun − w) =

∫
Ω

(un −
w

εn
) · (εn(wn +∇pn)− w),

Mais comme
∫

Ω

(un −
w

εn
) · εn∇pn = 0, alors

∫
Ω

(un −
w

εn
) · (εnun − w) =

∫
Ω

(un −
w

εn
) · (εnwn − w).

Or un − w
εn

est bornée dans L2(Ω). De plus, comme εn tend vers 1 presque partout, εnwn tend vers w presque
partout. On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue et montrer que

lim
n→+∞

‖εnwn − w‖L2(Ω) = 0.

Donc,

lim
n→+∞

∫
Ω

(un −
w

εn
) · (εnun − w) = 0.

Enfin, puisque
1

ε+
‖εnun − w‖2L2(Ω) ≤

∫
Ω

(un −
w

εn
) · (εnun − w), alors

lim
n→+∞

‖εnun − w‖L2(Ω) = 0.

Pour conclure il suffit alors d’utiliser l’inégalité triangulaire,

‖un − w‖L2(Ω) ≤ ‖1/εn‖L∞(Ω)︸ ︷︷ ︸
≤C

(
‖(εn − 1)w‖L2(Ω)︸ ︷︷ ︸

→0

+ ‖εnun − w‖L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
→0

)
.

On peut alors montrer de façon classique par l’absurde le résultat de stabilité 6.2.6 :
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Démonstration. (Proposition 6.2.1) La démonstration fait intervenir le résultat de compacité de la proposition
6.2.2 et le fait que le problème limite (avec εδ = 1 et µδ = 1) est bien posé.
Supposons qu’il existe une suite (δn)n∈N tendant vers 0 et une suite (un)n∈N telle que

‖un‖Vεn = 1,

lim
n→+∞

sup
v∈Vεn\{0}

|aδn(un, v)|
‖v‖Vεn

= 0,
(6.2.12)

où εn := εδn . En utilisant la décomposition de Helmholtz (6.2.10), il existe deux suites (wn)n∈N ∈ V δn0 et
(pn)n∈N ∈ S telles que

un = wn +∇pn.

Comme
∫

Ω

∇pn.εn∇pn =

∫
Ω

un · εn∇pn alors,

‖pn‖H1(Ω) ≤ C et ‖wn‖Vεn ≤ C.

Si nous choisissons v = ∇pn, nous avons,

aδ(un,∇pn) = −ω2

∫
Ω

εn(∇pn) · ∇pn, (6.2.13)

si bien que
lim

n→+∞
‖pn‖H1(Ω) = 0. (6.2.14)

Par ailleurs, comme (wn)n∈N est bornée dans V εn0 alors en utilisant la proposition 6.2.2, wn admet une sous
suite (encore notée wn) fortement convergente dans L2(Ω). Nous appelons w sa limite. Nous allons montrer que
w = 0. Remarquons d’abord que, comme curlwn est bornée dans L2(Ω) et (wn)T est bornée dans L2(Σ±x3

)curlun = curlwn ⇀ curlw dans L2(Ω),

(un)T |Σ±x3
= (wn)T |Σ±x3

⇀ (wT )|Σ±x3
dans L2(Σ±x3

).

Par ailleurs, comme µn tend presque partout vers 1, pour tout v ∈ V , vn := 1
µδn

curl v tend fortement vers curl v
dans L2(Ω). De même εnv tend fortement vers v dans L2(Ω). Comme par hypothèse 1

‖v‖Vεn
aδn(un, v) tend vers

0, alors

∀v ∈ V,
∫

Ω

curlw · curl v −
∫

Ω

ω2w · v − iω
∫

Σ±x3

wT · vT = 0.

Or nous savons que ce problème est bien posé, il admet donc comme unique solution w = 0. Ainsi,

lim
n→+∞

‖un‖L2(Ω) = 0.

Par ailleurs,

lim
n→+∞

ω

∫
Ω

|(un)T |2 = lim
n→+∞

|Im aδn(un, un)| = 0.

Et de même,

lim
n→+∞

∫
Ω

|curlun|2 ≤ C lim
n∈N

(
‖un‖L2(Ω) + |Re aδn(un, un)|

)
.

En combinant les trois égalités précédentes et (6.2.14), on a

lim
n→+∞

‖un‖Vεn = 0,

ce qui contredit l’hypothèse ‖un‖Vεn = 1.
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6.3 Démarche et objectifs

Notre objectif est de remplacer la couche mince périodique ΩδB par une condition de transmission approchée
posée sur l’interface médiane Γ,

Γ :=

{
(x1, x2, x3) ∈ R3, x3 = 0, −L1

2
< x1 <

L1

2
, −L2

2
< x2 <

L2

2

}
. (6.3.1)

La construction de cette condition approchée est basée sur un développement asymptotique complet de la
solution en fonction du petit paramètre δ. Dans le chapitre 7, nous construisons et justifions le développement
asymptotique. Nous en déduisons dans le chapitre 8 une condition approchée d’ordre 1. Nous montrons que
cette condition est stable pour δ assez petit.

Pour construire le développement, il est pratique d’introduire les variables dilatées (ou variables rapides) X1,X2

et X3 définies par

X1 :=
x1

δ
, X2 :=

x2

δ
, X3 :=

x3

δ
, (6.3.2)

ainsi que les opérateurs de dérivations surfaciques sur la surface Γ : soient ϕ ∈ D′(Γ)3 et p ∈ D′(Γ)

divΓϕT :=
∂ϕ1

∂x1
+
∂ϕ2

∂x2
, curlΓϕT :=

∂ϕ2

∂x1
− ∂ϕ1

∂x2
, ~curlΓp :=

∂p

∂x2
e1 −

∂p

∂x1
e2. (6.3.3)

Enfin, pour toute fonction u suffisamment régulière, nous définissons alors les saut et moyenne de u de part et
d’autre de ces deux interfaces :

u± = u(x1, x2, 0
±), [u]Γ = u+ − u−, 〈u〉Γ =

1

2

(
u+ + u−

)
.





Chapitre 7

Développement asymptotique

Sommaire
7.1 Ansatz pour le développement asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
7.2 Termes de champ lointain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

7.2.1 Equations pour les champs lointains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
7.2.2 Développement de Taylor des champs lointains au voisinage de l’interface Γ . . . . . . . . . 107

7.3 Termes de champs proches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
7.3.1 Equations satisfaites par les champs proches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
7.3.2 Comportements des champs proches à l’infini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

7.4 Conditions de raccord . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
7.5 Cadre variationnel pour la résolution des problèmes de champs proches . . . . . . . 114

7.5.1 Caractérisation du noyau Na(P) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
7.5.2 Une inégalité de Friedrichs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
7.5.3 Résultat d’existence et d’unicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

7.6 Cadre variationnel pour la résolution des problèmes de champs lointains . . . . . . . 122
7.7 Construction des termes du développement asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . 124

7.7.1 Construction explicite des termes E0, H0, E0 et H0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
7.7.2 Résultat général d’existence et d’unicité du développement asymptotique . . . . . . . . . . 125
7.7.3 Vers la construction explicite du développement asymptotique : construction des termes

E1, H1, E1 et H1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
7.7.4 Expressions explicites des termes du développement asymptotique . . . . . . . . . . . . . . 135

7.8 Justification du développement asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
7.8.1 Résultat principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
7.8.2 Estimation de l’erreur de Raccord . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
7.8.3 Estimation de l’erreur de consistance pour le champ proche . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
7.8.4 Estimation d’erreur optimale pour le champs lointain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

7.9 Annexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
7.9.1 Construction du développement asymptotique : développements formels . . . . . . . . . . . 147
7.9.2 Problèmes de champs proches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
7.9.3 Existence : une étape préliminaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
7.9.4 Construction du développement asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152



106 Chapitre 7. Développement asymptotique

7.1 Ansatz pour le développement asymptotique

Nous souhaitons construire un développement formel de Eδ et Hδ (solutions du problème (6.1.3-6.1.8-6.1.9) à
l’aide de la méthode des développements asymptotiques raccordés. Plus précisément, comme dans le cas scalaire,
nous cherchons Eδ et Hδ sous la forme suivante

Eδ =


∑
n∈N

δnEn(x1, x2, x3) loin de la couche périodique∑
n∈N

δnEn(
x1

δ
,
x2

δ
,
x3

δ
;x1, x2) au voisinage de la couche périodique,

(7.1.1)

et,

Hδ =


∑
n∈N

δnHn(x1, x2, x3) loin de la couche périodique périodique,∑
n∈N

δnHn(
x1

δ
,
x2

δ
,
x3

δ
;x1, x2) au voisinage de la couche périodique,

(7.1.2)

Les champs proches En et Hn sont définis de R3×]− L1/2, L1/2[×]− L2/2, L2/2[ et sont à valeur dans C3. Ils
sont 1-périodiques dans la première variable X1 et τ -périodiques dans la seconde variable X2 (on rappelle que
X1, X2 et X3 sont définies par 6.3.2) si bien qu’on pourra identifier ces fonctions à leur restriction au domaine
B∗ :

B∗ = B×]− L1

2
,
L1

2
[×]− L2

2
,
L2

2
[, B :=

{
(X1, X2, X3) ∈]− 1

2
,

1

2
[×]− τ

2
,
τ

2
[×R

}
(7.1.3)

Nous supposons de plus que les deux développements coïncident dans les zones de raccords ΩM,δ± :

ΩM,δ+ :=

{
(x1, x2, x3) ∈]− L1

2
,
L1

2
[×]− L2

2
,
L2

2
[×]η−(δ), η+(δ)[

}
,

ΩM,δ− :=

{
(x1, x2, x3) ∈]− L1

2
,
L1

2
[×]− L2

2
,
L2

2
[×]− η+(δ),−η−(δ)[

}
, (7.1.4)

où η± sont des fonctions telles que 0 < η− < η+ et,

lim
δ→0

η± = 0, lim
δ→0

η±

δ
= ±∞.

Du fait de la définition de η, les zones de raccords correspondent à un voisinage de Γ (x3 proche de 0) pour
les champs lointains et à X3 grand pour les champs proches. Nous allons maintenant écrire les équations
satisfaites par les champs lointains et les champs proches puis écrire des conditions de raccords qui lient le
comportement des champs proches à l’infini au comportement des champs lointains dans le voisinage de Γ.
Nous allons maintenant écrire les équations satisfaites par les champs lointains et les champs proches puis écrire
des conditions de raccords qui lient le comportement des champs proches à l’infini au comportement des champs
lointains dans le voisinage de Γ.

7.2 Termes de champ lointain

7.2.1 Equations pour les champs lointains

Les champs lointains sont définis dans Ω+ et Ω−,

Ω+ :=

{
(x1, x2, x3) ∈]− L1

2
,
L1

2
[×]− L2

2
,
L2

2
[×]0,

L3

2
[

}
,

Ω− :=

{
(x1, x2, x3) ∈]− L1

2
,
L1

2
[×]− L2

2
,
L2

2
[×]− L3

2
, 0[

}
,
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Il vérifient les équations suivantes
−iωHn + curlEn = 0 dans Ω± ,

−iωEn − curlHn = − δ0
iω
F dans Ω±,

(7.2.1)

ainsi que la condition limite

Hn × n− (En)T = 0 sur Σ±x3
. (7.2.2)

Les équations (7.2.1) et (7.2.2) ne permettent pas de définir En et Hn de manière unique. Il manque (par
exemple) des informations sur les sauts [En × e3]Γ et [Hn × e3]Γ. Ces informations proviendront des conditions
de raccord.

7.2.2 Développement de Taylor des champs lointains au voisinage de l’interface Γ

Pour écrire les conditions de raccord, il est intéressant de connaître le comportement des champs lointains au
voisinage de Γ. Soit h > 0, définissons V±(Γ) par

V+(Γ) := {(x1, x2, x3) ∈ Γ×]0, h[} , V−(Γ) := {(x1, x2, x3) ∈ Γ×]− h, 0[} .

Proposition 7.2.1. Soient E± et H± des fonctions très régulières satisfaisantcurlE− iωH = 0 dans V±(Γ),

−curlH− iωE = 0 dans V±(Γ).

Alors, leur développement de Taylor est donné par

E±(x1, x2, x3) =
∑
k∈N

xk3(Ek)±(x1, x2), H±(x1, x2, x3) =
∑
k∈N

xk3(Hk)±(x1, x2),

avec,

(E0)±T (x1, x2) = E±T (x1, x2, 0) indéterminé,

(H0)±T (x1, x2) = H±T (x1, x2, 0) indéterminé,

(E0)±N (x1, x2) = E±N (x1, x2, 0) =
−1

iω
curlΓ((H0)±T )(x1, x2)),

(H0)±N (x1, x2) = H±N (x1, x2, 0) =
1

iω
curlΓ((E0)±T )(x1, x2)),

et, pour tout k ≥ 1,

(Ek)±T (x1, x2) =
1

k!

∂kET (x1, x2, 0)

∂xk3
=

1

k

(
∇Γ(Ek−1)±N + iω(Hk−1)±T × e3

)
(x1, x2),

(Hk)±T (x1, x2) =
1

k!

∂kHT (x1, x2, 0)

∂xk3
=

1

k

(
∇Γ(Hk−1)±N − iω(Ek−1)±T × e3

)
(x1, x2),

(Ek)±N (x1, x2) =
1

k!

∂kEN (x1, x2, 0)

∂xk3
= −1

k
divΓ(Ek−1)±T (x1, x2),

(Hk)±N (x1, x2) =
1

k!

∂kHN (x1, x2, 0)

∂xk3
=

1

k
divΓ(Ek−1)±T (x1, x2).
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Démonstration. La preuve se fait par simple identification.

Comme dans le cas scalaire, nous faisons l’hypothèse (qui sera vérifiée a posteriori) que les champs lointains
appartiennent à C∞(V±(Γ)), ce qui signifie en particulier qu’ils sont très réguliers dans les zones de raccord. On
peut développer les champs lointains En et Hn en utilisant la proposition précédente :

E±n (x1, x2, x3) =
∑
n∈N

xk3(Ekn)±(x1, x2) et H±n (x1, x2, x3) =
∑
n∈N

xk3(Hk
n)±(x1, x2). (7.2.3)

7.3 Termes de champs proches

7.3.1 Equations satisfaites par les champs proches

Les changements d’échelle rendent la dérivation des équations de champs proches un peu plus délicate que celle
des champs lointains. Commençons par re-définir divΓ, ~curlΓ, curlΓ de manière un peu détournée. Pour toute
fonction vectorielle

U(X1, X2, X3;x1, x2) = U1(X1, X2, X3;x1, x2)e1 + U2(X1, X2, X3;x1, x2)e2 + U3(X1, X2, X3;x1, x2)e3,

on définit
divΓU = ∂x1

U1 + ∂x2
U2, curlΓU = ∂x1

U2 − ∂x2
U1.

De même, pour toute fonction p(X1, X2, X3;x1, x2), on définit

~curlΓp = ∂x2p e1 − ∂x1p e2.

Les opérateurs ainsi définis s’appliquent ici à des fonctions définies dans R3×R2 alors qu’ils sont habituellement
appliqués à des traces de fonctions (dans 6.3.3, ils sont par exemple définies sur Γ).

Pour tout vecteur U de R3, on définit UN et UT , les parties "normale" et "tangentielle" de U :

UT = (e3 × U)× e3, UT = U · e3. (7.3.1)

Enfin on introduit les opérateurs volumiques Div et Curl :

DivU = ∂X1
U1 + ∂X1

U2 + ∂X3
U3, CurlU =

∣∣∣∣∣∣∣
∂X2U

3 − ∂X3U
2

∂X3
U1 − ∂X1

U3

∂X1
U2 − ∂X2

U1

(7.3.2)

Les champs proches En et Hn sont définis sur R3×] − L1/2, L1/2[×] − L2/2, L2/2[. Pour toute fonction
E(X1, X2, X3, x1, x2) dépendant de 5 variables, nous définissons (E)δ(x1, x2) par

(E)δ(x1, x2) := E(
x1

δ
,
x2

δ
,
x3

δ
, x1, x2). (7.3.3)

On remarque alors que

curl (E)δ =

(
1

δ
Curl E +A0E

)δ
, (7.3.4)

avec,

A0E = ~curlΓ(EN ) + curlΓ(ET ) e3.

En introduisant le développement asymptotique dans les équations de Maxwell et en séparant formellement les
différentes puissances de δ, on voit que les champs proches sont solutions des équations suivantes :Curl En = −A0En−1 + iωµHn−1,

−CurlHn = +A0Hn−1 + iωεEn−1,
(7.3.5)
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Pour espérer trouver une solution aux équations précédentes, il faut que les second-membres soient compatibles
(puisque DivCurl En = DivCurlHn = 0), c’est à dire que

Div (−A0En−1 + iωµHn−1) = 0 et Div (A0Hn−1 + iωεEn−1) = 0.

Or, en utilisant l’expression de A0 et en interchangeant les dérivées par rapports aux variables lentes et rapides,
on observe que

−Div (A0En−1) = divΓ ((Curl En−1)T ) = iω µ divΓ(Hn−2)T ,

Mais, en utilisant (7.3.5) et le fait que divΓ
~curlΓ = 0, on a également divΓ ((Curl En−1)T ) = iω µ divΓ(Hn−2)T .

D’où
−Div (A0En−1) = iω µdivΓ(Hn−2)T .

De même,

Div (A0Hn−1) = iω εdivΓ(En−2)T .

On en déduit

Div (εEn) = −ε divΓ(En−1)T et Div (µHn) = −µdivΓ(Hn−1)T .

On va ajouter aux équations (7.3.5) ces deux équations sur la divergence. Remarquez que l’on aurait obtenu ces
mêmes équations si l’on avait introduit le développement formel de champ proche dans les équations div (εδEδ) =

0 et div (µδHδ) = 0. Finalement les champs proches sont solutions des systèmes d’équationsCurl En = −A0En−1 + iω µHn−1,

Div (εEn) = − ε divΓ (En−1)T .
(7.3.6)

et, −CurlHn = +A0Hn−1 + iω ε En−1,

Div (µHn) = −µdivΓ (Hn−1)T .
(7.3.7)

Remarquons que les problèmes (7.3.6) et (7.3.7) sont découplés.
Tout comme pour les champs proches, les équations (7.3.6) et (7.3.7) ne permettent pas de définir En et Hn de
manière unique. En effet, nous allons voir que ces équations admettent un noyau de dimension 3 (Proposition
7.5.3). A titre d’exemple, dans le cas où ε = µ = 1, tout vecteur constant de C3 est solution des équations
(7.3.6) et (7.3.7). En fait les informations manquantes vont nous être données par les conditions de raccord.

7.3.2 Comportements des champs proches à l’infini

7.3.2.1 Définitions et notations

Tout comme pour le cas bidimensionel, nous faisons l’hypothèse que les champs proches En et Hn ne sont pas
exponentiellement croissants quand X3 tend vers ±∞. C’est pourquoi nous allons chercher En(·, ·, ·;x1, x2) dans
l’espaces V +

ε (B) :

V +
ε (B) =

{
E ∈ L2

loc(R3), E 1-périodique en X1 et τ -périodique en X2 tel que

curl E ∈ L2
loc(R3), div εE ∈ L2

loc(R3) et
∫
B

(|E|2 + |curl E|2 + |div εE|2)e−|X3|/2 < +∞
}
, (7.3.8)

De même nous cherchons Hn(·, ·, ·;x1, x2) dans l’espace V +
µ (B) :

V +
µ (B) =

{
H ∈ L2

loc(R3), E 1-périodique en X1 et τ -périodique en X2 tel que

curlH ∈ L2
loc(R3), divµH ∈ L2

loc(R3) et
∫
B

(|H|2 + |curlH|2 + |divµH|2)e−|X3|/2 < +∞
}
. (7.3.9)

Nous introduisons également deux définitions qui seront utiles pour caractériser le comportement des champs
proches dans les zones de raccord :
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Définition 7.3.1. Soit u une fonction se développant en série de Fourier suivant X1 et X2. Pour tout couple
(p, q) ∈ Z2, on note {u}p,q le coefficient de Fourier de u associé à la fonction e2iπ(pX1+ q

τX2) :

u(X1, X2, X3) =
∑

(p,q)∈Z2

{u}p,q(X3)e2iπ(pX1+ q
τX2).

avec,

{u}p,q(X3) =
1

τ

∫ 1/2

−1/2

∫ τ
2

− τ2
u(X1, X2, X3)e−2iπ(pX1+ q

τX2) dX1dX2.

Définition 7.3.2. Soit U appartenant à L2
loc(B). On dit que U satisfait la propriété P∞ s’il existe deux suites

de polynômes (pl,k(ν)±)(l,k)∈Z2 telles que

U = p±0,0(X3) +
∑

(l,k)∈Z2\(0,0)

p±l,k(ν)e2iπ(lX1+k
X2
τ )e

−2π
√
l2X1

2+ k2

τ2X2
2|X3| quand ±X3 >

1

2
, (7.3.10)

On définit alors `±T (U) et `±N (U) par

`±T (U) := e3 × (p±(0)× e3) `±N (U) := e3 · p±(0). (7.3.11)

et les sauts et moyennes de U par

[`T (U)] := `+T (U)− `−T (U), 〈`T (U)〉 =
1

2

(
`+T (U) + `−T (U)

)
,

[`N (U)] := `+N (U)− `−N (U), 〈`N (U)〉 =
1

2

(
`+N (U) + `−N (U)

)
. (7.3.12)

Remarque. Si U(·, ·, ·;x1, x2) vérifie la propriété P∞ pour tout (x1, x2) ∈] − L1/2, L1/2[×] − L2/2, L2/2[, on
définit `±T (U)(x1, x2) et `±N (U)(x1, x2) par

`±T (U)(x1, x2) := `±T (U(·, ·, ·;x1, x2)), `±T (U)(x1, x2) := `±T (U(·, ·, ·;x1, x2)).

De même
[ `T (U) ](x1, x2) = [ `T (U(·, ·, ·;x1, x2)) ], [ `N (U) ](x1, x2) = [ `N (U(·, ·, ·;x1, x2)) ].

7.3.2.2 Développement en série de Fourier des champs proches

En décomposant les champs proches en série de Fourier dans les zones où ε et µ sont constants et en utilisant
les équations de champs proches (7.3.6) et (7.3.7), on obtient le résultat suivant :

Proposition 7.3.3. Soient (En)n∈N et (Hn)n∈N deux suites de champs appartenant respectivement à V +
ε (B)

et V +
µ (B) satisfaisant le système d’équations (7.3.6) et (7.3.7). Alors, pour tout n ∈ N, En et Hn satisfont la

propriété P∞ : plus précisément, il existe des fonctions Cn,k(x1, x2) (∈ C3) et Dn,k(x1, x2), et quatre suites de
polynômes (p±n,l,k(ν;x1, x2))(l,k)∈Z2\(0,0), (q±n,l,k(x3;x1, x2))(l,k)∈Z2\(0,0) tels que

En =

n∑
k=0

C±n,k(x1, x2)X3
k +

∑
(l,k)∈Z2\(0,0)

p±n,l,k(ν;x1, x2)e2iπ(lX1+k
X2
τ )e

−2π
√
l2X1

2+ k2

τ2X2
2|X3| quand ± Z >

1

2
,

Hn =

n∑
k=0

D±n,k(x1, x2)Zk +
∑

(l,k)∈Z2\(0,0)

q±n,l,k(ν;x1, x2)e2iπ(lX1+k
X2
τ )e

−2π
√
l2X1

2+ k2

τ2X2
2|Z| quand ± Z >

1

2
.

(7.3.13)

De plus, ∀ k ≥ 1,

(Cn,k)±T =
1

k

(
∇Γ(Cn−1,k−1)±N + iω(Dn−1,k−1)±T × e3

)
,

(Cn,k)±N =
−1

k
divΓ(Cn−1,k−1)±T , (7.3.14)
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et

(Dn,k)±T =
1

k

(
∇Γ(Dn−1,k−1)±N − iω(Cn−1,k−1)±T × e3

)
,

(Dn,k)±N =
−1

k
divΓ(Dn−1,k−1)T . (7.3.15)

Démonstration. La démonstration est classique. Elle se fait par récurrence. Nous faisons la démonstration dans
le cas X3 >

1
2 , la démonstration pour X3 < − 1

2 est similaire.

1. Initialisation pour n = 0. Ecrivons d’abord E0 sous forme d’une série de Fourier :

E0(X1, X2, X3, x1, x2) =
∑

(p,q)∈{Z
{E0}p,q (X3, x1, x2) e2iπ(pX1+ q

τX2).

Par ailleurs, pour X3 > 1
2 , E0 vérifie div E0 = curl E0 = 0. Donc ses coefficients de Fourier vérifient le

système suivant : 

(
{E0}2p,q

)′
=

2iπq

τ
{E0}3p,q ,(

{E0}1p,q
)′

= 2iπp {E0}3p,q ,

p {E0}2p,q − q
τ {E0}

1
p,q = 0,(

{E0}3p,q
)′

= −2iπ
(
p {E0}1p,q +

q

τ
{E0}2p,q

)
.

On en déduit facilement {E0}p,q.
– p 6= 0 et q 6= 0 :

{E0}p,q =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0,p,qe
−2π

√
p2+ q2

τ2X3 ,

c0,p,q
q

τp
e−2π

√
p2+ q2

τ2X3 ,

c0,p,q
−
√
p2 + q2

τ2

ip
e−2π

√
p2+ q2

τ2X3 ,

avec c0,p,q ∈ C indéterminé.
– p 6= 0 et q = 0 :

{E0}p,q =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0,p,0e

−2π|p|X3 ,

0,

c0,p,0
−|p|
ip

e−2π
√
p2+ q2

τ2 ,

avec c0,p,0 ∈ C indéterminé.
– p = 0 et q 6= 0 :

{E0}0,q =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0,

c0,0,qe
−2π

|q|
τ X3 ,

c0,0,q
−|q|
iq

e−2π
|q|
τ X3 ,

avec c0,0,q ∈ C indéterminé.
– p = q = 0 :

{E0}0,0 = C0,0,

avec C0,0 ∈ C3.
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Evidemment, nous avons un développement similaire pour H0.

2. Hérédité : Le résultat se déduit facilement par des calculs explicites. Nous expliquons simplement les
termes {En}0,0 et {Hn}0,0. Leurs expressions nous seront utiles lors de la construction des conditions de
raccord. Par hypothèse, on sait que

{En−1}0,0 =

n−1∑
k=0

Cn−1,k(x1, x2)X3
k et {Hn−1}0,0 =

n−1∑
k=0

Dn−1,k(x1, x2)X3
k. (7.3.16)

On cherche {En}0,0 et {En}0,0 sous la forme

{En}0,0 =

n∑
k=0

Cn,k(x1, x2)X3
k, {Hn}0,0 =

n∑
k=0

Dn,k(x1, x2)X3
k. (7.3.17)

Alors,

{(curl En)T }0,0 = −{(A0En−1)T }0,0 + iω {(Hn−1)T }0,0 .

Or,

{(curl En)T }0,0 = e3 ×
∂

∂X3
{En}0,0 ,

et

−{(A0En−1)T }0,0 = − ~curlΓ {(En−1)N}0,0 .

Donc

∂

∂X3
{(En)T }0,0 = − ~curlΓ {(En−1)N}0,0 × e3 + iω {(Hn−1)T }0,0 × e3.

ou encore

∂

∂X3
{(En)T }0,0 = ∇Γ {(En−1)N}0,0 + iω {(Hn−1)T }0,0 × e3.

En insérant les développements (7.3.16) et (7.3.17) dans l’égalité précédente et en identifiant les différentes
puissances de X3, on obtient(Cn,0)T indéterminé,

(Cn,k)T =
1

k
(∇Γ(Cn−1,k−1)N + iω(Dn−1,k−1)T × e3) ∀k ≥ 1.

De même,

∂

∂X3
{(En)N}0,0 = −divΓ {(En−1)T } ,

∂

∂X3
{(Hn)T }0,0 = ∇Γ {(Hn−1)N}0,0 − iω {(En−1)T }0,0 × e3,

∂

∂X3
{(Hn)N}0,0 = −divΓ {(Hn−1)T } ,

Donc, (Cn,0)N indéterminé,

(Cn,k)N =
−1

k
divΓ(Cn−1,k−1)T ∀k ≥ 1.
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En appliquant un raisonnement analogue pour Hn, nous obtenons(Dn,0)T indéterminé,

(Dn,k)T =
1

k
(∇Γ(Dn−1,k−1)N − iω(Cn−1,k−1)T × e3) ∀k ≥ 1,(Dn,0)N indéterminé,

(Dn,k)N =
−1

k
divΓ(Dn−1,k−1)T ∀k ≥ 1.

Remarquons que `±T (U) et `±N (U) correspondent aux composantes tangentielles et normales du terme de degré
0 du polynôme p±. Par ailleurs, il est clair que les champs proches En satisfont la propriété P∞ si bien que les
notions de moyennes et de sauts [`T (En)], 〈`T (En)〉 [`N (En)], 〈`N (En)〉 ont un sens.

7.4 Conditions de raccord

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire les conditions de raccord. Tout comme dans le cas scalaire, nous
insistons sur le caractère formel de cette étape. Nous obtenons une première forme des conditions de raccord
en faisant coïncider la partie polynomiale du développement modal des champs proches (7.3.13) (on ne tient
pas compte des termes exponentiellement décroissants) avec le développement de Taylor des champs lointains
(7.2.3) dans les zones de raccord, : ∀ n ∈ N,∀ k ≤ n,

C±n,k =
∂kEn
∂zk

(x1, x2, 0
±),

D±n,k =
∂kHn

∂zk
(x1, x2, 0

±).

(7.4.1)

Néanmoins, cette écriture des conditions de raccord n’est pas optimale. Certaines conditions sont redondantes.
La proposition suivante, démontrée en annexe 7.9.1.1, donne une version plus condensée de ces conditions (on
rappelle que la définition des sauts et moyennes des champs proches est donnée par (7.3.12)) :

Proposition 7.4.1. Les conditions de raccord (7.4.1) sont équivalentes aux conditions de raccords suivantes :
∀n ∈ N, 

[(En)T ]Γ = [`±T (En)], [(Hn)T ]Γ = [`T (Hn)],

〈`±T (En)〉 = 〈(En)T 〉Γ, 〈`±T (Hn)〉 = 〈(Hn)T 〉Γ,
〈`±N (En)〉 = 〈(En)N 〉Γ, 〈`±N (Hn)〉 = 〈(Hn)T 〉Γ.

(7.4.2)

La proposition précédente signifie, qu’à chaque étape n, si les conditions (7.4.2) sont satisfaites pour tout k ≤ n,
alors les séries de conditions suivantes sont automatiquement satisfaites : ∀k ≥ 1,

C±n,k =
∂kEn−k
∂zk

(x1, x2, 0
±), D±n,k =

∂kHn−k
∂zk

(x1, x2, 0
±). (7.4.3)

Autrement dit, à chaque étape n, il suffit de construire des champs En, Hn, En, Hn satisfaisant (7.4.2).

En utilisant les conditions de raccord (7.4.2), nous pouvons aussi rendre un peu plus explicites les conditions
de sauts pour

[
E1
n

]
Γ
,
[
E2
n

]
Γ
,
[
H1
n

]
Γ
et
[
H2
n

]
Γ
: fixons n ∈ N et supposons par ailleurs connues Ek, Hk, Ek et

Hk pour tout k ≤ n. Définissons également la cellule tronquée Bh0 ainsi que ses faces supérieures et inférieures
Γ±h0

:

Bh0 := {(X1, X2, X3) ∈ B0 tels que − h0 < X3 < h0 } , (7.4.4)

Γ±h0
:= {(X1, X2, X3) ∈ B0 tels que X3 = ±h0 } .



114 Chapitre 7. Développement asymptotique

Alors, en intégrant par partie l’équation (7.3.4) sur le rotationnel de En, on a∫
Bh0

curl En · e2 =

∫
Γ+
h0

(e3 × En) · e2 −
∫

Γ−h0

(e3 × En) · e2,

=
[
(C0

n)1
]

+

n∑
k=1

(C+
n,k)1hk0 −

n∑
k=1

(C−n,k)1(−h0)k,

=
[
E1
n

]
Γ

+

n∑
k=1

(C+
n,k)1hk0 −

n∑
k=1

(C−n,k)1(−h0)k.

Ainsi, [
E1
n

]
Γ

=

∫
Bh0

curl En · e2 +

n∑
k=1

(C−n,k)1(−h0)k −
∑
k=1n

(C+
n,k)1hk0 ,

= −
∫
Bh0

A0 (En−1) · e2 +

∫
Bh0

iωµHn−1 · e2 +

n∑
k=1

(C−n,k)1(−h0)k −
∑
k=1n

(C+
n,k)1hk0 .

Comme tous les termes du membre de droite sont connus, nous avons une expressions du saut
[
E1
n

]
Γ
qui ne

dépend que des termes déjà définis Ek, Hk, Ek et Hk, k < n. En faisant la même manipulation, nous obtenons
finalement

[e3 ×En]Γ = gn et [e3 ×En]Γ = hn, (7.4.5)

avec

gn =
1

τ

(∫
Bh0

(
−A0(En−1) + iωµHn−1

)
T

)
−
(

n∑
k=1

(e3 × C+
n,k)hk0 −

n∑
k=1

(e3 × C−n,k)(−h0)k

)
,

hn =
1

τ

(∫
Bh0

(
−A0(En−1)− iωµHn−1

)
T

)
−
(

n∑
k=1

(e3 ×D+
n,k)hk0 −

n∑
k=1

(e3 ×D−n,k)(−h0)k

)
.

Remarque 7.4.2.

– Nous avons ainsi découplé les problèmes de champs lointains des problèmes de champs proches du même
ordre.

– En intégrant l’équation de divergence, nous aurions pu obtenir des conditions de sauts sur
[
E3
n

]
Γ
et
[
H3
n

]
Γ
.

Mais ces conditions sont redondantes puisqu’il suffit de connaître les sauts tangentiels pour déterminer En
et Hn.

Nous allons montrer que les équations de champs proches (7.3.6-7.3.7), les équations de champs lointains (7.2.1)
et les conditions de raccord (7.4.2) permettent de définir à tout ordre les champs En,Hn, En etHn. Au préalable,
nous avons besoin de définir un cadre variationnel pour la résolution des problèmes de champs proches et de
champs lointains.

7.5 Cadre variationnel pour la résolution des problèmes de champs
proches

Dans cette partie, nous définissons un cadre fonctionnel adapté à la résolution des problèmes de champs proches
(7.3.6-7.3.7). Pour ne pas alourdir les notations, nous dirons qu’une fonction (ou distribution) U est périodique
si elle est 1-périodique en X1 et τ -périodique en X2.
Les problèmes de champs proches sont de la forme suivante : chercher U périodique telle queCurl U = f dans D′(R3),

Div (aU) = g dans D′(R3).

où
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– f ∈ (L2
per(R3)3)loc et g ∈ (L2

per(R3))loc (f et g peuvent avoir une croissance polynomiale) où L2
per(R3) est

défini par

L2
per(R3) :=

{
f ∈ D′(R3), f périodique et

∫
B

f2 < +∞
}
. (7.5.1)

– Div f = 0.

– a appartient à L∞per(R3) :=
{
a ∈ L∞(R3), a est périodique

}
.

– a = 1 quand |X3| > 1
2 .

Remarque. Dans les cas qui nous intéressent a = ε ou a = µ.

Dans un premier temps nous allons nous concentrer sur le cas où

f ∈ (L2
per(R3)3) et g ∈ (L2

per(R3)), (7.5.2)

cas qui se prête bien à une résolution variationnelle.

Nous allons pour le moment travailler avec des fonctions qui ne dépendent que des variables rapides X1, X2 et
X3, c’est pourquoi on notera abusivement div à la place de Div et curl à la place de Curl .
Ces problèmes sont des problèmes de type électrostatique. En domaine borné, ils ont par exemple été étudiés
dans [Pic81], [FG97], [Cia05] [KN85].

Nous cherchons U dans l’espace à poids Xa(R3)

Xa(R3) :=

{
U ∈ D′(R3)3,U périodique, curlU ∈ L2(B)3, div (aU) ∈ L2(B),

U√
1 + (X3)2

∈ L2(B)3

}
, (7.5.3)

muni de la norme

‖U‖2Xa =

∥∥∥∥∥ U√
1 + (X3)2

∥∥∥∥∥
2

L2(B)

+ ‖curl U‖2L2(B) + ‖div (aU)‖2L2(B) . (7.5.4)

Nous introduisons également Xa(B)

Xa(B) :=
{
U ∈ D′(B)3, U × e1|Γ−x1

= U × e1|Γ+
x1
, aU · e1|Γ−x1

= aU · e1|Γ+
x1
,

U × e2|Γ−x2
= U × e2|Γ+

x2
, aU · e2|Γ−x2

= aU · e2|Γ+
x2
,

curlU ∈ L2(B)3, div (aU) ∈ L2(B),
U√

1 + (X3)2
∈ L2(B)3

}
,

où Γ±x1
(resp. Γ±x2

) sont les bords de Γ de normale ±e1 (resp. ±e2). Nous munissons Xa(B) de la norme (7.5.4).
Xa(B) muni de cette norme est un espace de Hilbert.

Remarque 7.5.1.

– Si U appartient à Xa(R3) alors U|B appartient à Xa(B). Inversement, si U appartient Xa(B) alors Ũ , la
fonction périodisée de U , appartient à Xa(R3).

– On rappelle la définition des espaces W1(R3) et W1(B) :

W1(R3) =

{
p ∈ D′(R3), p périodique ∇p ∈ L2(B)3,

p√
1 + (X3)2

∈ L2(B)

}
,

W1(B) =

{
p ∈ D′(B), pΓ−x1

= pΓ+
x1
, pΓ−x2

= pΓ+
x2
, ∇p ∈ L2(B)3,

p√
1 + (X3)2

∈ L2(B)

}
.



116 Chapitre 7. Développement asymptotique

On a l’égalité suivante (voir [Ach89]) :

X1(R3) = W1(R3)3 et X1(B) = W1(B)3. (7.5.5)

Nous nous intéressons donc au problème : chercher U ∈ Xa(R3) vérifiant

P :

curl U = f dans D′(R3),

div (aU) = g dans D′(R3).
(7.5.6)

Notons que ce problème est équivalent au problème suivant, posé sur B : chercher U ∈ Xa(B) vérifiant

PB :

curl U = f dans D′(B),

div (aU) = g dans D′(B).
(7.5.7)

Dans un premier temps nous allons caractériser le noyau Na(P) du problème P :

Na(P) :=
{
U ∈ Xa(R3), telles que curl U = 0 dans D′(R3), et div (aU) = 0 dans D′(R3).

}
. (7.5.8)

Puis, nous pourrons montrer que le problème (P) est bien posé dans l’espace X0
a := Na(P)⊥ (orthogonalité par

rapport au produit scalaire induit par la norme (7.5.4)).
Avant d’entreprendre ces deux étapes, nous rappelons un résultat classique que nous allons utiliser plusieurs
fois dans la suite du travail (ce résultat est une généralisation de la proposition 3.5.1 au cas tri-dimensionnel) :

Proposition 7.5.2. Soit f ∈ L2
per(R3) telle que

√
1 + (X3)2f ∈ L2(B) et

∫
B

f = 0 et soit g ∈ L2
per(R3)3 . Il

existe une unique fonction p ∈W1(R3)|C telle que

div (a∇p) = f + div g dans D′(R3).

7.5.1 Caractérisation du noyau Na(P)

Proposition 7.5.3.

Na(P) :=
{
b∇pa1 + c∇pa2 + d∇pa3 , (a, b, c) ∈ C3

}
(7.5.9)

où pa1, pa2 et pa3 sont définies à une constante près par
– pa1 := p̃a1 +X1 où p̃a1 est périodique en X1 et X2 et est solution du problème suivant

p̃a1 ∈W1(R3)|R,

div (a∇p̃a1) = − ∂a

∂X1
dans D′(R3).

– pa2 := p̃a2 +X2 où p̃a1 est périodique et est solution du problème suivant
p̃a2 ∈W1(R3)|R,

div (a∇p̃a2) = − ∂a

∂X2
dans D′(R3).

– pa3 := p̃a3 +X3 où p̃a3 est périodique et est solution du problème suivant
p̃a3 ∈W1(R3)|R,

div (a∇p̃a3) = − ∂a

∂X3
dans D′(R3).

Remarque 7.5.4.
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– Quand a = 1, N1(P) = C3.

– ∇pa1, ∇pa2 et ∇pa3 satisfont la propriété P∞ : pour |X3| > 1
2 , ils se décomposent en un polynôme de degré

0 et une fonction exponentiellement décroissante. De plus, ∀ i ∈ {1, 2, 3},

[`T (∇pai )] = 0, [`N (∇pai )] = 0 (7.5.10)

et 
〈`T (∇pa1)〉 · e1 = 1, 〈`T (∇pa1)〉 · e2 = 0, 〈`N (∇pa1)〉 = 0,

〈`T (∇pa2)〉 · e1 = 0, 〈`T (∇pa2)〉 · e2 = 1, 〈`N (∇pa2)〉 = 0,

〈`T (∇pa3)〉 · e1 = 0, 〈`T (∇pa3)〉 · e2 = 0, 〈`N (∇pa3)〉 = 1.

(7.5.11)

– Dans le cas d’une couche mince, c’est à dire que

a =

{
a0 si |X3| ≤ 1/2,

1 si |X3| ≥ 1/2,

les fonctions pa1, pa2 et pa3 sont données par

pa1 = X1, pa2 = X2, pa3 =


1

a0
X3 si |X3| ≤ 1/2,

X3 +
1

2a0
(1− a0) si |X3| ≥ 1/2.

(7.5.12)

Démonstration. On vérifie d’abord immédiatement que les fonctions de la forme (7.5.9) appartiennent à Na(P).
Il suffit donc de montrer que si U appartient à Na(P), elle s’écrit sous la forme (7.5.9). La démarche est la
suivante : nous écrivons d’abord le développement en série de Fourier de U pour |X3| > 1

2 (c’est à dire dans la
partie de B dans laquelle a = 1). Puis nous utilisons le fait que curlU = 0 pour écrire U sous la forme d’un
gradient : U = ∇p. Connaissant le développement modal de p dans la partie où a est constant, nous déduisons
p de manière explicite en appliquant la proposition 7.5.2.

En utilisant la proposition 7.3.3, nous savons que U admet le développement suivant

U(X1, X2, X3) = U± +
∑

(p,q)∈(Z∗)2

U±p,qe
−2π

√
p2+ q2

τ2 |X3| e2iπ(pX1+ q
τX2) quand ±X3 >

1

2
.

où U± et U±p,q sont des constantes de C3. Les constantes U+ et U− ne sont pas indépendantes : en intégrant
les équations curlU = 0 et div (aU) = 0 sur la cellule tronquée Bh0

(définie par 7.4.4), on montre que [U ] = 0

si bien que U± = U .

Par ailleurs, d’après [GR86], comme curlU = 0, il existe p ∈ H1
loc(R3), définie à une constante près, telle que

U = ∇p. Nous allons trouver une expression explicite de p. En utilisant le développement modal de U , nous
connaissons le comportement de p quand |X3| > 1

2 :

p(X1, X2, X3) = C± + U1X1 + U2X2 + U2X3 +
∑

(m,n)∈Z2\(0,0)

p±m,ne
−2π

√
m2+n2

τ2 |X3|e2iπ(mX1+n
τ X2)

Pour déterminer p de manière unique nous imposons C+ = −C− (ce choix est complètement arbitraire).
Définissons p̃ := p − U1X1 − U2X2 − U3X3. La proposition 7.9.2 nous assure que p̃ est périodique. Donc p̃
appartient à W 0

1 (B) et satisfait

div (a∇p̃) = −U1 ∂a

∂X1
− U2 ∂a

∂X2
− U3 ∂a

∂X3
dansD′(R3).

Or, par la proposition 7.5.2, nous savons que ce problème admet une solution unique qui est donnée par
p̃ = U1∇p̃a1 + U2∇p̃a2 + U3∇p̃a3 avec p̃a1 , p̃a2 et p̃a3 sont définies dans l’énoncé de la proposition. Donc

p = U1(p̃a1 +X1) + U2(p̃a2 +X2) + U3(p̃a3 +X3).
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Remarque 7.5.5. Il est intéressant de remarquer que le noyau du problème P dans V +
ε (B) est égal à Nε(P).

De même, le noyau du problème P dans V +
µ (B) est égal à Nµ(P).

7.5.2 Une inégalité de Friedrichs

On comprend bien maintenant que le problème P n’a pas une unique solution dans Xa(R3). Par contre, il parait
logique d’obtenir une solution unique dans l’orthogonal X0

a(R3) du noyau de Na(P) :

X0
a(R3) :=

{
U ∈ Xa(R3) telles que

∫
B

U
1 + (X3)2

· ∇pai = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3}
}
. (7.5.13)

On introduit aussi

X0
a(B) :=

{
U ∈ Xa(B) telles que

∫
B

U
1 + (X3)2

· ∇pai = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3}
}
. (7.5.14)

Pour cela on peut montrer l’inégalité de Friedrichs suivante :

Proposition 7.5.6. il existe C > 0 tel que pour tout U ∈ X0
a(B)∥∥∥∥∥ U√

1 + (X3)2

∥∥∥∥∥
L2(B)3

≤ C
(
‖div (aU)‖L2(B) + ‖curlU‖L2(B)

)
(7.5.15)

Démonstration. Ce type de résultat est classique en domaine borné ([Web80],[Sar82], [Kri84], [KN85]). Dans
notre preuve nous utiliserons d’ailleurs sans le démontrer le résultat ci-dessous :

Proposition 7.5.7. Soient Ω ⊂ R3 un domaine borné simplement connexe et ε une matrice définie positive
continue par morceaux dans Ω. Soit u appartenant à H(curl ,Ω) telle que div (εu) appartienne à L2(Ω) et
n× u = 0 sur ∂Ω. Alors, il existe une constante C qui dépend uniquement de Ω et de ε telle que

‖u‖L2(Ω) ≤ C
(
‖curlu‖L2(Ω) + ‖div (εu)‖L2(Ω)

)
.

Nous pouvons à présent démontrer la proposition 7.5.6 par l’absurde. Supposons qu’il existe une suite (Un)n∈N
telle que

(a) :

∥∥∥∥∥ Un√
1 + (X3)2

∥∥∥∥∥
L2(B)

= 1,

(b) : lim
n→+∞

‖div (aUn)‖L2(B) = 0 et lim
n→+∞

‖curlUn‖L2(B) = 0 .

Comme Un/
√

1 + (X3)2 est bornée dans L2(B)3 alors Un/
√

1 + (X3)2 converge faiblement vers V dans L2(B).
On appelle U =

√
1 + (X3)2V. U appartient à X0. Par ailleurs, en utilisant l’hypothèse (b), curlU = 0 et

div (aU) = 0. Donc U ∈ Xa(B) ∩Na(P) et par suite U = 0.

Définissons deux fonctions de troncature χ1 et χ2 (Fig.7.1(b)) à valeur dans [0, 1] satisfaisant :

χ1(X3) =

{
1 si 3 ≤ |X3| ≤ 4,

0 si |X3| ≤ 2 ou |X3| ≥ 5.
χ2(X3) =

{
1 si |X3| ≤ 3,

0 si |X3| ≥ 4,
(7.5.16)

Remarquons que les supports de ∇χ1 et de ∇χ2 sont inclus dans la zone où a = 1. On introduit aussi les
domaines B1, B2 B3 et B4 ainsi que les bords Γ±1 (cf. Fig. 7.1(a)) :

B1 := {(X1, X2, X3) ∈ B tels que 2 ≤ |X3| ≤ 5} , B2 := {(X1, X2, X3) ∈ B tels que 3 ≤ |X3| ≤ 4} ,

B3 := {(X1, X2, X3) ∈ B tels que |X3| ≤ 4} , B4 := {(X1, X2, X3) ∈ B tels que |X3| ≥ 3} ,

Γ±1 := {(X1, X2, X3) ∈ B tels que ±X3 = 2 ou±X3 = 5} .
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(a) B1, B2, B3 et B4
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(b) χ1 et χ2

Figure 7.1 – Fonctions de troncature et sous domaines de B

Soient Wn = (1− χ2)Un et Zn = χ2Un. On va montrer que

lim
n→+∞

∥∥∥∥∥ Wn√
1 + (X3)2

∥∥∥∥∥
L2(B)

= lim
n→+∞

∥∥∥∥∥ Zn√
1 + (X3)2

∥∥∥∥∥
L2(B)

= 0. (7.5.17)

On obtiendra alors immédiatement une contradiction car

lim
n→+∞

∥∥∥∥∥ Un√
1 + (X3)2

∥∥∥∥∥
L2(B)

≤ lim
n→+∞

∥∥∥∥∥ Wn√
1 + (X3)2

∥∥∥∥∥
L2(B)

+ lim
n→+∞

∥∥∥∥∥ Zn√
1 + (X3)2

∥∥∥∥∥
L2(B)

.

Tout d’abord, on introduit l’espace

W 1
0 (B4) :=

{
w ∈ H1

loc(B4) périodiques telles que w(X1, X2,±3) = 0,

∫
B4

|w|2
1 + (X3)2

+ |∇w|2 < +∞
}

On munit W 0
1 (B4) de la norme ‖w‖W 0

1 (B4) = ‖∇w‖W 0
1 (B4). Par intégration par parties (cf. lemme 5.4.2 de

[Néd01]) et en utilisant la densité des fonctions de C∞per(B4) dans W 1
0 (B4) (cf. [Ben07]), on peut montrer que

toute fonction w ∈W 0
1 (B4) satisfait

‖∇w‖2L2(B4) = ‖curlw‖2L2(B4) + ‖divw‖2L2(B4) .

Comme il est clair que Wn ∈W 0
1 (B4), alors

‖∇Wn‖2L2(B) = ‖∇Wn‖2L2(B4) = ‖curlWn‖2L2(B4) + ‖divWn‖2L2(B4) ,

Mais,
divWn = (1− χ2)divUn +∇χ2 · Un

Or ∇χ2 · Un est à support dans B2 et (1 − χ2)divUn = (1 − χ2)div (aUn) puisque le support de (1 − χ2) est
inclus dans la zone où a = 1. Donc,

‖divWn‖2L2(B4) ≤ ‖div (aUn)‖2L2(B) + ‖χ′2‖
2
L∞(R) ‖Un‖

2
L2(B2)

De même,
‖curlWn‖2L2(B4) ≤ ‖curlU‖

2
L2(B) + ‖χ′2‖

2
L∞(R) ‖Un‖

2
L2(B2)

si bien que
‖∇Wn‖2L2(B) ≤ ‖curlUn‖

2
L2(B) + ‖div (aUn)‖2L2(B) + 2 ‖χ′2‖

2
L∞(R) ‖Un‖

2
L2(B2) .

Puis en utilisant l’inégalité de Hardy (voir [Bre99]),∥∥∥∥∥ Wn√
1 + (X3)2

∥∥∥∥∥
2

L2(B)

≤ C
(
‖curlUn‖2L2(B) + ‖div (aUn)‖2L2(B) + 2 ‖χ′2‖

2
L∞(R) ‖Un‖

2
L2(B2)

)
. (7.5.18)
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Par ailleurs Zn = χ2Un est à support dans B3 et satisfait Zn × e3 = 0 sur les bords inférieur et supérieur de
B4. Alors, la proposition 7.5.7 (que l’on peut facilement généraliser aux fonctions périodiques) donne

‖Zn‖2L2(B) = ‖Zn‖2L2(B3) ≤ C
(
‖curlZn‖2L2(B3) + ‖div (aZn)‖2L2(B3)

)
,

≤ C
(
‖curlUn‖2L2(B) + ‖div (aUn)‖2L2(B) + ‖χ′2‖

2
L∞(R) ‖Un‖

2
L2(B2)

)
. (7.5.19)

Pour terminer la preuve et montrer (7.5.17), il suffit de montrer que ‖Un‖2L2(B2) tend vers 0. En effet, si
‖Un‖2L2(B2) tend vers 0, alors les membres de droite des inégalités (7.5.19) et (7.5.19) tendent vers 0 (par
l’hypothèse (b) ‖div (aUn)‖L2(B) et ‖curlUn‖L2(B) tendent vers 0).

Posons Vn = χ1Un. Comme la norme L2 à poids de Un est bornée dans B, alors dans tout domaine borné, la
norme L2 de Un est bornée. Donc,

‖Vn‖L2(B1) + ‖divVn‖L2(B1) + ‖curlVn‖L2(B1) ≤ C, et Vn × n = 0 sur Γ±1 .

Par conséquent, Vn est bornée dans H1(B1) (on applique la proposition 7.5.7 en remarquant que B1 est l’union
de deux polyèdres convexes). Donc Vn tend fortement vers une fonction W dans L2(B±1 ). Mais comme on
sait que Un tend faiblement vers 0 dans tout sous ensemble borné de B, alors Vn tend fortement vers 0 et en
particulier

lim
n→+∞

‖Un‖L2(B2) = 0. (7.5.20)

ce qui termine la preuve.

En utilisant l’inégalité de Friedrichs (7.5.15), on déduit immédiatement par le théorème de Lax-Milgram un
premier résultat d’existence et d’unicité :

Proposition 7.5.8. Soient trois fonctions f , g et h telles que
– f ∈ L2(B), g ∈ L2(B),

–
√

1 + (X3)2h ∈ L2(B).
Alors, le problème variationnel, chercher U ∈ X0

a telle que, ∀V ∈ X0
a ,∫

B

curlU · curlV +

∫
B

div (aU) · div (aV ) =

∫
B

f · curlV +

∫
B

g · div (aV ) +

∫
B

h · V

admet une solution unique.

7.5.3 Résultat d’existence et d’unicité

Proposition 7.5.9. Soit f et g deux fonctions vérifiant
– f ∈ L2

per(R3),
– div f = 0,
– g ∈ L2

per(R3).
Le problème, chercher U ∈ X0

a(B) telle quediv aU = g dans D′(B),

curlU = f dans D′(B).
(7.5.21)

admet une solution unique.

Démonstration. La preuve est une adaptation de la preuve du théorème 5 de [Cia05] au domaine non borné B.
1. Passage à un problème variationnel : soit U une solution de (7.5.21) et ϕ ∈ X0

a(B). Alors

∀ϕ ∈ X0
a(B)

∫
B

curlU · curlϕ+

∫
B

div (aU) · div (aϕ) =

∫
B

f · curlϕ+

∫
B

gdiv (aϕ) (7.5.22)
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2. Résolution du problème variationnel : d’après la proposition précédente 7.5.8, (7.5.22) admet une solution
unique.

3. Retour à l’équation aux dérivées partielles initiale :

– Equation sur la divergence : soit U la solution du problème variationnel (7.5.22). Nous montrons que
U est solution de (7.5.21). Remarquons d’abord que l’équation (7.5.22) reste vraie pour toute fonction
test ϕ appartenant à Xa(B) : en effet, pour i = 1, 2 ou 3, div a∇pai = curl∇pai = 0. Soit h une fonction
de D(B) telle que

∫
B
h = 0. Alors il existe p ∈ W 1(B) telle que div (a∇p) = h. Dans l’égalité (7.5.22),

on peut donc prendre ϕ = ∇p. Donc,∫
B

(div (aU)− g)h = 0 ∀h ∈ D(B) telle que
∫
B

h = 0

Mais, dans l’annexe 8.7.1, on démontre le lemme 7.9.3 que l’on rappelle ici :

Lemme. Soit h une fonction L2(B) à support compact. Alors il existe une suite de fonctions (hn)n∈N
telles que

–
∫
B

hn = 0,

– hn est à support compact (le support varie avec n),
– lim
n→+∞

‖hn − h‖L2(B) = 0.

En utilisant le lemme précédent et le fait que div (aU)− g ∈ L2(B), l’égalité précédente est vraie pour
toute fonction de D(B). Cela signifie exactement que

div (aU) = g dans D′(B)

– Equation sur le rotationnel : On rappelle d’abord le lemme 7.9.5 démontré en annexe 8.7.1 :

Lemme. Soit f ∈ L2
per(R3)3 vérifiant div f = 0. Alors il existe wa ∈ Xa(R3) telle quediv (awa) = 0 dans D′(R3),

curl (wa) = f dans D′(R3)3.

Comme div f = 0, le lemme précédent nous garantit l’existence d’une fonction W ∈ Xa(B) telle que

curlW = f et div (aW ) = 0.

Donc W − U1 ∈ Xa(B) et ∫
B

curlW · curlϕ =

∫
B

f · curlϕ ∀ϕ ∈ Xa,∫
B

curlU1 · curlϕ =

∫
B

f · curlϕ ∀ϕ ∈ Xa.

En faisant la différence entre les deux équations et en prenant ϕ = W − U1, on obtient∫
B

|curl (W − U1)|2 = 0.

Et donc
curlU1 = curlw = f dans D′(B).

On déduit immédiatement la propriété suivante :

Proposition 7.5.10. Soient f et g deux fonctions vérifiant
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– f ∈ L2
per(R3),

– div f = 0,
– g ∈ L2

per(R3),
– f et g satisfont la propriété P∞ (définie en 7.3.10),

et deux constantes aT = (a1, a2) ∈ C2 et aN ∈ C. Le problème, chercher U ∈ Xa(B) telle que

div aU = g dans D′(B),

curlU = f dans D′(B),

〈`T (U)〉 = aT ,

〈`N (U)〉 = aN ,

(7.5.23)

admet une solution unique qui vérifie

‖U‖Xa ≤ C
(
|aN |+ |aT |+ ‖g‖L2(B) + ‖f‖L2(B)

)
(7.5.24)

Ainsi, les problèmes de champs proches (7.3.6) et (7.3.7) vont être bien définis aux trois fonctions du noyau près.
En imposant de plus les quantités 〈`T (En)〉, 〈`N (E)〉, 〈`T (Hn)〉, 〈`N (H)〉, on détermine par contre complètement
la solution. Ces données sont d’ailleurs fournies par les conditions de raccord (7.4.2).
Noter par ailleurs que les sauts [`T (En)] et [`T (En)] (contrairement aux moyennes) ne peuvent pas être imposées,
les fonctions du noyau Na(P) n’ayant pas de saut (cf. (7.5.11)). En fait ces données découlent de la résolution
des problèmes de champs proches. Elle seront utilisées pour la construction des champs lointains.

7.6 Cadre variationnel pour la résolution des problèmes de champs
lointains

Les problèmes de champs lointains sont de la forme suivante (une fois réécrits sous la forme d’une équation
d’ordre 2) : Chercher E vérifiant 

curl curlE− ω2E = f dans Ω±,

[(E)T ]Γ = g1 sur Γ,

[curlE× n]Γ = g2 sur Γ,

curlE× n = iω(E)T sur Σ±x3
.

(7.6.1)

ainsi que les conditions périodiques E× e1|Σ−x1
= E× e1|Σ+

x1
, curlE× e1|Σ−x1

= curlE× e1|Σ+
x1
,

E× e2|Σ−x2
= E× e2|Σ+

x2
, curlE× e2|Σ−x2

= curlE× e2|Σ+
x2
,

(7.6.2)

Par convention n est la normale sortant sur Σ±x3
et n := e3 sur Γ.

Il est naturel de chercher E dans l’espace variationnel H(Ω) défini par

H(Ω) :=
{
E ∈ H(curl ,Ω+) ∩H(curl ,Ω−) telles que (E)T ∈ L2

t (Σ
±
x3

),

E× e1|Σ−x1
= E× e1|Σ+

x1
et E× e2|Σ−x2

= E× e2|Σ+
x2

}
. (7.6.3)

Proposition 7.6.1. Si g1 ∈ H1/2(Γ), g2 ∈ H−1/2(divΓ,Γ) et f ∈ L2(Ω±) est à support compact dans Ω±, alors
le problème 7.6.1 admet une unique solution appartenant à H(Ω).
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Démonstration. Commençons par introduire l’espace H(Ω) :

H(Ω) :=
{
E ∈ H(curl ,Ω), telles que ET ∈ L2

t (Σ
±
x3

),

E× e1|Σ−x1
= E× e1|Σ+

x1
et E× e2|Σ−x2

= E× e2|Σ+
x2

}
. (7.6.4)

Nous munissons l’espace H(Ω) de la norme

‖E‖2H(Ω) = ‖E‖2L2(Ω) + ‖curlE‖2L2(Ω) + ‖ET ‖2L2(Σ) .

Pour nous ramener à cet espace variationnel, nous relevons le saut g1. Nous définissons d’abord g̃1 := (g1
1 , g

2
1 , 0)T

puis le relèvement R(g1) ∈ H1
per(Ω

±)

R(g1) :=

g̃1χ(z) dans Ω+,

0 dans Ω−.

où χ est une fonction de troncature très régulière valant 1 dans un voisinage de Γ et s’annulant dans un voisinage
de Σ. Le relèvement ainsi construit vérifie

‖R(g1)‖H1(Ω±) ≤ C ‖g1‖H1/2(Γ) .

et

[curlR(g1)× n]Γ = curlΓ(g1)e3 × e3 = 0.

Nous cherchons E sous la forme suivante :

E = Ẽ +R(g1). (7.6.5)

Il est clair que
[
ẼT

]
Γ

= 0 et donc que si E ∈ H(Ω), Ẽ ∈ H(Ω). De plus Ẽ vérifie

curl curl Ẽ− ω2Ẽ = f̃ dans Ω±,[
curl Ẽ× n

]
Γ

= g2 sur Γ,

curl Ẽ× n = ik(Ẽ)T sur Σ±x3
.

curl Ẽ× e1|Σ−x1
= curl Ẽ× e1|Σ+

x1
, curl Ẽ× e2|Σ−x2

= curl Ẽ× e2|Σ+
x2
.

(7.6.6)

où, f̃ := f −
(
curl curlR(g1)− ω2R(g1)

)
appartient à L2(Ω).

Alors, ∀ϕ ∈ H

a(Ẽ, ϕ) = L(ϕ), (7.6.7)

où a et L sont définies par,

a(Ẽ, ϕ) :=

∫
Ω

curl Ẽ · curlϕ− ω2

∫
Ω

Ẽ · ϕ− ik
∫

Σ

ẼT · ϕT

et,

L(ϕ) :=

∫
Ω

f̃ · ϕ+ 〈g̃2, ϕT 〉Γ,

où < ·, · >Γ désigne le produit de dualité entre H−1/2(divΓ,Γ) et H−1/2(curlΓ,Γ). Or nous savons (en utilisant
le chapitre 4 de [Mon03]) que le problème 7.6.7 a une solution unique. Il est ensuite possible de retrouver l’EDP
7.6.6 facilement en utilisant des fonctions tests bien choisies. On a donc réussi à construire une solution au
problème 7.6.1 sous la forme E := Ẽ +R(g1). Par ailleurs, comme on peut montrer que ce problème admet au
plus une solution dans H(Ω), 7.6.1 est bien posé.
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7.7 Construction des termes du développement asymptotique

Nous pouvons maintenant construire les différents termes du développement asymptotique. Nous commençons
par construire les termes d’ordre 0 puis nous donnons un résultat général d’existence et d’unicité. Enfin, nous
obtenons une expression semi-explicite de tous les termes du développement.
Nous cherchons les termes de champ lointain En et Hn dans l’espaceH(Ω) défini par (7.6.3). Les champs proches
En sont dans l’espace C∞(Γ, V +

ε (B)) et les champs Hn sont dans l’espace C∞(Γ, V +
µ (B)) , où V +

µ (B) et V +
ε (B)

sont définis par (7.3.9-7.3.8).

Une nouvelle écriture des problèmes récurrents

Nous souhaitons construire, pour tout n ∈ N le système d’équations constituées des équations de champs
lointains (7.2.1), des équations de champs proches (7.3.6-7.3.7) et des conditions de raccord (7.4.2). On va
en fait réécrire ce système (7.2.1-7.3.6-7.3.7-7.4.2) en tenant compte de l’analyse faite dans les parties 7.6 et
7.5 et en particulier du fait qu’il faut spécifier les sauts tangentiels pour les champs lointains et les moyennes
tangentielles et normales pour les champs proches. On va alors résoudre le système récurrent suivant :
∀n ∈ N, chercher En ∈ H(Ω), Hn ∈ H(Ω), En ∈ C∞(Γ, V +

ε (B)), Hn ∈ C∞(Γ, V +
µ (B)) tels que

curl curlEn − ω2En = δn0F,

[(En)T ]Γ = gn × e3,

[curlEn × e3]Γ = iωhn,

curlEn × e1|Σ+
x1

= curlEn × e1|Σ−x1
,

curlEn × e2|Σ+
x2

= curlEn × e2|Σ−x2
,

curlEn × n− iω(ETn ) = 0 sur Σ±x3
,

Hn :=
1

iω
curlEn

curl En = −A0En−1 + iω µHn−1,

div (εEn) = − ε divΓ (En−1)T .
(7.7.1)

−curlHn = +A0Hn−1 + iω ε En−1,

div (µHn) = −µ divΓ (Hn−1)T .



〈`±T (En)〉 = 〈(En)T 〉Γ
〈`±T (Hn)〉 = 〈(Hn)T 〉Γ
〈`±N (En)〉 = − 1

iω curlΓ〈(Hn)T 〉Γ
〈`±N (Hn)〉 = 1

iω curlΓ〈(En)T 〉Γ

avec,

gn =
1

τ

(∫
Bh0

(
−A0(En−1) + iωµHn−1

)
T

)
−
(

n∑
k=1

(e3 × C+
n,k)hk0 −

n∑
k=1

(e3 × C−n,k)(−h0)k

)
,

hn =
1

τ

(∫
Bh0

(
−A0(En−1)− iωµHn−1

)
T

)
−
(

n∑
k=1

(e3 ×D+
n,k)hk0 −

n∑
k=1

(e3 ×D−n,k)(−h0)k

)
. (7.7.2)



7.7. Construction des termes du développement asymptotique 125

7.7.1 Construction explicite des termes E0, H0, E0 et H0

7.7.1.1 Construction de E0 et H0

D’après (7.7.1), E0 satisfait les conditions de sauts suivantes,

[n×E0]Γ = [n× curlE0]Γ = 0 sur Γ,

E0 est donc l’unique solution du problème : chercher E0 ∈ H(Ω) telle quecurl curlE0 − ω2E0 = F dans Ω±,

curlE0 × n− iωE0 = 0 sur Σ.
(7.7.3)

Le problème limite est donc comme prévu le problème sans couche mince périodique. On en déduit alors H0

H0 :=
1

iω
curlE0. (7.7.4)

7.7.1.2 Construction de E0 et H0

E0 vérifie le système d’équations : chercher E0 ∈ V +
ε (B)curl E0 = 0 dans B,

div (εEn) = 0 dans B,

et les conditions de raccords

〈`T (E0)〉 = 〈(E0)T 〉Γ, 〈`±N (E0)〉 = − 1

iω
curlΓ〈(H0)T 〉Γ

On remarque que les variables macroscopiques x1 et x2 interviennent maintenant comme des paramètres. La
proposition 7.5.3 et la remarque 7.5.5 donnent

E0 = 〈E1
0〉Γ∇pε1 + 〈E2

0〉Γ∇pε2 −
1

iω
curlΓ〈(H0)T 〉Γ∇pε3. (7.7.5)

Dans l’expression précédente, nous avons séparé les variables rapides des variables lentes. Par ailleurs, cette
expression ne fait intervenir que les dérivées tangentielles des composantes tangentielles de 〈E0〉Γ et 〈H0〉Γ sur
l’interface Γ.
Le champ H0 ∈ V +

µ (B) vérifie quant-à luicurlH0 = 0 dans B,

div (µH0) = 0 dans B.

et les conditions de raccords

`T (H0) = 〈H0T 〉, 〈`±N (E0)〉 =
1

iω
curlΓ〈(E0)T 〉,

si bien qu’en utilisant de nouveau la proposition 7.5.3 et la remarque 7.5.5,

H0 = 〈H1
0〉Γ∇pµ1 + 〈H2

0〉Γ∇pµ2 +
1

iω
curlΓ〈(E0)T 〉Γ∇pµ3 . (7.7.6)

7.7.2 Résultat général d’existence et d’unicité du développement asymptotique

Proposition 7.7.1. Pour tout entier naturel n, le problème (7.7.1) est bien posé.
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Démonstration. Il est clair que si le problème (7.7.1) admet une solution alors cette solution est unique. Il reste
à montrer l’existence par récurrence. La démonstration se fait par récurrence. La proposition a déjà été véri-
fiée pour n = 0 au paragraphe précédent. Supposons que pour tout k < n le système (7.7.1) admette une solution.

Dans une première étape, nous construisons En : par hypothèse, les seconds membres gn et hn sont complètement
définis par les formules (7.7.2). De plus ils appartiennent à C∞(Γ) et donc gn × e3 appartient à H1/2(Γ) et hn
appartient à H−1/2(Γ). Donc le problème, chercher En ∈ H(Ω) satisfaisant

curl curlEn − ω2En = δn0F,

[(En)T ]Γ = gn × e3,

[curlEn × e3]Γ = iωhn,

curlEn × e1Σ+
x1

= curlEn × e1Σ−x1
,

curlEn × e2Σ+
x2

= curlEn × e2Σ−x2
,

curlEn × n− iω(ETn ) = 0 surΣ±x3
,

admet une unique solution En. Cette solution est très régulière dans un voisinage de l’interface Γ. On en déduit
immédiatement le champ Hn par la formule Hn = 1

iω curlEn. Il reste à construire En et Hn. Nous rappelons
que le comportement de En satisfait la propriété P∞ : pour X3 grand, il est donné par

En =

n∑
k=0

C±n,k(x1, x2)Xk
3 + g±,

où les fonctions C±n,k sont connues pour k ≥ 1 et g± sont des fonctions exponentiellement décroissantes. Soit χ
une fonction de troncature appartenant à C∞(R) qui satisfait

χ(X3) =

1 si X3 > 2,

0 si X3 < 1.

Nous définissons la fonctions Pn par

Pn = χ(X3)

n∑
k=1

C+
n,k(x1, x2)Xk

3 + χ(−X3)

n∑
k=1

C−n,k(x1, x2)Xk
3 .

Il est clair que `±T (Pn) = 0 et `±N (Pn) = 0. Par ailleurs, en utilisant les formules (7.3.14) et (7.3.15), on peut
montrer facilement que les seconds membres −A0(En−1) + iωµHn−1− curlPn et −εdivΓ(En−1)− ε∞divPn sont
exponentiellement décroissants quand X3 tend vers l’infini si bien que, d’après la proposition 7.5.10, on peut
construire Vn, unique solution appartenant à C∞(Γ, Xa(B)) satisfaisant

curlVn = −A0(En−1) + iωµHn−1 − curlPn,

div (εVn) = −εdivΓ(En−1)− ε∞divPn,

〈`T (Vn)〉 = 0,

〈`N (Vn)〉 = 0.

On construit alors En sous la forme

En = Vn + Pn + a∇pε1 + b∇pε2 + c∇pε3.
Les conditions de raccords 〈`N (En)〉 = 〈(En)N 〉Γ et 〈`T (En)T 〉 = 〈(En)T 〉Γ donnent a = 〈En ·e1〉Γ, b = 〈En ·e2〉Γ
et c = 〈En · e3〉Γ ce qui termine la construction de En. La constructions de Hn est similaire.

L’objectif des paragraphes qui suivent est de donner une expression plus explicite des champs En, Hn, En et
Hn. Ces expressions sont par exemple utiles pour la construction de conditions de transmission approchées
à tout ordre. Les parties 7.7.3 et 7.7.4 expliquent la démarche pour obtenir ces expressions explicites. Plutôt
techniques, elles ne sont pas nécessaires à la compréhension de la suite du document.
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7.7.3 Vers la construction explicite du développement asymptotique : construc-
tion des termes E1, H1, E1 et H1

Pour commencer nous introduisons la notation suivante :

Notation 7.7.2. Soit V (x1, x2, z) un vecteur de R3. ∀i ∈ {0, 1} , p ∈ N et q ∈ N, nous définissons (V i)p,q par

(V i)p,q(x1, x2, z) :=


∂p+qV 1(x1, x2, z)

∂xp1 ∂x
q
2

si i = 0,

∂p+qV 2(x1, x2, z)

∂xp1 ∂x
q
2

si i = 1.

Nous introduisons aussi les opérateurs A1,0
0 , A0,1

0 , B1,0
0 et B0,1

0 qui vont nous permettre de séparer les dérivées
en x1 et x2 :

A10
0 E := e1 × E =

∣∣∣∣∣∣
0

−E3

E2

, A01
0 E := e2 × E =

∣∣∣∣∣∣
E3

0

−E1

. (7.7.7)

B10
0 E = E · e1, B10

0 E = E · e2. (7.7.8)

On remarque que

Div
(
A1,0

0 E
)

= −(Curl E · e1) Div
(
A0,1

0 E
)

= −(Curl E · e2) (7.7.9)

On peut alors réécrire les équations (7.3.6-7.3.7) de champs proches à l’aide de ces opérateurs :
curl En = −A1,0

0

(
∂En−1

∂x1

)
−A1,0

0

(
∂En−1

∂x2

)
+ iωµHn−1,

div (εEn) = −ε
(
B1,0

0

(
∂En−1

∂x1

)
+ B0,1

0

(
∂En−1

∂x2

))
.

(7.7.10)

et, 
−curlHn = +A1,0

0

(
∂Hn−1

∂x1

)
+A1,0

0

(
∂Hn−1

∂x2

)
+ iωεEn−1,

div (µHn) = −µ
(
B1,0

0

(
∂Hn−1

∂x1

)
+

(
B0,1

0

∂Hn−1

∂x2

))
,

(7.7.11)

Remarque 7.7.3. La distinction entre les dérivations en x1 et en x2 est très artificielle. Il aurait été préférable
de continuer à travailler avec les opérateurs de dérivation surfacique divΓ, curlΓ et ~curlΓ mais nous n’y sommes
pas parvenus.

7.7.3.1 Réécriture de E0 et H0

Pour comprendre la construction à tout ordre, on va écrire E0 et H0 à l’aide de quatre séries de fonctions
profiles :

(V0)0,0
0 = ∇pε1,

(V1)0,0
0 = ∇pε2,

(Ṽ0)0,0
0 = 0, (Ṽ0)0,1

0 =
1

iω
∇pε3, (Ṽ0)1,0

0 = 0

(Ṽ1)0,0
0 = 0, (Ṽ1)0,1

0 = 0, (Ṽ1)1,0
0 = − 1

iω∇pε3.
et,

(W0)0,0
0 = ∇pµ1 ,

(W1)0,0
0 = ∇pµ2 ,

(W̃0)0,0
0 = 0, (W̃0)1,0

0 = 0 et (W̃0)0,1
0 = − 1

iω
∇pµ3 ,

(W̃1)0,0
0 = 0, (W̃1)1,0

0 =
1

iω
∇pµ3 et (W̃1)0,1

0 = 0.
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On peut alors exprimer E0 et H0 à l’aide de ces fonctions profiles et des dérivées tangentielles de 〈(E0)T 〉Γ et
〈(H0)T 〉Γ .

E0 =

1∑
i=0

〈Ei0〉0,0Γ (Vi)
0,0
0 +

1∑
p=0

p−1∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
0〉p,qΓ (Ṽi)

p,q
0 , (7.7.12)

H0 =

1∑
i=0

〈Hi
0〉0,0Γ (Wi)

0,0
0 +

1∑
p=0

p−1∑
q=0

1∑
i=0

〈Ei0〉p,qΓ (W̃i)
p,q
0 , (7.7.13)

Remarque 7.7.4. L’introduction des fonctions (Vi)
p,q
0 et (Ṽi)

p,q
0 est artificielle. On peut tout de même essayer

de préciser la signification des indices : on peut d’abord remarquer que ces fonctions sont toujours associées aux
moyennes des champs lointains 〈F0(x1, x2)〉Γ (F = E ou H) et de leurs dérivées tangentielles. Ces fonctions ne
dépendent ni de z ni des variables rapides X1, X2, X3.

– L’indice i représente la composante de F0 à laquelle la fonction (Vi)
p,q
0 (ou (Ṽi)

p,q
0 ) est associée : i = 0

correspond à la composante suivant e1 et i = 1 correspond à la composante suivant e2.
– L’indice p correspond à l’ordre de dérivation en x1 de la fonction F0 alors que l’indice q correspond à
l’ordre de dérivation en x2.

– Les fonctions (Vi)
p,q
0 et (Ṽi)

p,q
0 interviennent dans la construction de E0 alors que les fonctions (Wi)

p,q
0 et

(W̃i)
p,q
0 .

– Les fonctions (Vi)
p,q
0 sont associées aux moyennes du champ électrique et de ses dérivées 〈E〉p,qΓ alors que

les fonctions (Ṽi)p,qn sont associées aux moyennes du champ magnétique et de ses dérivées 〈H〉p,qΓ .
– De même, les fonctions (Wi)

p,q
0 sont associées au champ magnétique H alors que les fonctions (W̃i)

p,q
0

sont associées au champ électrique E.

7.7.3.2 Construction de E1 et H1

Nous construisons E1 comme l’unique solution du problème : chercher E1 ∈ H(Ω) telle que



curl curlE1 − ω2E1 = 0 dans Ω±

[(E1)T ]Γ = g1 × e3,

[e3 × curlE0]Γ = iωh1,

curlE0 × n− iω(E0)T = 0 sur Σ.

(7.7.14)

où les termes sources g1 et h1 sont définis par (7.7.1) : plus précisément,

Noter que puisque E0 et H0 sont dérivables à n’importe quel ordre par rapport aux variables macroscopiques
x1 et en x2, il en est de même pour g1 et h1. Puis, nous définissons H1 par

H1 :=
1

iω
E1. (7.7.15)

Remarque 7.7.5. Pour la construction de conditions de transmission approchée, nous donnons la formule
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explicite de g1 et h1 :

g1
1 =

(−1

τ

∫
B0

∂pε1
∂X3

)
〈∂E

1
0

∂x2
〉Γ +

(−1

τ

∫
B0

∂pε2
∂X3

)
〈∂E

2
0

∂x2
〉Γ

+

(
iω

τ

∫
B0

µ
∂pµ2
∂X1

)
〈H1

0〉Γ +

(
1

τ

∫
B0

µ
∂pµ3
∂X1

)
〈curlΓ(E0)T 〉Γ

+iω

((1

τ

∫
B0

µ
∂pµ1
∂X1

)
− 1

)
〈H1

0〉Γ +
1

iω

((1

τ

∫
B0

∂pε3
∂X3

)
− 1

)
~curlΓcurlΓ〈(H0)T 〉Γ · e1,

g2
1 =

(
1

τ

∫
B0

∂pε1
∂X3

)
〈∂E

1
0

∂x1
〉Γ +

(
1

τ

∫
B0

∂pε2
∂X3

)
〈∂E

2
0

∂x1
〉Γ

+

(
iω

τ

∫
B0

µ
∂pµ1
∂X2

)
〈H1

0〉Γ +

(
1

τ

∫
B0

µ
∂pµ3
∂X2

)
〈curlΓ(E0)T 〉Γ

+iω

((1

τ

∫
B0

µ
∂pµ2
∂X2

)
− 1

)
〈H2

0〉Γ +

((1

τ

∫
B0

∂pε3
∂X3

)
− 1

)
~curlΓcurlΓ〈(H0)T 〉Γ · e2,

et,

h1
1 =

(−1

τ

∫
B0

∂pµ1
∂X3

)
〈∂H

1
0

∂x2
〉Γ +

(−1

τ

∫
B0

∂pµ2
∂X3

)
〈∂H

2
0

∂x2
〉Γ

−iω
(

1

τ

∫
B0

ε
∂pε2
∂X1

)
〈E2

0〉Γ +

(
1

τ

∫
B0

ε
∂pε3
∂X1

)
〈curlΓ(H0)T 〉Γ

−iω
((1

τ

∫
B0

ε
∂pε1
∂X1

)
− 1

)
〈E1

0〉Γ −
1

iω

((1

τ

∫
B0

∂pµ3
∂X3

)
− 1

)
~curlΓcurlΓ〈(E0)T 〉Γ · e1,

h2
1 =

(
1

τ

∫
B0

∂pµ1
∂X3

)
〈∂H

1
0

∂x1
〉Γ +

(
1

τ

∫
B0

∂pµ2
∂X3

)
〈∂H

2
0

∂x1
〉Γ

−iω
(

1

τ

∫
B0

ε
∂pε1
∂X2

)
〈E1

0〉Γ +

(
1

τ

∫
B0

ε
∂pε3
∂X2

)
〈curlΓ(H0)T 〉Γ

−iω
((1

τ

∫
B0

ε
∂pε2
∂X2

)
− 1

)
〈E1

0〉Γ −
1

iω

((1

τ

∫
B0

∂pµ3
∂X3

)
− 1

)
~curlΓcurlΓ〈Γ(H0)T 〉 · e2.

Quand µ et ε sont symétriques, c’est à dire queµ(−X1, X2, X3) = µ(X1, X2, X3), µ(X1,−X2, X3) = µ(X1, X2, X3), µ(X1,−X2, X3) = µ(X1, X2,−X3),

ε(−X1, X2, X3) = ε(X1, X2, X3), ε(X1,−X2, X3) = ε(X1, X2, X3), ε(X1,−X2, X3) = ε(X1, X2,−X3)

(7.7.16)
les expressions précédentes sont considérablement simplifiées : on a en fait

g1
1 = iω

((1

τ

∫
B0

µ
∂pµ1
∂X1

)
− 1

)
〈H1

0〉Γ +
1

iω

((1

τ

∫
B0

∂pε3
∂X3

)
− 1

)
~curlΓcurlΓ〈(H0)T 〉Γ · e1,

g2
1 = iω

((1

τ

∫
B0

µ
∂pµ2
∂X2

)
− 1

)
〈H2

0〉Γ +

((1

τ

∫
B0

∂pε3
∂X3

)
− 1

)
~curlΓcurlΓ〈(H0)T 〉Γ · e2, (7.7.17)

et,

h1
1 = −iω

((1

τ

∫
B0

ε
∂pε1
∂X1

)
− 1

)
〈E1

0〉Γ −
1

iω

((1

τ

∫
B0

∂pµ3
∂X3

)
− 1

)
~curlΓcurlΓ〈(E0)T 〉Γ · e1,

h2
1 = −iω

((1

τ

∫
B0

ε
∂pε2
∂X2

)
− 1

)
〈E1

0〉Γ −
1

iω

((1

τ

∫
B0

∂pµ3
∂X3

)
− 1

)
~curlΓcurlΓ〈(H0)T 〉Γ · e2. (7.7.18)
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7.7.3.3 Construction de E1

En utilisant les expressions explicites de E0 et de H0 ((7.7.12) et (7.7.13)) ainsi que la première équation de
(7.7.10), nous avons

curl E1 = −
1∑
i=0

〈Ei0〉1,0Γ A1,0
0 (Vi)

0,0
0 −

1∑
i=0

〈Ei0〉0,1Γ A0,1
0 (Vi)

0,0
0

−
1∑
p=0

p−1∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
0〉p+1,q

Γ A1,0
0 (Ṽi)

p,q
0 −

1∑
p=0

p−1∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
0〉p,q+1

Γ A0,1
0 (Ṽi)

p,q
0

+

1∑
i=0

〈Hi
0〉1,0Γ

(
iωµ(Wi)

0,0
0

)
+

1∑
p=0

p−1∑
q=0

1∑
i=0

〈Ei0〉p,qΓ

(
iωµ(W̃i)

p,q
0

)
.

En réarrangeant les termes et en définissant par convention (Vi)
p,q
0 = (Ṽi)

p,q
0 = (Wi)

p,q
0 = (W̃i)

p,q
0 = 0 quand

p < 0 ou q < 0, nous obtenons

curl E1 =

1∑
i=0

1∑
p=0

1−p∑
q=0

〈Ei0〉p,qΓ

(
−A1,0

0 (Vi)
p−1,q
0 −A0,1

0 (Vi)
p,q−1
0 + iωµ(W̃i)

p,q
0

)

+

1∑
i=0

2∑
p=0

2−p∑
q=0

〈Hi
0〉p,qΓ

(
−A1,0

0 (Ṽi)
p−1,q
0 −A0,1

0 (Ṽi)
p,q−1
0 + iωµ(Wi)

p,q
0

)
. (7.7.19)

De même, en utilisant cette fois la seconde équation de (7.7.10), nous obtenons

div (εE1) =

1∑
i=0

1∑
p=0

1−p∑
q=0

〈Ei0〉p,qΓ

(
−ε
(
B1,0(Vi)

p−1,q
0 + B0,1(Vi)

p,q−1
0

))

+

1∑
i=0

2∑
p=0

2−p∑
q=0

〈Hi
0〉p,qΓ

(
−ε
(
B1,0(Ṽi)

p−1,q
0 + B0,1(Ṽi)

p,q−1
0

))
. (7.7.20)

Enfin, E1 vérifie les conditions de raccord

〈`T (E1)〉 = 〈(E1)T 〉Γ 〈`N (E1)〉 = 〈(E1)N 〉 = − 1

iω
curlΓ〈(H1)T 〉Γ. (7.7.21)

Nous allons maintenant utiliser la linéarité des équations (7.7.19) et (7.7.20) par rapport aux termes 〈Hi
0〉p,q et

〈Ei0〉p,q pour construire de façon semi-explicite une fonction qui satisfait les équations (7.7.19) et (7.7.20). Puis,
les conditions de raccord (7.7.21) nous permettrons de définir complètement E1.

Pour réaliser cette construction, nous définissons les fonctions profiles (Vi)
p,q
1 et (Ṽi)

p,q
1 (Ces fonctions, qui ne

dépendent que des variables rapides, vont nous permettre de séparer la dépendance de E1 par rapport aux
variables lentes (x1, x2) des dépendances par rapport aux variables rapides (X1, X2, X3)) :

– ∀i ∈ {0, 1}, ∀(p, q) ∈ N2 tels que p+ q ≤ 1, chercher (Vi)
p,q
1 ∈ V +

ε (B) telle que

curl (Vi)
p,q
1 = −A1,0

0 (Vi)
p−1,q
0 −A0,1

0 (Vi)
p,q−1
0 + iωµ(W̃i)

p,q
0 dans B,

div (ε(Vi)
p,q
1 ) = −ε

(
B1,0(Vi)

p−1,q
0 + B0,1(Vi)

p,q−1
0

)
dans B,

〈`N ((Vi)
p,q
1 )〉 = 0,

〈`T ((Vi)
p,q
1 )〉 = 0.

(7.7.22)
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– ∀i ∈ {0, 1}, ∀(p, q) ∈ N2 tels que p+ q ≤ 2, chercher (Ṽi)
p,q
1 ∈ X1

P
ε telle que

curl (Ṽi)
p,q
1 = −A1,0

0 (Ṽi)
p−1,q
0 −A0,1

0 (Ṽi)
p,q−1
0 + iωµ(Wi)

p,q
0 dans B,

div
(
ε(Ṽi)

p,q
1

)
= −ε

(
B1,0(Ṽi)

p−1,q
0 + B0,1(Ṽi)

p,q−1
0

)
dans B,

〈`N ((Ṽi)
p,q
1 )〉 = 0,

〈`T ((Ṽi)
p,q
1 )〉 = 0.

(7.7.23)

Propriété 7.7.6. (Vi)
p,q
1 et (Ṽi)

p,q
1 existent et sont définies de manière unique par (7.7.22) et (7.7.23). De plus,

(Vi)
0,0
1 = (Ṽi)

1,0
1 = (Ṽi)

0,1
1 = 0.

Démonstration. L’idée globale de la preuve est de retrancher à (Vi)
p,q
1 (resp. (Vi)

p,q
1 ) son comportement non

variationnel à l’infini pour pouvoir appliquer le résultat d’existence et d’unicité de la proposition 7.5.9. On vérifie
au préalable que les seconds membres sont compatibles.

1. Conditions de compatibilité : on définit

f(Vi)
p,q
1 ) := −A1,0

0 (Vi)
p−1,q
0 −A0,1

0 (Vi)
p,q−1
0 + iωµ(W̃i)

p,q
0 .

Pour que ce second membre soit compatible, il doit vérifier les 2 conditions de compatibilité suivantes :

a- div f ((Vi)
p,q
1 ) = 0,

b-
∫

Γh0

f(Vi)
p,q
1 · e3 dX1dX2 = 0 pour |h0| > 1

2 : cette condition signifie simplement que f ((Vi)
p,q
1 ) · e3 est

dans L2(B) ou encore que le coefficient de Fourier associé à m = n = 0 est nul.
• Vérification de la condition a : div (f(Vi)

p,q
1 ) = 0 :

div f(Vi)
p,q
1 ) = −div (A1,0

0

(
(Vi)

p−1,q
0 )

)
− div

(
A0,1

0 ((Vi)
p−1,q
0 ))

)
+ iωdiv (µ(Vi)

p,q
1 )

Or, par définition (voir 7.7.3,7.7.4)

div (A1,0
0

(
(Vi)

p−1,q
0 )

)
= −curl (Vi)

p−1,q
0 · e1 = 0,

div
(
A0,1

0 ((Vi)
p−1,q
0 ))

)
= −curl (Vi)

p−1,q
0 · e1 = 0,

div
(
µ(W̃i)

p,q
1

)
= 0.

Donc, div (f(Vi)
p,q
1 ) = 0.

• Vérification de la condition b :
∫

Γh0

(f(Vi)
p,q
1 ) · e3 dX1dX2 = 0 pour |X3| > 1

2 . La vérification est un

peu technique. Nous résumons le calcul de cette intégrale par le tableau suivant :

(Vi)
p,q
1 −

{
A1,0

0 (Vi)
p−1,q
0

}
0,0
· e3 −

{
A0,1

0 (Vi)
p,q−1
0

}
0,0
· e3 iωµ

{
(W̃i)

p,q
0

}
0,0
· e3 total

(V0)0,0
1 0 0 0 0

(V0)1,0
1

{
− ∂pε1
∂X2

}
0,0

= 0 0 0 0

(V0)0,1
1 0

{
∂pε1
∂X1

}
0,0

= 1 − iωiω
{
∂pµ3
∂X3

}
0,0

= −1 0

(V1)0,0
1 0 0 0 0

(V1)1,0
1

{
− ∂pε2
∂X2

}
0,0

= −1 0 iω
iω

{
∂pµ3
∂X3

}
0,0

= 1 0

(V1)0,1
1 0

{
∂pε2
∂X1

}
0,0

= 0 0 0
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On obtient donc bien
∫

Γh0

(f(Vi)
p,q
1 ) · e3dX1dX2 = 0. De même,

∫
Γh0

(
f(Ṽi)

p,q
1

)
· e3 dX1dX2 = 0.

En effet,

(Ṽi)
p,q
1 −

{
A1,0

0 (Ṽi)
p−1,q
0

}
0,0
· e3 −

{
A0,1

0 (Ṽi)
p,q−1
0

}
0,0
· e3 iωµ {(Wi)

p,q
0 }0,0 · e3 total

(Ṽ0)0,0
1 0 0

{
∂pµ1
∂X3

}
0,0

= 0 0

(Ṽ0)1,0
1 0 0 0 0

(Ṽ0)0,1
1 0 0 0 0

(Ṽ0)2,0
1 0 0 0 0

(Ṽ0)1,1
1 − 1

iω

{
∂pε3
∂X2

}
0,0

= 0 0 0 0

(Ṽ0)0,2
1 0 1

iω

{
∂pε3
∂X1

}
0,0

= 0 0 0

(Ṽ1)0,0
1 0 0

{
∂pµ2
∂X3

}
0,0

= 0 0

(Ṽ1)1,0
1 0 0 0 0

(Ṽ1)0,1
1 0 0 0 0

(Ṽ1)2,0
1

1
iω

{
∂pε3
∂X2

}
0,0

= 0 0 0 0

(Ṽ1)1,1
1 0 − 1

iω

{
∂pε3
∂X1

}
0,0

= 0 0 0

(Ṽ1)0,2
1 0 0 0 0

2. Existence des fonctions (Vi)
p,q
1 et (Ṽi)

p,q
1 : tout d’abord il est clair que si les fonctions (Vi)

p,q
1 et (Ṽi)

p,q
1

sont définies, elles le sont de manière unique. Nous allons seulement construire (Vi)
p,q
1 mais la même

démarche s’applique pour (Ṽi)
p,q
1 . Définissons les vecteurs constants A±1 par

A±1 ((Vi)
p,q
1 ) · e1 = {f ((Vi)

p,q
1 )}±0,0 · e2, A±1 ((Vi)

p,q
1 ) · e2 = −{f ((Vi)

p,q
1 )}±0,0 · e1,

A±1 ((Vi)
p,q
1 ) · e3 = {g ((Vi)

p,q
1 )}±0,0 ,

avec g ((Vi)
p,q
1 ) := −ε

(
B1,0

(
(Vi)

p−1,q
1

)
+ B0,1

(
(Vi)

p,q−1
1

))
.

Définissons alors
Pp,qi := χ+(X3)A+

1 ((Vi)
p,q
1 )X3 + χ−(X3)A−1 ((Vi)

p,q
1 )X3,

où les fonctions χ± sont des fonctions de troncature très régulières définies pour tout X3 ∈ R vérifiant

χ+(X3) =

1 si X3 > 2,

0 si X3 < 1,
et χ−(X3) =

1 si X3 < −2,

0 si X3 > −1.

On cherche alors (Ui)p,q1 ∈ Xa(B) solution du problème

curl (Ui)p,q1 = f(((Ui)p,q1 ))dans B,

div (ε(Ui)p,q1 ) = g ((Ui)p,q1 ) dans B,

〈`N ((Ui)p,q1 )〉 = 0

〈`T ((Ui)p,q1 )〉 = 0
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avec,

f ((Ui)p,q1 )) := f
(
(Vi)qp

)
− curlPp,qi ,

g ((Ui)p,q1 ) := g ((Vi)
p,q
1 )− ε∞divPp,qi .

On remarque f ((Ui)p,q1 )) est dans L2(B). En effet, en utilisant l’hypothèse b f ((Vi)
p,q
1 )) · e3 est dans

L2(B) puisque (curl
(
A+

1 ((Vi)
p,q
1 )χ+(X3)X3

)
) · e3 = 0). Par ailleurs, par construction f ((Vi)

p,q
1 )) · e1 et

f ((Vi)
p,q
1 ))·e2 sont exponentiellement décroissantes quandX3 tend vers±∞. De même, div f ((Ui)p,q1 )) = 0.

Par des arguments similaires on montre que g ((Vi)
p,q
1 )) est également dans L2(B).

Donc en utilisant la propriété 7.5.10, (Ui)p,q1 existe et est définie de manière unique. De plus (Ui)p,q1 +Pp,qi
satisfait (7.7.22) ce qui termine la preuve.

Nous pouvons maintenant construire E1 à l’aide des fonctions (Vi)
p,q
1 et (Ṽi)

p,q
1 . Nous cherchons alors E1 sous la

forme suivante :

E1(X1, X2, X3, x1, x2) =

1∑
p=0

1−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Ei0〉p,q(Vi)
p,q
1 (X1, X2, X3)

+

2∑
p=0

2−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
0〉p,q(Ṽi)

p,q
1 (X1, X2, X3)

+a(x1, x2)∇pε1(X1, X2, X3) + b(x1, x2)∇pε2(X1, X2, X3) + c(x1, x2)∇pε3(X1, X2, X3).

Par construction, la fonction ci-dessus satisfait les équations (7.7.19) et (7.7.20). Nous allons déterminer a, b et
c pour que les conditions de raccords (7.7.21) soient également satisfaites : ainsi,

〈`T (E1)〉 = 〈(E1)T 〉 = a e1 + b e2 +

1∑
p=0

1−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Ei0〉p,qΓ 〈`T ((Vi)
p,q
1 )〉

+

2∑
p=0

2−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
0〉p,qΓ `T ((Ṽi)

p,q
1 ),

〈`N (E1)〉 = 〈(E1)T 〉 = c +

1∑
p=0

1−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Ei0〉p,qΓ 〈`N ((Vi)
p,q
1 )〉+

2∑
p=0

2−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
0〉p,qΓ `N ((Ṽi)

p,q
1 )

Donc a = 〈E1〉Γ · e1, b = 〈E1〉Γ · e2 et c = 〈E1〉Γ · e3 = 1
iω

(
〈H0

1 〉0,1Γ − 〈H1
1 〉1,0Γ

)
. Finalement,

E1 =

1∑
k=0

1−k∑
p=0

1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,qΓ (Vi)
p,q
1−k +

1∑
k=0

2−k∑
p=0

2−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,qΓ (Ṽi)

p,q
1−k. (7.7.24)

Nous obtenons également une expression explicite du saut [E1] :

[(E1)T ]Γ =

1∑
p=0

1−p∑
q=0

1∑
i=0

[`T ((Vi)
p,q
1 )] 〈Ei0〉p,qΓ +

2∑
p=0

2−p∑
q=0

1∑
i=0

[`T ((Ṽi)
p,q
1−k)] 〈Hi

0〉p,qΓ . (7.7.25)
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7.7.3.4 Construction de H1

La construction de H1 est similaire à celle de E1 : en utilisant les expressions explicites de E0 et de H0 ((7.7.12)
et (7.7.13)), H1 satisfait les équations

− curlH1 =

1∑
i=0

1∑
p=0

1−p∑
q=0

〈Hi
0〉p,qΓ

(
A1,0

0 (Wi)
p−1,q
0 +A0,1

0 (Vi)
p,q−1
0 + iωε(Ṽi)

p,q
0

)

+

1∑
i=0

2∑
p=0

2−p∑
q=0

〈Ei0〉p,qΓ

(
A1,0

0 (W̃i)
p−1,q
0 +A0,1

0 (W̃i)
p,q−1
0 + iωε(Vi)

p,q
0

)
, (7.7.26)

div (µE1) =

1∑
i=0

1∑
p=0

1−p∑
q=0

〈Hi
0〉p,qΓ

(
−µ
(
B1,0

0 (Wi)
p−1,q
0 + B0,1

0 (Wi)
p,q−1
0

))

+

1∑
i=0

2∑
p=0

2−p∑
q=0

〈Ei0〉p,qΓ

(
−µ
(
B1,0

0 (W̃i)
p−1,q
0 + B0,1

0 (W̃i)
p,q−1
0

))
, (7.7.27)

et les conditions de raccords

〈`T (H1)〉 = 〈(H1)T 〉Γ 〈`N (H1)〉Γ = 〈(H1)N 〉 =
1

iω
curlΓ〈(E1)T 〉Γ. (7.7.28)

Tout comme pour E1, nous allons définir les fonctions profils (Wi)
p,q
1 et (W̃i)

p,q
1 :

– ∀i ∈ {0, 1}, ∀(p, q) ∈ N2 tels que p+ q ≤ 1, chercher (Vi)
p,q
1 ∈ V +

µ (B) telle que

−curl (Wi)
p,q
1 = A1,0

0 (Wi)
p−1,q
0 +A0,1

0 (Wi)
p,q−1
0 + iωε(Ṽi)

p,q
0 dans B,

div (ε(Wi)
p,q
1 ) = −µ

(
B1,0(Wi)

p−1,q
0 + B0,1

0 (Wi)
p,q−1
0

)
dans B,

〈`N ((Wi)
p,q
1 )〉 = 0,

〈`T ((W̃i)
p,q
1 )〉 = 0,

(7.7.29)

– ∀i ∈ {0, 1}, ∀(p, q) ∈ N2 tels que p+ q ≤ 2, chercher (W̃i)
p,q
1 ∈ XP

µ telle que

−curl (W̃i)
p,q
1 = A1,0

0 (W̃i)
p−1,q
0 +A0,1

0 (W̃i)
p,q−1
0 + iωε(Vi)

p,q
0 dans B,

div
(
ε(Ṽi)

p,q
1

)
= −µ

(
B1,0

0 (W̃i)
p−1,q
0 + B0,1

0 (W̃i)
p,q−1
0

)
dans B,

〈`N ((Wi)
p,q
1 )〉 = 0,

〈`T ((W̃i)
p,q
1 )〉 = 0.

(7.7.30)

Propriété 7.7.7. Les fonctions (Wi)
p,q
1 et (W̃i)

p,q
1 existent et sont définies de manière unique par (7.7.29) et

(7.7.30). De plus,
(Wi)

0,0
1 = (W̃i)

1,0
1 = (W̃i)

0,1
1 = 0.

La preuve de cette propriété est donnée dans l’annexe 7.9.4.1. Nous pouvons maintenant construire H1 à l’aide
des fonctions (Wi)

p,q
1 , (W̃i)

p,q
1 . Nous cherchons H1 sous la forme suivante :

H1(X1, X2, X3, x1, x2) =

1∑
p=0

1−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
0〉p,qΓ (Wi)

p,q
1 (X1, X2, X3)

+

2∑
p=0

2−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Ei0〉p,qΓ (W̃i)
p,q
1 (X1, X2, X3)

+a(x1, x2)∇pµ1 (X1, X2, X3) + b(x1, x2)∇pµ2 (X1, X2, X3) + c(x1, x2)∇pµ3 (X1, X2, X3).
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Par construction, la fonction ci-dessus satisfait les équations (7.7.26) et (7.7.27). Tout comme pour E1, nous
allons déterminer a, b et c pour que les conditions de raccords (7.7.28) soient satisfaites. Nous obtenons,

a = 〈H1〉Γ · e1, b = 〈H1〉Γ · e2, c = 〈H1〉Γ · e3 =
1

iω

(
−〈E0

1〉0,1Γ + 〈E1
1〉1,0Γ

)
.

Finalement,

H1 =

1∑
k=0

1−k∑
p=0

1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,qΓ (Wi)

p,q
1−k +

1∑
k=0

2−k∑
p=0

2−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,qΓ (W̃i)
p,q
1−k. (7.7.31)

Nous obtenons également une expression du saut [H1] :

[(H1)T ]Γ =

1∑
p=0

1−p∑
q=0

1∑
i=0

[`T ((Wi)
p,q
1−k)] 〈Hi

0〉p,qΓ +

2∑
p=0

2−p∑
q=0

1∑
i=0

[`T ((W̃i)
p,q
1−k)] 〈Ei0〉p,qΓ

(
(W̃i)

p,q
1−k

)
. (7.7.32)

7.7.4 Expressions explicites des termes du développement asymptotique

7.7.4.1 Les fonctions profils

En nous inspirant des expressions de E1, E0, H0 et H1 (7.7.12, 7.7.24, 7.7.13, 7.7.31), nous aimerions pouvoir
construire En et Hn sous la forme suivante :

Hn =

n∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,qΓ (Wi)

p,q
n−k +

n∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,qΓ (W̃i)
p,q
n−k,

En =

n∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,qΓ (Vi)
p,q
n−k +

1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,qΓ (Ṽi)

p,q
n−k.

dans lesquelles les fonctions (Vi)
p,q
k , (Ṽi)

p,q
k , (Wi)

p,q
k et (W̃i)

p,q
k ne dépendraient que des variables microscopiques

X1,X2,X3. C’est pourquoi nous définissons les 4 familles de fonctions (Vi)
p,q
k , (Ṽi)

p,q
k , (Wi)

p,q
k et (W̃i)

p,q
k comme

suit :

• (Vi)
p,q
k , i ∈ {1, 2} , k ∈ N, (p, q) ∈ N2 tels que p+ q ≤ k : on définit cette famille par récurrence sur k.

– k = 0 : (V0)0,0
0 = ∇pε1, (V1)0,0

0 = ∇pε2.

– k ≥ 1 : chercher (Vi)
p,q
k ∈ V +

ε (B) telle que

curl (Vi)
p,q
k = −A1,0

0 (Vi)
p−1,q
k−1 −A

0,1
0 (Vi)

p,q−1
k−1 + iωµ(W̃i)

p,q
k−1 dans B,

div (ε(Vi)
p,q
k ) = −ε

(
B1,0

0 (Vi)
p−1,q
k−1 + B0,1

0 (Vi)
p,q−1
k−1

)
dans B,

〈`N ((Vi)
p,q
k )〉 = 0,

〈`T ((Vi)
p,q
k )〉 = 0.

(7.7.33)

• (Ṽi)
p,q
k , i ∈ {1, 2} , k ∈ N, (p, q) ∈ N2 tels que p+ q ≤ k + 1 :

– k = 0 : (Ṽ0)0,0
0 = 0, (Ṽ0)1,0

0 = 0, (Ṽ0)0,1
0 =

1

iω
∇pε3,

(V1)0,0
0 = 0, (Ṽ1)1,0

0 = − 1

iω
∇pε3, +(Ṽ0)0,1

0 = 0 .
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– k ≥ 1 : chercher (Vi)
p,q
k ∈ V +

ε (B) telle que



curl (Ṽi)
p,q
k = −A1,0

0 (Ṽi)
p−1,q
k−1 −A

0,1
0 (Ṽi)

p,q−1
k−1 + iωµ(Wi)

p,q
k−1 dans B,

div
(
ε(Ṽi)

p,q
k

)
= −ε

(
B1,0

0 (Ṽi)
p−1,q
k−1 + B0,1

0 (Ṽi)
p,q−1
k−1

)
dans B,

〈`N ((Ṽi)
p,q
k )〉 = 0,

〈`T ((Ṽi)
p,q
k )〉 = 0.

(7.7.34)

• (Wi)
p,q
k , i ∈ {1, 2} , k ∈ N, (p, q) ∈ N2 tels que p+ q ≤ k :

– k = 0 : (W0)0,0
0 = ∇pµ1 , (V1)0,0

0 = ∇pµ2 .

– k ≥ 1 : chercher (Wi)
p,q
k ∈ V +

µ (B) telle que



−curl (Wi)
p,q
k = A1,0

0 (Wi)
p−1,q
k−1 +A0,1

0 (Wi)
p,q−1
k−1 + iωε(Ṽi)

p,q
k−1 dans B0,

div (µ(Wi)
p,q
k ) = −µ

(
B1,0

0 (Wi)
p−1,q
k−1 + B0,1

0 (Wi)
p,q−1
k−1

)
dans B0,

〈`N ((Wi)
p,q
k )〉 = 0,

〈`T ((Wi)
p,q
k )〉 = 0.

(7.7.35)

• (W̃i)
p,q
k , i ∈ {1, 2} , k ∈ N, (p, q) ∈ N2 tels que p+ q ≤ k + 1 :

– k = 0 : (W̃0)0,0
0 = 0, (W̃0)1,0

0 = 0, (W̃0)0,1
0 = − 1

iω
∇pµ3 ,

(W̃1)0,0
0 = 0, (W̃1)1,0

0 =
1

iω
∇pµ3 , +(W̃0)0,1

0 = 0 .

– k ≥ 1 : chercher (Wi)
p,q
k ∈ V +

µ (B) telle que



−curl (W̃i)
p,q
k = A1,0

0 (W̃i)
p−1,q
k−1 +A0,1

0 (W̃i)
p,q−1
k−1 + iωε(Vi)

p,q
k−1 dans B0,

div
(
µ(W̃i)

p,q
k

)
= −µ

(
B1,0

0 (W̃i)
p−1,q
k−1 + B0,1

0 (W̃i)
p,q−1
k−1

)
dans B0,

〈`N ((Wi)
p,q
k )〉 = 0,

〈`T ((Wi)
p,q
k )〉 = 0.

(7.7.36)

Proposition 7.7.8. Les fonctions (Vi)
p,q
k ,(Ṽi)

p,q
k ,(Wi)

p,q
k ,(W̃i)

p,q
k existent et sont définies de manière unique.

De plus, ∀k ∈ N, ∀(p, q) ∈ N2, si p+ q et k sont de même parité alors

(Ṽi)
p,q
k = (W̃i)

p,q
k = 0.

de même, ∀k ∈ N, ∀(p, q) ∈ N2, si p+ q et k sont de parité différente alors,

(Vi)
p,q
k = (Wi)

p,q
k = 0.

La preuve de cette proposition est donnée en annexe 7.9.4.2.
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7.7.4.2 Existence de tous les termes du développement asymptotique

Proposition 7.7.9. Pour tout n ∈ N les champs lointains En, Hn et les champs proches En, Hn existent et
sont définis de manière unique par les formules suivantes :

Hn :=

n∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,qΓ (Wi)

p,q
n−k +

n∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,qΓ (W̃i)
p,q
n−k, (7.7.37)

En :=

n∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,qΓ (Vi)
p,q
n−k +

1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,qΓ (Ṽi)

p,q
n−k. (7.7.38)

En ∈ H(Ω) vérifie

curl curlEn − ω2En = δ0F dans Ω±

[(En)T ]Γ =

n−1∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

[`T
(
(Vi)

p,q
n−k

)
] 〈Eik〉p,q

+

n−1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

[`T ((Ṽi)
p,q
n−k)] 〈Hi

k〉p,q,

[curlEn × e3]Γ =
1

iω

(
n−1∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

[`T ((Wi)
p,q
n−k)]× e3 〈Hi

k〉p,q

+

n−1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

[`T ((W̃i)
p,q
n−k)]× e3 〈Eik〉p,q

)
,

curlE0 × n− iω(E0)T = 0 sur Σ.

(7.7.39)

et

Hn :=
1

iω
En. (7.7.40)

La preuve de cette proposition est donnée en annexe 7.9.4.3.

7.8 Justification du développement asymptotique

7.8.1 Résultat principal

Les termes du développement asymptotique étant construits, on peut maintenant montrer que le développement
converge vers la solution exacte Eδ. Comme nous souhaitons approcher en priorité le champ lointain, notre
résultat principal donne une estimation de l’erreur commise sur le champ lointain quand nous remplaçons la

solution exacte par la série tronquée
n∑
k=0

δkEk.

Proposition 7.8.1. Soit 0 < γ < L3

2 et soit Ωγ := {(x1, x2, z) ∈ Ω, |z| > γ}. Pour tout n ∈ N, il existe une
constante Cn > 0 et une constante δγ > 0 telles que,

∀ δ < δγ ,

∥∥∥∥∥Eδ −
n∑
k=0

δkEk

∥∥∥∥∥
H(curl ,Ωγ)

≤ Cn δn+1.

Cette estimation est obtenue en trois étapes :

– Dans une premier temps, pour tout n, nous construisons une approximation globale de la solution qui
coïncide avec les n premiers termes du développement en champ lointain loin de la couche mince périodique,

Ene,δ :=

n∑
k=0

δkEk, (7.8.1)
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et avec les n premiers termes du champ proche dans un voisinage de la couche périodique

Eni,δ :=

n∑
k=0

δkEk. (7.8.2)

Cette approximation est construite à l’aide d’une fonction de troncature χ satisfaisant

χ(s) =

1 si |s| ≤ 1,

0 si |s| ≥ 2,
(7.8.3)

et d’une fonction distance η(δ) strictement positive telle que

lim
δ→0

η = 0 et lim
δ→0

η

δ
= +∞. (7.8.4)

En introduisant χη(z) := χ( zη ), nous définissons alors notre approximation globale par,

Enη,δ := (1− χη)Ene,δ + χη
(
Eni,δ
)δ
, (7.8.5)

où la notation ( . )δ est définie par (7.3.3). La fonction η apparaît comme un paramètre que nous fixerons
par la suite.

– Dans une deuxième étape nous estimons |aδ(Eδ −Enη,δ, ϕ)|, ce qui nous permet, via le résultat de stabilité

(6.2.8) (Proposition 6.2.1), d’obtenir une estimation de l’erreur
∥∥∥Eδ −Enη,δ

∥∥∥
H(curl ,Ω)

: en effet,

∥∥Eδ −Enη,δ
∥∥
H(curl ,Ω)

≤ sup
ϕ∈V \{0}

|aδ(Eδ −Enη,δ, ϕ)|
‖ϕ‖V

εδ

.

De plus,

aδ(Eδ −Enη,δ, ϕ) := Drη,δ,n +Dcη,δ,n,

où Drη,δ,n représente l’erreur de raccord,

Drη,δ,n :=

∫
Ω

1

µδ
(
∇χη × (Ene,δ − (Eni,δ)δ)

)
· curlϕ−

∫
Ω

1

µδ
curl

(
Ene,δ − (Eni,δ)δ

)
· ∇χη × ϕ, (7.8.6)

et Dcη,δ,n représente l’erreur de consistance, ou erreur de champ proche,

Dcη,δ,n = aδ((Eni,δ)δ, χηϕ). (7.8.7)

L’erreur de consistance est due au fait que le développement de champ proche tronqué ne satisfait pas
exactement les équations de Maxwell. En majorant successivement les deux termes d’erreurs (parties 7.8.2
et 7.8.3) on obtient une estimation d’erreur globale : il existe deux constantes Cn > 0 et τn > 0 telles que

∥∥Eδ −Enη,δ
∥∥
H(curl ,Ω)

≤ C
(
ηn−1/2 +

1

δ
e−τn

η
δ

)
‖ϕ.‖V

εδ

– Enfin, en utilisant un processus de localisation (pour ne s’intéresser qu’à l’erreur sur le champ lointain),
nous obtenons la proposition 7.8.1 (voir partie 7.8.4). C’est lors de cette étape que nous fixons le paramètre
η.

7.8.2 Estimation de l’erreur de Raccord

L’estimation de l’erreur de raccord fait logiquement intervenir les conditions de raccord (7.4.1), les développe-
ments de champs proches et de champs lointains tronqués ’coïncidant’ jusqu’à un certain ordre dans les zones
de raccord.
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Proposition 7.8.2. Pour tout n ∈ N, il existe deux constantes strictement positives Cn et τn telles que

∣∣Drη,δ,n∣∣ ≤ Cn
(
ηn−1/2 +

n∑
k=0

δk−1e∓τn
η
δ

)
(7.8.8)

Si on appelle Cη le support de la fonction ∇χη (Cη := {(x1, y, z) ∈ Ω, η < |z| < 2η}), on peut écrire Drη,δ,n
comme, (on rappelle que µδ = 1 dans Cη)

Drη,δ,n :=

∫
Cη

(
∇χη × (Ene,δ − (Eni,δ)δ)

)
· curlϕ−

∫
Cη

curl
(
Ene,δ − (Eni,δ)δ

)
· ∇χη × ϕ.

Comme les champs proches et les champs lointains appartiennent à C∞(Cη), et comme le domaine Cη est petit
(mes(Cη) ∼ η) on peut majorer le précédent terme par

Drη,δ,n ≤ C

η

(∥∥Ene,δ − (Eni,δ)δ
∥∥
L∞(Cη)

‖curlϕ‖L1(Cη) +
∥∥curl (Ene,δ − (Eni,δ)δ

)∥∥
L∞(Cη)

‖ϕ‖L1(Cη)

)
,

≤ C

η1/2

(∥∥Ene,δ − (Eni,δ)δ
∥∥
L∞(Cη)

+
∥∥curl (Ene,δ − (Eni,δ)δ

)∥∥
L∞(Cη)

)
‖ϕ‖H(curl ,Ω) . (7.8.9)

Il reste donc à estimer
∥∥∥Ene,δ − (Eni,δ)δ

∥∥∥
L∞(Cη)

et
∥∥∥curl (Ene,δ − (Eni,δ)δ

)∥∥∥
L∞(Cη)

.

7.8.2.1 Estimation de
∥∥∥Ene,δ − (Eni,δ)δ

∥∥∥
L∞(Cη)

La formule de Taylor avec reste intégral nous donne un développement de Ene,δ dans le domaine Cη :

(Ene,δ)
±(x1, x2, x3) =

n∑
k=0

n−k∑
j=0

δk
zj

j!

∂jE±k
∂zj

(x1, x2, 0) +

n∑
k=0

δk
∫ x3

0

∂n+1−kEk(x1, x2, t)

∂zn+1−k
tn−k

(n− k)!
dt. (7.8.10)

où, en utilisant de nouveau la régularité des champs lointains,∣∣∣∣∣
n∑
k=0

δk
∫ x3

0

∂n+1−kEk(x1, x2, t)

∂zn+1−k
tn−k

(n− k)!
dt

∣∣∣∣∣ ≤ C
n∑
k=0

δkηn−k+1. (7.8.11)

Par ailleurs, puisque les conditions de raccord (7.4.1) sont satisfaites, les champs proches admettent le dévelop-
pement suivant (cf. (7.3.13)) :

(E±k )δ =

k∑
j=0

zj

j!δj
∂jE±k−j(x1, x2, 0)

∂zj
+ (R±k )δ(x1, x2, z),

où
(R±k )(X1, X2, X3, x1, x2) =

∑
(l,q)∈Z2\(0,0)

p±k,l,q(X3, x1, x2) e2iπ(pX1+ q
T X2) e∓2π

√
p2+ q2

T2X3 ,

est un terme exponentiellement décroissant satisfaisant

∀m ∈ N,∃ tm,k > 0, ∃C > 0 telles que ∀X3 ≥
1

2
,
∣∣∇mR±k (X1, X2, X3, x1, x2)

∣∣ ≤ Ce−tm,kX3 . (7.8.12)

Donc,
n∑
k=0

δk(E±k )δ =

n∑
k=0

n−k∑
j=0

zj

j!

∂jE±k
∂zj

(x1, x2, 0) +

n∑
k=0

δk(R±k )δ, (7.8.13)

avec, si on pose tn = min
k≤n

(t0,k), ∣∣∣∣∣
n∑
k=0

δk(Rk)δ

∣∣∣∣∣ ≤ C
n∑
k=0

Cδke∓tn
z
δ . (7.8.14)
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Finalement, en combinant les équations (7.8.10) et (7.8.13), on a

Ene,δ − (Eni,δ)δ =

n∑
k=0

δk
∫ x3

0

∂n+1−kEk(x1, x2, t)

∂zn+1−k
tn−k

(n− k)!
dt−

n∑
k=0

δk(R±k )δ,

si bien qu’en utilisant les estimations (7.8.11) et (7.8.14) on obtient∥∥Ene,δ − (Eni,δ)δ
∥∥
L∞(Ω)

≤ Cn
(
ηn+1 +

n∑
k=0

δke∓tn
η
δ

)
(7.8.15)

7.8.2.2 Estimation de
∥∥∥curl (Ene,δ − (Eni,δ)δ

)∥∥∥
L∞(Cη)

Puisque curlEk = iωHk, et que Hk appartient à C∞(Cη), on a
n∑
k=0

δk curlEk =

n∑
k=0

n−1−k∑
j=0

(iω)
δkzj

j!

∂jH±k (x1, x2, 0)

∂zj
+

n∑
k=0

δk(iω)

∫ x3

0

∂n−kHk(x1, x2, t)

∂zn−k
tn−k−1

(n− k − 1)!
dt,

(7.8.16)
avec ∣∣∣∣∣

n∑
k=0

δk(iω)

∫ x3

0

∂n−kHk(x1, x2, t)

∂zn−k
tn−k−1

(n− k − 1)!
dt

∣∣∣∣∣ ≤ Cηn. (7.8.17)

Par ailleurs, en prenant le rotationnel de l’équation (7.8.13), on a
n∑
k=0

δk(Ek)δ =

n∑
k=0

n−1−k∑
j=0

δkzj

j!

(
e3 ×

∂j+1E±k
∂zj+1

+ curlΓ(
∂jE±k
∂zj

)T e3 + ~curlΓ(
∂jE±k
∂zj

)N

)

+

n∑
k=0

δk
zn−k

(n− k)!

(
curlΓ(

∂n−kE±k (x1, x2, 0)

∂zn−k
)T e3 + ~curlΓ(

∂n−kE±k (x1, x2, 0)

∂zn−k
)N

)

+

n∑
k=0

δkcurl (R±k )δ.

Or, en utilisant la proposition 7.2.1, on voit immédiatement que(
e3 ×

∂j+1E±k
∂zj+1

+ curlΓ(
∂jE±k
∂zj

)T e3 + ~curlΓ(
∂jE±k
∂zj

)N

)
= iω

∂jH±k (x1, x2, 0)

∂zj
,

Par ailleurs, en utilisant la régularité des champs lointains,∣∣∣∣∣
n∑
k=0

δk
zn−k

(n− k)!

(
curlΓ(

∂n−kE±k (x1, x2, 0)

∂zn−k
)T e3 + ~curlΓ(

∂n−kE±k (x1, x2, 0)

∂zn−k
)N

)∣∣∣∣∣ ≤ Cnηk (7.8.18)

et, en posant t1n = min
k≤n,m≤1

(tm,k) la décroissance exponentielle (7.8.12) des (R±k )δ donne∣∣∣∣∣
n∑
k=0

δkcurl (R±k )δ

∣∣∣∣∣ ≤ C∑
k∈N

δk−1e∓t
1
n.
η
δ . (7.8.19)

On a donc

curl
(
Ene,δ − (Eni,δ)δ

)
=

n∑
k=0

δk(iω)

∫ x3

0

∂n−kHk(x1, x2, t)

∂zn−k
tn−k−1

(n− k − 1)!
dt

−
n∑
k=0

δk
zn−k

(n− k)!

(
curlΓ(

∂n−kE±k (x1, x2, 0)

∂zn−k
)T e3 + ~curlΓ(

∂n−kE±k (x1, x2, 0)

∂zn−k
)N

)

−
n∑
k=0

δkcurl (R±k )δ,
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que l’on majore en utilisant (7.8.17), (7.8.18) et (7.8.19) :

∥∥curl (Ene,δ − (Eni,δ)δ
)∥∥
L∞(Ω)

≤ Cn
(
ηn +

n∑
k=0

δk−1e∓t
1
n
η
δ

)
. (7.8.20)

Noter que la précédente estimation est moins bonne que l’estimation (7.8.15).

En combinant (7.8.15), (7.8.20) et (7.8.9) et en posant τn = min(tn, t
1
n) on obtient

∣∣Drη,δ,n∣∣ ≤ Cn
(
ηn−1/2 +

n∑
k=0

δk−1e∓τn
η
δ

)
,

ce qui termine la preuve de la proposition 7.8.2.

7.8.3 Estimation de l’erreur de consistance pour le champ proche

Comme nous l’avons déjà mentionné l’erreur de consistance Dcη,δ,n est due au fait que le développement tronqué
de champ proche ne satisfait pas exactement les équations de Maxwell : en effet,

curl
(

1

µδ
curl (Eδi,n)δ

)
− ω2εδ(Eδi,n)δ = δn−1

(
Ã1(En) + Ã2(En−1)− ω2εδ(En−1)

)δ
+ δn

(
Ã2(En)− ω2εδ(En)

)δ
.

où

Ã1(E) = Curl
(

1

µ
curlΓ(ET ) e3

)
+ Curl

(
1

µ
~curlΓ(EN )

)
+

1

µ
curlΓ (Curl E)T e3 +

1

µ
~curlΓ (Curl E)N , (7.8.21)

et

Ã2(E) =
1

µ
curlΓ ~curlΓ(E)N e3 +

1

µ
~curlΓcurlΓ(E)T . (7.8.22)

Estimer l’erreur de consistance, c’est estimer

δn−1

∫
Ω

(
Ã1(En) + Ã2(En−1)− ω2εδ(En−1)

)δ
· χηϕ+ δn

∫
Ω

(
Ã2(En)− ω2εδ(En)

)δ
· χηϕ. (7.8.23)

Proposition 7.8.3. Pour tout n ∈ N, il existe une constante positive Cn telle que

|Dcη,δ,n| ≤ Cnηn−1/2 (7.8.24)

7.8.3.1 Notations préliminaires

Nous introduisons d’abord les domaines Ωη, Ωδη et Bδη :

Ωη := {(x1, x2, z) ∈ Ω, |z| ≤ 2η} ,

Ωδη :=

{
(X1, X2, X3) ∈]− L1

δ
,
L1

δ
[×]− L2

δ
,
L2

δ
×
{
|X3| <

2η

δ

}}
,

Bδη := B ∩
{
|X3| <

2η

δ

}
. (7.8.25)

Le domaine Ωη correspond au support de la fonction de troncature χη, le domaine Ωδη est l’image du domaine
Ωη par le changement de variables X1 = x1

δ , X2 = x2

δ et X3 = z
δ . B

δ
η est quant-à lui l’intersection entre la
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cellule périodique infinie B et Ωδη.

Pour toute fonction ϕ(x1, x2), on introduit {ϕ}δ (X1, X2, X3)

{ϕ}δ (X1, X2, X3) := ϕ(δX1, δX2, δX3). (7.8.26)

Remarquons que

{curl v}δ =
1

δ
curlX1,X2,X3 {v}δ .

De même, pour toute fonction E(X1, X2, X3, x1, x2), on définit {E}δ (X1, X2, X3)

{E}δ (X1, X2, X3) := E(X1, X2, X3, δX1, δX2), (7.8.27)

et on rappelle que

curl (E)δ =
1

δ
(Curl E)

δ
+
(
curlΓET e3 + ~curlΓEN

)δ
Curl {E}δ = {Curl E}δ + δ

{
curlΓET e3 + ~curlΓEN

}δ
(7.8.28)

où la notation (.)δ est définie par (7.3.3). Ces différentes notations vont nous permettre de passer aisément des
variables x1, x2, z aux variables X1, X2 et X3. On a de plus la propriété suivante

Propriété 7.8.4.

1. Soit v ∈ H(curl ,Ωη). Alors, (∫
Ωδη

| {v}δ |2
) 1

2

=
1

δ3/2
‖v‖L2(Ωη) ,

(∫
Ωδη

| {Curl v}δ |2
) 1

2

=
1

δ1/2
‖curl v‖L2(Ωη) .

2. Soit U(X1, X2, X3, x1, x2) = V(X1, X2, X3)g(x1, x2). Si g(x1, x2) appartient à C∞(Γ) et satisfait |g| ≤ C

et si V est périodique. Alors, il existe une constante positive C > 0 telle que(∫
Ωδη

∣∣∣{U}δ∣∣∣ dX1dX2dX3

)1/2

≤ C

δ
‖V‖L2(Bδη) .

7.8.3.2 Problème de champs proches d’ordre 2

Pour ne travailler qu’avec les champs Ek et éviter d’utiliser les champs Hk, on va travailler avec les problèmes de
champs proches d’ordre 2. Pour obtenir ces problèmes, il suffit de prendre le rotationnel de l’équation (7.3.6).
Ces problèmes font intervenir les opérateurs Ã1 et Ã2 définis par (7.8.21) et (7.8.22) :


Curl

(
1

µ
Curl Ek

)
= −Ã1 (Ek−1)− Ã2 (Ek−1) + ω2 ε Ek−2 dansD′(R3) , (7.8.29a)

div (εEk) = −εdivΓ (Ek−1)T dansD′(R3). (7.8.29b)

Remarquons que l’on aurait obtenu directement ce problème si on avait cherché directement le développement
asymptotique de l’équation du second ordre (6.2.1).

En multipliant l’équation (7.8.29a) par la fonction test {χηϕ}δ, en utilisant les formules (7.8.28) et en intégrant
sur le domaine Ωδη, on obtient la formule suivante (qui sera utile dans la suite) :
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∫
Ωδη

{
1

µ
Curl Ek

}δ
· Curl {χηϕ}δ =

+δ

∫
Ωδη

1

µ

{
curlΓ (Curl Ek)T e3 + ~curlΓ (Curl Ek)N

}δ
· {χηϕ}δ

−
∫

Ωδη

1

µ

{
curlΓ (Ek−1)T e3 + ~curlΓ(Ek−1)N

}δ
· Curl {χηϕ}δ

+δ

∫
Ωδη

1

µ

{
~curlΓcurlΓ(Ek−1)T + curlΓ ~curlΓ(Ek−1)N e3

}δ
· {χηϕ}δ

−
∫

Ωδη

1

µ

{
curlΓ (Curl Ek−1)T e3 + ~curlΓ (Curl Ek−1)N

}δ
· {χηϕ}

δ

−
∫

Ωδη

1

µ

{
~curlΓcurlΓ(Ek−2)T + curlΓ ~curlΓ(Ek−2)N e3

}δ
· {χηϕ}δ

+

∫
Ωδη

ω2ε {Ek−2}δ · {χηv}δ (7.8.30)

7.8.3.3 Calcul de aδ((Eni,δ)δ, χηϕ)

Dans un souci de généralité (adaptation à des géométries courbes par exemple) nous n’allons pas estimer
directement 7.8.23 mais sa forme intégrée par parties définie par 7.8.7 :

aδ((Eni,δ)δ, χηϕ) :=

∫
Ωη

1

µδ
curl

(
Eni,δ
)δ · curl (χηϕ)− ω2

∫
Ωη

εδ
(
Eni,δ
)δ · χηv.

En effectuant le changement de variables X1 = x1

δ , X2 = x2

δ et X3 = z
δ , il est facile de voir que

n∑
k=0

δk
∫

Ωη

1

µδ
curl (Ek)

δ · curl (χηϕ) =

δ
( n∑
k=0

δk
∫

Ωnη

1

µ
{Curl Ek}δ · Curl {χηϕ}δ

+

n+1∑
k=1

δk
∫

Ωδη

1

µ

{
curlΓ(Ek−1)T e3 + ~curlΓ(Ek−1)N

}δ
· {Curlχηv}δ

)
,

et que

−ω2
n∑
k=0

∫
Ωη

εδ(Ek)δ · χηϕ = δ

(
n+2∑
k=2

δk
∫

Ωδη

−ω2ε {Ek−2}δ · {χηϕ}δ
)
,

Ainsi, en posant

Dk :=

∫
Ωδη

1

µ
{Curl (Ek)}δ · Curl {χηv}δ

+

∫
Ωδη

1

µ

{
curlΓ(Ek−1)T e3 + ~curlΓ(Ek−1)N

}δ
· Curl {χηv}δ

−
∫

Ωδη

ω2ε {Ek−2}δ · {χηϕ}δ, (7.8.31)
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on obtient

aδ((Eni,δ)δ, χηϕ) :=

n∑
k=0

δk+1Dk

+δn+2

∫
Ωδη

1

µ

{
curlΓ(En)T e3 + ~curlΓ(En)N

}δ
· Curl {χηϕ}δ

−δn+2

∫
Ωδη

ω2ε {En−1}δ · {χηϕ}δ − δn+3

∫
Ωδη

ω2ε {En}δ · {χηϕ}. (7.8.32)

Mais, en utilisant la formule (7.8.30), l’expression de Dk peut être simplifiée : en effet,

Dk = Ak +Bk, (7.8.33)

avec,

Ak = δ

∫
Ωδη

1

µ

{
curlΓ (Curl Ek)T e3 + ~curlΓ (Curl Ek)N

}δ
· {χηϕ}δ

−
∫

Ωδη

1

µ

{
curlΓ (Curl Ek−1)T e3 + ~curlΓ (Curl Ek−1)N

}δ
· {χηϕ}δ, (7.8.34)

et

Bk = δ

∫
Ωδη

1

µ

{
~curlΓcurlΓ(Ek−1)T + curlΓ ~curlΓ(Ek−1)N e3

}
· {χηϕ}δ

−
∫

Ωδη

1

µ

{
~curlΓcurlΓ(Ek−2)T + curlΓ ~curlΓ(Ek−2)N e3

}
· {χηϕ}δ. (7.8.35)

Or,
n∑
k=0

δk+1Ak = δn+2

∫
Ωδη

1

µ

{
curlΓ (Curl En)T e3 + ~curlΓ (Curl En)N

}δ
· {χηϕ}δ

et de même,
n∑
k=0

δk+1Bk = δn+2

∫
Ωδη

1

µ

{
~curlΓcurlΓ(En−1)T + curlΓ ~curlΓ(En−1)N e3

}
· {χηϕ}δ

si bien que l’expression (7.8.32) devient

aδ((Eni,δ)δ, χηϕ) := δn+2

∫
Ωδη

1

µ

{
curlΓ (Curl En)T e3 + ~curlΓ (Curl En)N

}δ
· {χηϕ}δ

+ δn+2

∫
Ωδη

1

µ

{
~curlΓcurlΓ(En−1)T + curlΓ ~curlΓ(En−1)N e3

}
· {χηϕ}δ (7.8.36)

+ δn+2

∫
Ωδη

1

µ

{
curlΓ(En)T e3 + ~curlΓ(En)N

}δ
· Curl {χηϕ}δ

− δn+2

∫
Ωδη

ω2ε {En−1}δ · {χηϕ}δ − δn+3

∫
Ωδη

ω2ε {En}δ · {χηϕ}. (7.8.37)

Il reste à estimer chaque terme indépendamment : pour cela, nous majorons chaque terme à l’aide de l’inégalité
de Cauchy-Schwarz pour séparer les termes faisant intervenir les fonctions test des termes faisant intervenir les
champs proches En et En−1 ainsi que leurs dérivées. La connaissance du comportement des champs proches à
l’infini nous permet alors de majorer ces derniers.
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• a := δn+2

∫
Ωδη

1

µ

{
curlΓ (Curl En)T e3 + ~curlΓ (Curl En)N

}δ
· {χηϕ}δ.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

a ≤ C δn+2

∥∥∥∥{curlΓ (Curl En)T e3 + ~curlΓ (Curl En)N

}δ∥∥∥∥
L2(Ωδη)

∥∥∥{χηϕ}δ∥∥∥
L2(Ωδη)

.

Contrairement à l’estimation de l’erreur de raccord, on se sert ici de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et non
l’inégalité de Hölder. En effet, comme µ et ε peuvent être discontinues quand X3 ≤ 1, les dérivées des
champs proches En et En−1 n’appartiennent pas nécessairement à L∞(Ωδη).

D’après (7.7.38) on connaît la forme semi-explicite de En,

En =

N(n)∑
k=0

gk(x1, x2)Uk(X1, X2, X3),

avec ∂αx1
∂βx2
|gk| ≤ C pour tout (α, β) ∈ N2 et ‖CurlUk‖L2(Bδη) ≤ C

(
η
δ

)n−1/2 (la partie exponentiellement
décroissante est bornée en norme L2(Bδη)), si bien qu’en utilisant la propriété 7.8.4 on a d’une part∥∥∥∥{curlΓ (Curl En)T e3 + ~curlΓ (Curl En)N

}δ∥∥∥∥
L2(Ωδη)

≤ C 1

δ

(η
δ

)n−1/2

,

et d’autre part, ∥∥∥{χηϕ}δ∥∥∥
L2(Ωδη)

≤ C

δ3/2
‖ϕ‖L2(Ω) .

Finalement

a ≤ C δn+2

(
1

δ

(η
δ

)n−1/2
) (

1

δ3/2
‖ϕ‖H(curl ,Ω)

)
,

≤ C ηn−1/2 ‖ϕ‖H(curl ,Ω) . (7.8.38)

• b := δn+2

∫
Ωδη

1

µ

{
~curlΓcurlΓ(En−1)T + curlΓ ~curlΓ(En−1)N e3

}
· {χηϕ}δ

Par un raisonnement analogue on montre que

b ≤ C δn+2

(
1

δ

(η
δ

)n−1/2
) (

1

δ3/2
‖ϕ‖L2(Ω)

)
,

≤ C ηn−1/2 ‖ϕ‖H(curl ,Ω) . (7.8.39)

• c := δn+2

∫
Ωδη

1

µ

{
curlΓ(En)T e3 + ~curlΓ(En)N

}δ
· Curl {χηϕ}δ

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz puis la propriété 7.8.4, on a

c ≤ δn+2

∥∥∥∥{curlΓ(En)T e3 + ~curlΓ(En)N

}δ∥∥∥∥
L2(Ωδη)

1

δ1/2
‖curl (χηϕ)‖L2(Ω) .

Or,

‖curl (χηϕ)‖L2(Ω) ≤
C

η
‖ϕ‖H(curl ,Ω) ,

et ∥∥∥∥{curlΓ(En)T e3 + ~curlΓ(En)N

}δ∥∥∥∥
L2(Ωδη)

≤ C

δ

(η
δ

)n+1/2

.

Donc,

c ≤ C δn+2

(
1

δ

(η
δ

)n+1/2
) (

1

δ1/2

1

η
‖ϕ‖H(curl ,Ω)

)
,

≤ C ηn−1/2 ‖ϕ‖H(curl ,Ω) . (7.8.40)
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• d := δn+2

∫
Ωδη

ω2ε {En−1}δ · {χηϕ}δ

En utilisant les mêmes arguments que précédemment,

d ≤ C δn+2

(
1

δ

(η
δ

)n−1/2
) (

1

δ3/2
‖ϕ‖H(curl ,Ω)

)
,

≤ C ηn−1/2 ‖ϕ‖H(curl ,Ω) . (7.8.41)

• e := δn+3

∫
Ωδη

ω2ε {En}δ · {χηϕ}δ

e ≤ C δn+3

(
1

δ

(η
δ

)n+1/2
) (

1

δ3/2
‖ϕ‖H(curl ,Ω)

)
,

≤ C ηn+1/2 ‖ϕ‖H(curl ,Ω) . (7.8.42)

En combinant les estimations (7.8.38-7.8.42), on obtient une estimation de l’erreur de consistance,

|aδ((Eni,δ)δ, χηϕ)| ≤ Cηn−1/2 ‖ϕ‖H(curl ,Ω) , (7.8.43)

et la proposition 7.8.3 est démontrée.

On peut remarquer que, si on néglige le terme
n∑
k=0

δke−τn
η
δ (qui s’avère être aussi petit que l’on veut) les erreurs

de raccords (7.8.8) et de consistance (7.8.24) sont du même ordre.

7.8.4 Estimation d’erreur optimale pour le champs lointain

7.8.4.1 Deux estimations globales

Les propositions 7.8.2 et 7.8.3 ainsi que la proposition de stabilité 6.2.1 nous permettent d’obtenir une premier
résultat de convergence :

Proposition 7.8.5. Soit δ0 défini par la proposition 6.2.1. Alors, pour tout n ∈ N, il existe Cn > 0 et τn > 0

telles que

∀ δ < δ0,
∥∥Eδ −Enη,δ

∥∥
H(curl ,Ω)

≤ Cn
(
ηn−1/2 +

1

δ
e−τn

η
δ

)
. (7.8.44)

En choisissant η convenablement ( η := n+1
τn

δ ln δ ), on obtient une seconde estimation globale qui est cette fois
indépendante de la fonction η :

Proposition 7.8.6. Soit δ0 > 0 défini par la proposition 6.2.1. Alors, pour tout n ∈ N, il existe Cn > 0 telle
que

∀ δ < δ0,
∥∥Eδ −Enη,δ

∥∥
H(curl ,Ω)

≤ Cn δn−1/2(ln δ)n−1/2. (7.8.45)

Démonstration. Choisissons η := n+1
τn

δ ln δ. Alors, pour δ < δ0, il existe Cn telle que,

1

δ
e−τn

η
δ ≤ Cnδn−1/2.

L’estimation (7.8.44) donne alors directement l’estimation (7.8.45).
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7.8.4.2 Estimation locale optimale

Nous pouvons maintenant montrer la proposition 7.8.1, c’est à dire montrer une estimation optimale de l’erreur
entre le développement en champ lointain tronqué et la solution exacte : soit 0 < γ < L3

2 et

Ωγ := {(x1, x2, z) ∈ Ω, |z| > γ} .

Ωγ correspond à Ω privé d’une bande d’épaisseur γ autour de la couche périodique.

A partir de maintenant, nous fixons η(δ) = n+2
τn+2

δ ln δ. Puisque pour δ assez petit, Enη,δ =

n∑
k=0

δkEk dans Ωγ , il

existe δγ,0 > 0, tel que pour tout δ < δγ,0,∥∥∥∥∥Eδ −
n∑
k=0

δkEk

∥∥∥∥∥
H(curl ,Ωγ)

=
∥∥Eδ −Enη,δ

∥∥
H(curl ,Ωγ)

.

Donc, pour δ < δγ := min(δ0, δγ,0),∥∥∥∥∥Eδ −
n∑
k=0

δkEk

∥∥∥∥∥
H(curl ,Ωγ)

≤
∥∥∥∥∥Eδ −

n+2∑
k=0

δkEk

∥∥∥∥∥
H(curl ,Ωγ)

+

n+2∑
k=k+1

δk ‖Ek‖H(curl ,Ωγ)

≤
∥∥∥Eδ −En+2

η,δ

∥∥∥
H(curl ,Ωγ)

+

n+2∑
k=k+1

δk ‖Ek‖H(curl ,Ωγ)

Or, la proposition 7.8.6 donne∥∥∥Eδ −En+2
η,δ

∥∥∥
H(curl ,Ω)

≤ Cn+2 δ
n+2−1/2(ln δ)n+2−1/2 ≤ Cδn+1.

Comme de plus,

n+N∑
k=k+1

δk ‖Ek‖H(curl ,Ωγ) ≤ Cδn+1,

nous avons montré l’estimation d’erreur en champ lointain attendue :∥∥∥∥∥Eδ −
n∑
k=0

δkEk

∥∥∥∥∥
H(curl ,Ωγ)

≤ Cδn+1.

7.9 Annexes

7.9.1 Construction du développement asymptotique : développements formels

7.9.1.1 Preuve de la proposition 7.4.1

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence. L’initialisation est évidente puisque pour n = 0, les
conditions (7.4.1) et (7.4.2) sont strictement équivalentes. Supposons maintenant que les conditions de raccords
(7.4.1) et (7.4.2) soient équivalentes pour tout k ≤ n − 1. Nous allons montrer que les conditions (7.4.3) sont
alors automatiquement satisfaites en utilisant les propositions 7.3.3 et 7.2.1 : soit k ≥ 1,

(Cn,k)±T =
1

k
(∇Γ(Cn−1,k−1)±N + iω(Dn−1,k−1)±T × e3), (prop. 7.3.3)

=
1

k
(∇Γ(Ek−1

n−k)±N + iω(Hk−1
n−k)±T × e3), (hypothèse de récurrence)

= (Ekn−k)±N , (prop. 7.2.1)

=
∂k(En−k)T

∂zk
(x1, x2, 0

±).
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De même,

(Cn,k)±N = −1

k
divΓ(Cn−1,k−1)±T = −1

k
divΓ(Ek−1

n−k)±N = (Ekn−k)±N

=
∂k(En−k)N

∂zk
(x1, x2, 0

±),

et,

(Dn,k)±T =
1

k
(∇Γ(Dn−1,k−1)±N − iω(Cn−1,k−1)±T × e3),

=
1

k
(∇Γ(Hk−1

n−k)±N − iω(Ek−1
n−k)±T × e3),

= (Hk
n−k)±N ,

=
∂k(Hn−k)T

∂zk
(x1, x2, 0

±),

(Dn,k)±N = −1

k
divΓ(Dn−1,k−1)±T = −1

k
divΓ(Hk−1

n−k)±N = (Hk
n−k)±N

=
∂k(Hn−k)N

∂zk
(x1, x2, 0

±).

7.9.2 Problèmes de champs proches

7.9.2.1 Un résultat sur les fonctions périodiques

Proposition 7.9.1. Soit f ∈ C∞(B) telle que ∇f soit 1-périodique en X1 et τ -périodique en X2 et ∇f ∈ L2(B).
Alors, il existe deux constantes c1 et c2 telles que

g(X1, X2, X3) := f(X1, X2, X3)− c1X1 − c2X2

soit 1-périodique en X1 et τ -périodique en X2. De plus, les constantes c2 et c2 sont données par

c1 =

∫ 1/2

−1/2

∂f(t,X2, X3)

∂X1
dt,∀X2 ∈]− τ

2
,
τ

2
[, ∀X3 ∈ R

=
1

τ

∫ τ/2

−τ/2

∫ 1/2

−1/2

∂f(X1, X2, X3)

∂X1
dX1dX2 ∀X3 ∈ R, (7.9.1)

et,

c2 =
1

τ

∫ τ/2

−τ/2

∂f(X1, t,X3)

∂X2
dt,∀X1 ∈]− 1

2
,

1

2
[, ∀X3 ∈ R

=
1

τ

∫ τ/2

−τ/2

∫ 1/2

−1/2

∂f(X1, X2, X3)

∂X2
dX1dX2 ∀X3 ∈ R, (7.9.2)

Ainsi,

|c1|+ |c2| ≤ C ‖∇f‖L2(B) (7.9.3)

Démonstration.
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– On montre d’abord que c1 est bien indépendant de X2 et X3. Il suffit de dériver l’expression de c1 par
rapport à X2 et X3 :

∂c1

∂X2
=

∫ 1/2

−1/2

∂2f(t,X2, X3)

∂X1∂X2
dt =

∂f( 1
2 , X2, X3)

∂X2
− ∂f(−1

2 , X2, X3)

∂X2
= 0 (∇f périodique),

∂c1

∂X3
=

∫ 1/2

−1/2

∂2f(t,X2, X3)

∂X1∂X3
dt =

∂f( 1
2 , X2, X3)

∂X3
− ∂f(−1

2 , X2, X3)

∂X2
= 0.

Ainsi,
∫ 1/2

−1/2

∂f(t,X2, X3)

∂X1
dt est constante en X2. On peut donc aussi intégrer en X2 sur une période τ et

diviser par cette même période et obtenir l’expression (7.9.1). Un raisonnement analogue s’applique pour
montrer que c2 est indépendante de X1 et de X3.

– On montre l’estimation (7.9.3) : soit une fonction φ0 périodique en X1 et en X2 très régulière définie dans
Bh0 qui vaut 1 quand X3 = h0 (sur Γh0) et qui s’annule quand X3 ≤ h0 − 1. Alors ∀h0 > 0,

c1 =

∫
∂B0

∇f · φ0e1

=

∫
Bh0

curl (∇f) · φ0e1dX1 −
∫
Bh0

∇f · curl (φ0e1).

Donc

|c1| ≤ C ‖φ0‖H1(B) ‖∇p‖L2(B) .

– On montre que g est périodique : remarquons d’abord que

f(X1 + 1, X2 + τ,X3) = f(X1, X2 + τ,X3) +

∫ X1+1

X1

∂f

∂X1
(t,X2 + τ,X3)dt,

= f(X1, X2 + τ,X3) + c1,

= f(X1, X2, X3) + c1 +

∫ X2+τ

X2

∂f

∂X2
(X1, t,X3)dt,

= f(X1, X2, X3) + c1 + τc2.

Donc

g(X1 + 1, X2 + τ,X3) = f(X1 + 1, X2 + τ,X3)− c1(X1 + 1)− c2(X2 + τ),

= f(X1, X2, X3)− c1X1 − c2X2,

= g(X1, X2, X3).

Par densité on en déduit le résultat suivant :

Proposition 7.9.2. Soit p ∈ H2
loc(B) telle que ∇p ∈ L2(B), p très régulière quand |X3| ≥ 1 et ∇p périodique.

Alors, il existe deux constantes c1 et c2 telles que

p̃ := p− c1X1 − c2X2.

soit périodique. De plus, les constantes c1 et c2 sont données par

c1 :=
1

τ

∫ τ/2

−τ/2

∫ 1/2

−1/2

∂p(X1, X2, X3)

∂X1
dX1dX2 ∀ |X3| > 1

c2 :=
1

τ

∫ τ/2

−τ/2

∫ 1/2

−1/2

∂p(X1, X2, X3)

∂X2
dX1dX2 ∀ |X3| > 1.
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7.9.3 Existence : une étape préliminaire

Lemme 7.9.3. Soit h une fonction L2(B) à support compact. Alors il existe une suite de fonctions (hn)n∈N
telles que

–
∫
B

hn = 0,

– hn est à support compact (le support varie avec n),
– lim
n→+∞

‖hn − h‖L2(B) = 0.

Démonstration. Comme h ∈ L2(B) et h est à support compact h appartient à L1(B).

Soit α =

∫
B

h dx1. On définit la suite (hn)n∈N par

hn = h− 1(]0, n[)
α

τn
.

Il est clair que hn est à support compact. De plus,
∫
B

hn = 0 (l’aire d’une section de B où X3 est constante est

égale à τ). Enfin,

‖h− hn‖2L2 =

∫
B

1(]0, n[)
α2

(τn)2
=
α2

τn
.

si bien que lim
n→+∞

‖hn − h‖L2(B) = 0.

Proposition 7.9.4. Soient f ∈ L2
per(R3)3 et g ∈ L2

per(R3). Il existe une unique fonction w ∈ X1(R3)|R3

satisfaisant curl curlw = curl f dans D′(R3)3,

divw = g dans D′(R3).
(7.9.4)

Démonstration. Introduisons d’abord l’espace X1,c(R3) :

X1,c(R3) :=
{
ϕ ∈ D′(R3), telles que ,

ϕ√
1 + (X3)2

∈ L2(R3), curlϕ ∈ L2(R3), divϕ ∈ L2(R3),

∃K = [a, b]× [c, d]× R tel que suppϕ ⊂ K}. (7.9.5)

Soit w satisfaisant (7.9.4). Alors,

∀ϕ ∈ X1,c(R3),

∫
R3

curlw · curlϕ+ divw divϕ =

∫
R3

g divϕ+ f · curlϕ. (7.9.6)

Soit l’opérateur S : 
X1,c(R3)→ X1(B),

ϕ 7→ S(ϕ) =
∑
j∈Z

∑
i∈Z

ϕ(X1 + i,X2 + τj,X3).
(7.9.7)

On remarque que les sommes sur i et j précédentes sont des sommes finies puisque ϕ ∈ X1,c(R3).
En utilisant la remarque 7.5.1, l’équation (7.9.6) s’écrit alors de manière équivalente à l’aide de l’opérateur S :

∀ϕ ∈ X1,c(R3),

∫
B

curlw · curlS(ϕ) + divw divS(ϕ) =

∫
B

g divS(ϕ) + f · curlS(ϕ), (7.9.8)

Or, on peut montrer que S est un opérateur surjectif ce qui implique que

∀ϕ ∈ X1(B),

∫
B

curlw · curlϕ+ divw divϕ =

∫
B

g divϕ+ f · curlϕ, (7.9.9)



7.9. Annexes 151

et en particulier,

∀ϕ ∈ X1(B)|R3,

∫
B

curlw · curlϕ+ divw divϕ =

∫
B

g divϕ+ f · curlϕ. (7.9.10)

Or ce problème admet une solution unique w1 dans X1(B)|R3 (voir proposition 7.5.8).
Réciproquement, nous allons maintenant montrer que w1 satisfait (7.9.4). Tout d’abord, remarquons que la
formulation (7.9.10) reste vraie si on prend les fonctions ϕ dans X1(B) plutôt que dans X1(B)|R3 si bien que

∀ϕ ∈ X1(B),

∫
B

curlw1 · curlϕ+ divw1 divϕ =

∫
B

g divϕ+ f · curlϕ. (7.9.11)

En prenant ϕ = ∇p, on a Donc,∫
B

(div (w1)− g)h = 0 ∀h ∈ D(B) telle que
∫
B

h = 0

En utilisant le lemme 7.9.3 et le fait que div (w1)− g ∈ L2(B), l’égalité précédente est vraie pour toute fonction
de D(B). Cela signifie exactement que

div (w1) = g dans D′(B)

et donc, comme g ∈ L2
per(R3), dans D′(R3).

Maintenant il reste à montrer que curl curlw1 = curl f dans D′(R3)3. Pour cela, soit ϕ ∈ D(R3)3. Alors, comme
S(ϕ) ∈ X1(B) on a

∀ϕ ∈ D(R3)3,

∫
B

curlw1 · curlS(ϕ) =

∫
B

f · curlS(ϕ).

Or la ligne précédente est équivalente à l’équation suivante, posée cette fois sur R3 tout entier

∀ϕ ∈ D(R3)3,

∫
R3

curlw1 · curlϕ =

∫
R3

f · curlϕ.

Ainsi,
curl curlw1 = curl f ∈ D′(R3)3.

On a donc montré l’existence et l’unicité de w ∈ X1(R3)|R3 satisfaisant (7.9.4).

On en déduit le lemme ci dessous :

Lemme 7.9.5. Soit f ∈ L2
per(R3)3 vérifiant div f = 0. Alors il existe wa ∈ Xa(R3) telle quediv (awa) = 0 dans D′(R3),

curl (wa) = f dans D′(R3)3.

En utilisant la proposition 7.9.4, nous savons qu’il existe w ∈ X1(R3) telle quecurl curlw = curl f dans D′(R3)3,

divw = 0 dans D′(R3).

En intégrant l’équation divw = 0 sur un domaine borné, on remarque que∫ 1/2

−1/2

∫ τ/2

−τ/2
w(X1, X2, h0) · e3 − w(X1, X2,−h0) · e3dX1dX2 = 0 ∀ h0 > 0. (7.9.12)

Soit d = f − curlw. z appartient à L2
per(R3). Par ailleurs,curl d = 0 dans D′(R3)3,

div d = 0 dans D′(R3).
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Donc, en utilisant la proposition 7.5.3, d est une constante de R3. Mais, comme d ∈ L2
per(R3), alors d = 0.

On a donc trouvé w ∈ X1(R3) vérifiant curlw = f . Malheureusement div (aw) 6= 0. Pour trouver wa on va donc
corriger w en lui ajoutant une fonction à rotationnel nul. Plus précisément on va construire wa sous la forme

wa = w +∇p,

où p est une fonction appartenant à W1(R3). Il faut montrer que p existe. Si p existe, elle vérifie

div (a∇p) = −div (aw) dans D′(R3). (7.9.13)

Or, cette équation admet une solution (définie à une constante près) dans W1(R3). En effet, soit χ une fonction
de troncature satisfaisant

χ(z) =

1 si |z| > 2,

0 si |z| < 1.
(7.9.14)

Alors,

div (aw) = div (a(1− χ)w︸ ︷︷ ︸
g0

) +∇χ · w︸ ︷︷ ︸
f0

,

où
– f0 ∈ L2

per(R3) est à support compact et satisfait (en utilisant (7.9.12)),

∫
B

f0 =

∫ 1/2

−1/2

∫ τ/2

−τ/2
w(X1, X2, h0) · e3 − w(X1, X2,−h0) · e3 = 0.

– g0 ∈ L2
per(R3) est à support compact.

L’application de la proposition 7.5.2 nous donne l’existence d’une fonction p ∈W 1(R3) et termine la construction
de la fonction wa.

7.9.4 Construction du développement asymptotique

7.9.4.1 Preuve de la proposition 7.7.7

La preuve de cette démonstration est similaire à celle de la proposition 7.7.6. Il nous faut juste vérifier la seconde
condition de compatibilité à savoir,

{
f ((Wi)

p,q
k )

x3
}

0,0
=
{
f
(

(W̃i)
p,q
k

)x3
}

0,0
= 0.

La démonstration est résumée à l’aide des deux tableaux ci-dessous :

(Wi)
p,q
1 A1,0

0

{
(Wi)

p−1,q
0

}
0,0
· e3 A0,1

0

{
(Wi)

p,q−1
0

}
0,0
· e3 iωε

{
(Ṽi)

p,q
0

}
0,0
· e3 total

(W0)0,0
1 0 0 0 0

(W0)1,0
1

{
∂q1
∂X2

}
0,0

= 0 0 0 0

(W0)0,1
1 0 −

{
∂q1
∂X1

}
0,0

= −1 + iω
iω

{
∂p3

∂X3

}
0,0

= 1 0

(W1)0,0
1 0 0 0 0

(W1)1,0
1

{
∂q2
∂X2

}
0,0

= 1 0 − iωiω
{
∂p3

∂X3

}
0,0

= −1 0

(W1)0,1
1 0

{
− ∂q2
∂X1

}
0,0

= 0 0 0



7.9. Annexes 153

(W̃i)
p,q
1 A1,0

0

{
(W̃i)

p−1,q
0

}
0,0
· e3 A0,1

0

{
(W̃i)

p,q−1
0

}
0,0
· e3 iωε {(Vi)

p,q
0 }0,0 · e3 total

(W̃0)0,0
1 0 0

{
∂p1

∂X3

}
0,0

= 0 0

(W̃0)1,0
1 0 0 0 0

(W̃0)0,1
1 0 0 0 0

(W̃0)2,0
1 0 0 0 0

(W̃0)1,1
1 − 1

iω

{
∂q3
∂X2

}
0,0

= 0 0 0 0

(W̃0)0,2
1 0 1

iω

{
∂q3
∂X1

}
0,0

= 0 0 0

(W̃1)0,0
1 0 0

{
∂p2

∂X3

}
0,0

= 0 0

(W̃1)1,0
1 0 0 0 0

(W̃1)0,1
1 0 0 0 0

(W̃1)2,0
1

1
iω

{
∂q3
∂X2

}
0,0

= 0 0 0 0

(W̃1)1,1
1 0 − 1

iω

{
∂p3

∂X1

}
0,0

= 0 0 0

(W̃1)0,2
1 0 0 0 0

7.9.4.2 Preuve de la proposition 7.7.8

Nous montrons cette proposition par récurrence. L’initialisation a déjà été prouvée pour n = 0 et pour n = 1.
La preuve pour n = 1 était sensiblement différente de la preuve pour n > 1 quelconque, c’est pourquoi il fallait
traiter ce cas séparément. On définit

f ((Vi)
p,q
k ) := −A1,0

0

(
(Vi)

p−1,q
k−1

)
−A0,1

0

(
(Vi)

p,q−1
k−1

)
+ iωµ

(
(W̃i)

p,q
k−1

)
,

f
(

(Ṽi)
p,q
k

)
:= −A1,0

0

(
(Ṽi)

p−1,q
k−1

)
−A0,1

0

(
(Ṽi)

p,q−1
k−1

)
+ iωµ ((Wi)

p,q
k ) ,

f ((Wi)
p,q
k ) := A1,0

0

(
(Wi)

p−1,q
k−1

)
+A0,1

0

(
(Wi)

p,q−1
k−1

)
+ iωε

(
(Ṽi)

p,q
k−1

)
,

f
(

(W̃i)
p,q
k−1

)
:= A1,0

0

(
(W̃i)

p−1,q
k−1

)
+A0,1

0

(
(W̃i)

p,q−1
k−1

)
+ iωε

(
(Vi)

p,q
k−1

)
,

et

g ((Vi)
p,q
k ) := −ε

(
B1,0

0

(
(Vi)

p−1,q
k−1

)
+ B0,1

0

(
(Vi)

p,q−1
k−1

))
,

g
(

(Ṽi)
p,q
k

)
:= −ε

(
B1,0

0

(
Ṽi)

p−1,q
k−1

)
+ B0,1

0

(
(Ṽi)

p,q−1
k−1

))
,

g ((Wi)
p,q
k ) := −µ

(
B1,0

0

(
(Wi)

p−1,q
k−1

)
+ B0,1

0

(
(Wi)

p,q−1
k−1

))
,

g
(

(W̃i)
p,q
k

)
:= −µ

(
B1,0

0

(
(W̃i)

p−1,q
k−1

)
+ B0,1

0

(
(W̃i)

p,q−1
k−1

))
.

1. Conditions de compatibilité :
– div f ((Vi)

p,q
k ) = 0 :

div
(
−A1,0

0

(
(Vi)

p−1,q
k−1

))
= curl

(
(Vi)

p−1,q
k−1

)
· e1

= −
(

(Vi)
p−1,q−1
k−2

)3

+ iωµ
(

(W̃i)
p−1,q
k−2

)1

.
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div
(
−A0,1

0

(
(Vi)

p,q−1
k−1

))
= curl

(
(Vi)

p−1,q
k−1

)
· e2

= +
(

(Vi)
p−1,q−1
k−2

)3

+ iωµ
(

(W̃i)
p−1,q
k−2

)2

.

iωdiv
(
µ(W̃i)

p,q
k−1

)
= −iωµ

((
(W̃i)

p−1,q
k−2

)1

+
(

(W̃i)
p−1,q
k−2

)2
)
.

En additionnant les trois équations, on obtient

div f ((Vi)
p,q
k ) = 0

– div f ((Vi)
p,q
k ) = 0 :

div
(
−A1,0

0

(
(Ṽi)

p−1,q
k−1

))
= −

(
(Ṽi)

p−1,q−1
k−2

)3

+ iωµ
(

(Wi)
p−1,q
k−2

)1

,

div
(
−A0,1

0

(
(Ṽi)

p,q−1
k−1

))
= +

(
(Ṽi)

p−1,q−1
k−2

)3

+ iωµ
(

(Wi)
p−1,q
k−2

)2

,

iωdiv
(
µ(Wi)

p,q
k−1

)
= −iωµ

((
(Wi)

p−1,q
k−2

)1

+
(

(Wi)
p−1,q
k−2

)2
)
.

et donc div f
(

(Ṽi)
p,q
k

)
= 0.

– div f ((Wi)
p,q
k ) = 0 :

div
(
A1,0

0

(
(Wi)

p−1,q
k−1

))
=
(

(Wi)
p−1,q−1
k−2

)3

+ iωε
(

(Ṽi)
p−1,q
k−2

)1

,

div
(
A0,1

0

(
(Wi)

p,q−1
k−1

))
= −

(
(Wi)

p−1,q−1
k−2

)3

+ iωε
(

(Ṽi)
p−1,q
k−2

)2

,

iωdiv
(
ε(Ṽi)

p,q
k−1

)
= −iωε

((
(Ṽi)

p−1,q
k−2

)1

+
(

(Ṽi)
p−1,q
k−2

)2
)
.

et donc div f ((Wi)
p,q
k ) = 0.

– div f
(

(W̃i)
p,q
k

)
= 0 :

div
(
A1,0

0

(
(W̃i)

p−1,q
k−1

))
=
(

(W̃i)
p−1,q−1
k−2

)3

+ iωε
(

(Vi)
p−1,q
k−2

)1

,

div
(
A0,1

0

(
(W̃i)

p,q−1
k−1

))
= −

(
(W̃i)

p−1,q−1
k−2

)3

+ iωε
(

(Vi)
p−1,q
k−2

)2

,

iωdiv
(
ε(Vi)

p,q
k−1

)
= −iωε

((
(Vi)

p−1,q
k−2

)1

+
(

(Vi)
p−1,q
k−2

)2
)
.

et donc div f
(

(W̃i)
p,q
k

)
= 0.

– Seconde condition de compatibilité :
{
f ((Vi)

p,q
k )

3
}±

0,0
= 0 pour |X3| > 1

2 . Comme div f ((Vi)
p,q
k ) = 0,

on a {
f ((Vi)

p,q
k )

3
}±

0,0
= `±N (f ((Vi)

p,q
k )) .

Or, puisque k > 1 (important),

`+N (f ((Vi)
p,q
k ))) = −`+x2

(
(Vi)

p−1,q
k−1

)
) + `+x1

(
(Vi)

p,q−1
k−1

)
) + iω`+N

(
(W̃i)

p,q
k−1

)3

),

= +`−x2

(
(Vi)

p−1,q
k−1

)2

)− `−x1

(
(Vi)

p,q−1
k−1

)1

)− iω`−N
(

(W̃i)
p,q
k−1

)3

),

= −`−N (f ((Vi)
p,q
k ))

3
).
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Et par ailleurs, comme f ((Vi)
p,q
k ) est périodique,

0 =

∫
Bh0

div f ((Vi)
p,q
k ) ,

= `+N (f ((Vi)
p,q
k ))

3
)− `−N (f ((Vi)

p,q
k ))

3
)

Donc, `+N (f ((Vi)
p,q
k ))

3
) = `−N (f ((Vi)

p,q
k ))

3
) = 0.

2. Existence : La démonstration d’existence est similaire à la démonstration de l’existence quand k = 1.

7.9.4.3 Preuve de la proposition 7.7.9

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence. L’initialisation a déjà été démontrée dans le paragraphe
7.7.1. Nous supposons que pour tout k ≤ n − 1 les champs lointains Ek et Hk et les champs proches Ek, Hk
sont définis par (7.7.39, 7.7.40, 7.7.38, 7.7.37). Définissons d’abord En et Hn par



curl curlEn − ω2En = 0 dans Ω±

[n×En] = gn

[n× curlE0] = iωhn,

curlE0 × n− iω(E0)T = 0 sur Σ.

où les termes sources gn et hn sont définis par (7.4.5). Noter que puisque, d’après les formules (7.7.38), 7.7.37),
Ek et Hk, k ≤ n− 1 sont dérivables à n’importe quel ordre par rapport aux variables macroscopiques x1 et en
x2, il en est de même pour gn et hn. Puis, nous définissons H1 par

Hn :=
1

iω
En.

En utilisant les formules (7.7.38) et 7.7.37), on peut avoir une expression explicite de A1,0
0

(
∂En−1

∂x1

)
, A0,1

0

(
∂En−1

∂x2

)
et de iωµHn−1 :

A1,0
0

(
∂En−1

∂x1

)
=

n−1∑
k=0

n−1−k∑
p=0

n−1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p+1,qA1,0
0 (Vi)

p,q
n−1−k

+

n−1∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p+1,qA1,0

0

(
Ṽi
)p,q
n−1−k

,

=

n−1∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,qA1,0
0 (Vi)

p−1,q
n−1−k

+

n−1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,qA1,0

0

(
Ṽi
)p−1,q

n−1−k
,

car,
– si p = 0, alors (Vi)

−1,q
n−1−k = 0 et (Ṽi)

−1,q
n−1−k = 0,

– si q = n− k − p, p+ q = n− k > n− 1− k, donc (Vi)
p,q
n−1−k = 0,

– si q = n+ 1− k − p, p+ q = n− k + 1 > (n− 1− k) + 1, donc (Ṽi)
p,q
n−1−k = 0.
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A0,1
0

(
∂En−1

∂x2

)
=

n−1∑
k=0

n−1−k∑
p=0

n−1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,q+1A0,1
0 (Vi)

p,q
n−1−k

+

n−1∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,q+1A0,1

0

(
Ṽi
)p,q
n−1−k

,

=

n−1∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,qA0,1
0 (Vi)

p,q−1
n−1−k

+

n−1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,qA1,0

0

(
Ṽi
)p,q−1

n−1−k
,

car,
– si q = 0, alors (Vi)

p,−1
n−1−k = (Vi)

p,−1
n−1−k = 0,

– si p = n− k dans la première somme, alors q = 0, et donc (Vi)
n−k,−1
n−1−k = 0,

– si p = n+ 1− k dans la seconde somme, alors q = 0, donc (Ṽi)
n+1−k,−1
n−1−k = 0.

iωµHn−1 =

n−1∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,q
(

W̃i

)p,q
n−1−k

+

n−1∑
k=0

n−1−k∑
p=0

n−1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,q (Wi)

p,q
n−1−k ,

=

n−1∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,q
(

W̃i

)p,q
n−1−k

+

n−1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,q (Wi)

p,q
n−1−k ,

– si q ≤ n− k − p dans la seconde somme, alors p+ q ≤ n− k (Wi)
p,q
n−1−k = 0,

– si p ≥ n− k dans la seconde somme, alors p+ q ≤ n− k0, et donc (Wi)
p,q
n−1−k = 0.

En additionnant les équations,

−A1,0
0

∂En−1

∂x1
−A0,1

0

∂En−1

∂x2
+ iωµHn−1 =

n−1∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,q
(
−A1,0

0

(
(Vi)

p−1,q
n−1−k

)
−A0,1

0

(
(Vi)

p,q−1
n−1−k

)
+ iωµ(W̃i)

p,q−1
n−1−k

)

+

n−1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,q

(
−A1,0

0

(
(Ṽi)

p−1,q
n−1−k

)
−A0,1

0

(
(Ṽi)

p,q−1
n−1−k

)
+ iωµ(Wi)

p,q−1
n−1−k

)
.

Donc,

−A1,0
0

∂En−1

∂x1
−A0,1

0

∂En−1

∂x2
+ iωµHn−1 =

n−1∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,qcurl
(
(Vi)

p,q
n−k

)
(7.9.15)

+

n−1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,qcurl

(
(Ṽi)

p,q
n−k

)
.
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De même,

− ε
(
B1,0

0

∂En−1

∂x1
− B0,1

0

∂En−1

∂y

)
=

n−1∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,qdiv
(
ε(Vi)

p,q
n−k

)
(7.9.16)

+

n−1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,qdiv

(
ε(Ṽi)

p,q
n−k

)
.

Les équations (7.9.15-7.9.16) nous incitent à chercher En sous la forme

En = a∇pε1 + b∇pε2 + c∇pε3 +

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,q(Vi)
p,q
n−k

+

n−1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,q(Ṽi)

p,q
n−k.

Nous allons déterminer C = (a, b, c)T pour que les conditions de raccords (7.4.2) soient satisfaites : d’après la
proposition 7.4.1, il suffit de raccorder les termes constants du développement modal de En : nous avons

E+
n = C +

n−1∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,qA+
0

(
(Vi)

p,q
n−k

)
+

n−1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,qA+

0

(
(Ṽi)

p,q
n−k

)

E−n = C −
n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,qA+
0

(
(Vi)

p,q
n−k

)
−
n−1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,qA+

0

(
(Ṽi)

p,q
n−k

)

Donc C = 〈En〉 et on retrouve En s’écrit bien sous la forme (7.7.38). De plus,le saut 〈En〉 est bien donné par

[En] =

n−1∑
k=0

n−k∑
p=0

n−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Eik〉p,q
(
2A+

0

(
(Vi)

p,q
n−k

))
+

n−1∑
k=0

n+1−k∑
p=0

n+1−k−p∑
q=0

1∑
i=0

〈Hi
k〉p,q

(
2A+

0

(
(Ṽi)

p,q
n−k

))
Nous obtenons Hn ainsi que le saut 〈Hn〉 de manière similaire.
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8.1 Introduction

Nous cherchons maintenant à construire un problème approché dont la solution Eδ1 est proche des deux premiers
termes du développement asymptotique : E0 + δE1. Nous adoptons la démarche classique (cf.[HJN08], [CHH],
[Sch08]) qui consiste à étudier le problème vérifié par Ê := E0 + δE1 : D’apres (7.7.3), (7.7.14), (7.7.17) et
(7.7.18) nous observons que Ê satisfait



curl curl Ê− ω2Ê = f dans Ω+ ∪ Ω−,

−[e3 × Ê] = δ

( A
ω2

~curlΓcurlΓ〈curl Ê〉T −D1〈curl Ê〉T
)

+O(δ2),

−[e3 × curl Ê] = δ
(
B ~curlΓcurlΓ〈ÊT 〉 − ω2D2〈ÊT 〉

)
+O(δ2),

n× curl Ê = −iωÊT sur Σ±x3
,

Ê× nΣ−x1
= Ê× nΣ+

x1
, curl Ê× nΣ−x1

= curl Ê× nΣ+
x1
,

Ê× nΣ−x2
= Ê× nΣ+

x2
, curl Ê× nΣ−x2

= curl Ê× nΣ+
x2
,

(8.1.1)

où

A =
1

τ

∫
B0

∂pε3
∂X3

− 1, B =
1

τ

∫
B0

∂pµ3
∂X3

− 1,

D1 =


1

τ

∫
B0

µ
∂pµ1
∂X1

− 1 0

0
1

τ

∫
B0

µ
∂pµ2
∂X2

− 1

 , D2 =


1

τ

∫
B0

ε
∂pε1
∂X1

− 1 0

0
1

τ

∫
B0

ε
∂pε2
∂X2

− 1.


(8.1.2)

Les fonctions pεi et p
µ
i sont définies par (7.5.9) et B0 est la cellule de périodicité tronquée :

B0 =
{

(X1, X2, X3) ∈ R3,−1/2 < X1 < 1/2,−τ
2
< X2 <

τ

2

}
. (8.1.3)

Nous rappelons que f est à support compact dans Ω± et satisfait

div f = 0 dans Ω±. (8.1.4)

L’idée, tout comme dans le cas bi-dimensionnel, est de négliger les termes en O(δ2) dans le système d’équations
8.1.1. Cependant, dans notre cas, les constantes A et B ainsi que les matrices D1 et D2 n’ont pas un signe
constant, ce qui ne permet pas d’analyser facilement le problème. Comme dans le cas bi-dimensionnel, afin de
travailler avec des constantes positives, on va décaler les sauts et les moyennes : nous n’allons plus exprimer les
sauts et moyennes de Ê directement sur l’interface Γ mais entre deux interfaces différentes Γ±αδ :

∀α > 0, Γ±αδ =

{
(x1, x2, x3) ∈]− L1

2
,
L1

2
[×]− L2

2
,
L2

2
[×{±αδ}

}
.

Pour toute fonction u suffisamment régulière, nous définissons alors le saut et la moyenne de u de part et d’autre
de ces deux interfaces :

[u]α = u+
α − u−α , 〈u〉α =

1

2

(
u+
α + u−α

)
, avec u±α = u(x1, x2,±αδ).

On introduit enfin les domaines Ω±αδ :

Ω±αδ :=

{
(x1, x2, x3) ∈ ]− L1

2
,
L1

2
[×]− L2

2
,
L2

2
[×]± αδ,±L3

2
[

}
. (8.1.5)

Pour éviter d’alourdir les notations nous continuons d’appeler Σ±x1
et Σ±x2

les bords latéraux de Ω±αδ.
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Ω+
αδ

Ω−
αδ

Γ+
αδ

Γ−
αδ 2αδ

Σ+
x3

Σ−
x3

x1

x2
x3

Figure 8.1 – Le domaine Ω+
αδ ∪ Ω−αδ

En remplaçant dans le problème (8.1.1) les sauts et moyennes de part et d’autre de l’interface Γ par leurs
équivalents entre les interfaces Γ±αδ (en utilisant des développements de Taylor comme dans la partie 4.1.2 du
chapitre 4), et en négligeant les termes en O(δ2), on obtient le problème approché du premier ordre que nous
allons étudier : 

curl curlEδ1 − ω2Eδ1 = f dans Ω+
αδ ∪ Ω−αδ,

−[e3 ×Eδ1]α = δ

(
A

ω2
~curlΓcurlΓ

(
(〈curlEδ1〉)α

)
T
−D1

(
〈curlEδ1〉α

)
T

)
, (a)

−[e3 × curlEδ1]α = δ
(
B ~curlΓcurlΓ〈Eδ1T 〉α − ω2D2〈Eδ1T 〉α

)
, (b)

n× curlEδ1 = −iωEδ1T sur Σ±x3
,

Eδ1 × nΣ−x1
= Eδ1 × nΣ+

x1
, curlEδ1 × nΣ−x1

= curlEδ1 × nΣ+
x1
,

Eδ1 × nΣ−x2
= Eδ1 × nΣ+

x2
, curlEδ1 × nΣ−x2

= curlEδ1 × nΣ+
x2
.

(8.1.6)

où

A =
1

τ

∫
B0

∂pε3
∂X3

− 1 + 2α,

B =
1

τ

∫
B0

∂pµ3
∂X3

− 1 + 2α,

D1 =


1

τ

∫
B0

µ
∂pµ1
∂X1

− 1 + 2α 0

0
1

τ

∫
B0

µ
∂pµ2
∂X2

− 1 + 2α,

 ,

D2 =


1

τ

∫
B0

ε
∂pε1
∂X1

− 1 + 2α 0

0
1

τ

∫
B0

ε
∂pε2
∂X2

− 1 + 2α,



(8.1.7)

Il existe une valeur critique α0 ≥ 0 telle que pour tout α ≥ α0 les constantes A, B et les matrices D1 et D2 sont
strictement positives. Nous nous plaçons à présent et pour toute la suite du chapitre sous l’hypothèse suivante :

Hypothèse 8.1.1. α ≥ 0 est tel que A, B et D1, D2 soient strictement positives.

Remarque 8.1.2. Dans le cas d’une couche mince où

ε(X1, X2, X3) =

{
ε0 si |X3| ≤ 1/2,

1 sinon,
et µ(X1, X2, X3) =

{
µ0 si |X3| ≤ 1/2,

1 sinon,
(8.1.8)

les constantes A, B et les matrices D1 et D2 sont données par

A =
1

ε0
+ (2α− 1), B =

1

µ0
+ (2α− 1), D1 = (µ0 + (2α− 1))I2, D2 = (ε0 + (2α− 1))I2, (8.1.9)
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où I2 est la matrice identité (cf.7.5.12). Ces constantes sont donc positives quand α ≥ 1/2.

Dans la suite de ce chapitre nous allons analyser le problème (8.1.6) et montrer qu’il est bien posé dans un
espace fonctionnel adapté. Nous montrons aussi un résultat de stabilité indépendant de δ (Propositions 8.5.1
et 8.5.2). Puis nous montrons que la solution Eδ1 du problème approché (8.1.6) tend vers la solution Eδ du
problème initial (6.2.6) (Proposition 8.6.2).

La méthode consiste à écrire d’abord une formulation variationnelle du problème (8.1.6) puis de montrer que
cette formulation relève de l’alternative de Fredholm et enfin de montrer l’unicité. La démonstration est plus
délicate que dans les problèmes de Helmholtz parce que les propriétés de compacité sont bien moins évidentes à
montrer (voir [Web80] ,[CD00], [CDN99], [BS87] pour des explications générales et détaillées sur ces difficultés).

8.2 Réécriture du problème sous forme variationnelle

8.2.1 Introduction de l’opérateur G
La condition de saut (8.1.6-a) portant sur [e3 × Eδ1]α ne se prête pas bien à une formulation variationnelle
ne comportant qu’une seule inconnue Eδ1 (on ne veut pas introduire de multiplicateur de Lagrange). En effet,
quand on intègre sur Ω+ et Ω− l’équation curl curlEδ1 − ω2Eδ1 = f testée contre une fonction ϕ, le terme de
bord intervenant dans la formulation variationnelle est donné par

+

∫ L1/2

−L1/2

∫ L2/2

−L2/2

〈(curlEδ1)T 〉T · [e3 × ϕ]α −
∫ L1/2

−L1/2

∫ L2/2

−L2/2

[
e3 × curlEδ1

]
α
· 〈ϕT 〉α.

Si le deuxième terme s’avère bien adapté à la condition de transmission (8.1.6-b), le premier terme, lui, n’est
pas adapté à la condition de transmission (8.1.6-a). En fait, il est pratique d’inverser la condition (8.1.6-a), ce
qui nous permet d’exprimer 〈(curlEδ1)T 〉α en fonction de [e3 ×Eδ1]α. C’est pourquoi on introduit l’opérateur G.
Cette inversion nécessite par contre d’introduire une hypothèse sur la fréquence ω (hypothèse 8.2.2) et d’écarter
de notre étude un nombre dénombrable de fréquences interdites.
Au préalable, nous définissons THper(curlΓ,Γ),

THper(curlΓ,Γ) :=
{
u ∈ TH(curlΓ,Γ), (u1)|Γ+

x2
= (u1)|Γ−x2

, (u2)|Γ+
x1

= (u2)|Γ−x1

}
. (8.2.1)

où Γ±x1
(resp. Γ±x2

) sont les bords de Γ de normale ±e1 (resp. ±e2). Soit g ∈ TH−1/2(divΓ,Γ). Nous souhaitons
trouver λ ∈ THper(curlΓ,Γ) solution du problème

−g = A ~curlΓcurlΓλ−D1ω
2λ, (8.2.2)

Proposition 8.2.1. Si g ∈ TH−1/2(divΓ,Γ) alors le problème (8.2.2) admet une solution unique sauf pour une
suite de fréquences (ωn)n∈N qui admet +∞ comme seul point d’accumulation.

La preuve de cette proposition est classique. Elle est basée sur une décomposition de Helmholtz de
THper(curlΓ,Γ) (cf. théorème 4.18 de [Mon03]). A partir de maintenant, on se place sous l’hypothèse suivante :

Hypothèse 8.2.2. ω n’est pas une fréquence propre du problème (8.2.2).

Soit ω satisfaisant l’hypothèse 8.2.2. On définit alors l’opérateur G par

G :


TH−1/2

per (divΓ,Γ)→ THper(curl ,Γ)

g 7→ λ = G(g) unique solution appartenant à THper(curlΓ,Γ) du problème

−g = A ~curlΓcurlΓλ−D1ω
2λ

On peut alors montrer le résultat suivant :
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Proposition 8.2.3. Sous l’hypothèse 8.2.2 l’opérateur G est bien défini. De plus, pour tout g ∈ TH−1/2(divΓ,Γ),
G(g) appartient à TH1/2(Γ) et satisfait

‖G(f)‖TH(curlΓ,Γ) ≤ C‖f‖TH−1/2(divΓ,Γ), (8.2.3)

‖divΓ(D1G(f))‖H−1/2(Γ) ≤ C‖f‖TH−1/2(divΓ,Γ),

‖G(f)‖TH1/2(Γ) ≤ C‖f‖TH−1/2(divΓ,Γ).

La preuve des deux premiers points de la proposition est immédiate. Ils découlent directement de l’inversion
du problème (8.2.2). Pour montrer que G(g) appartient à TH1/2(Γ), on utilise le fait que si λ ∈ TH(curlΓ,Γ)

et divΓ(D1λ) ∈ H−1/2(Γ) alors λ ∈ TH1/2(Γ). La preuve détaillée est donnée en annexe 8.7.1 (Ce résultat est
classique quand D1 = I).

8.2.2 Formulation variationnelle

En travaillant toujours sous l’hypothèse 8.2.2, on peut maintenant réécrire le problème (8.1.6) à l’aide de
l’opérateur G : 

curl curlEδ1 − ω2Eδ1 = f dans Ω+
αδ ∪ Ω−αδ,

〈(curlEδ1)T 〉α = ω2

δ G(
[
n×Eδ1

]
α

),

−
[
e3 × curlEδ1

]
α

= δ
(
B ~curlΓcurlΓ〈(Eδ1)T 〉α − ω2D2〈(Eδ1)T 〉α

)
,

n× curlEδ1 = −iω(Eδ1)T sur Σ±x3
,

Eδ1 × nΣ−x1
= Eδ1 × nΣ+

x1
, curlEδ1 × nΣ−x1

= curlEδ1 × nΣ+
x1
,

Eδ1 × nΣ−x2
= Eδ1 × nΣ+

x2
, curlEδ1 × nΣ−x2

= curlEδ1 × nΣ+
x2
.

(8.2.4)

Il semble alors naturel de chercher la solution dans l’espace Xδ

Xδ :=
{
u ∈ Hper(curl ,Ω+

αδ) ∩ Hper(curl ,Ω−αδ), 〈uT 〉α ∈ THper(curlΓ,Γ), (uT )|Σ±x3
∈ TL2(Σ±x3

)
}
, (8.2.5)

muni de la norme

‖E‖2Xδ = ‖E‖2H(curl ,Ω±αδ) + δB ‖〈ET 〉α‖2H(curl ,Γ) + ω

∫
Σ±
|ET |2 ds

+
ω4

δ

∫
Γ

D1G([e3 ×E]α) · G([e3 ×E]α) ds.+
Aω2

δ
‖curlΓG([e3 ×E]α)‖2

L2(Γ)
. (8.2.6)

A δ fixé, la norme (8.2.6) est équivalente à la norme ‖u‖H(curl ,Ωαδ± ) + ‖〈u〉α‖H(curlΓ,Γ) + ‖uT ‖L2(Σ±).

On obtient alors sans mal la formulation variationnelle satisfaite par Eδ1 en intégrant sur Ω+
αδ et Ω−αδ l’équation

curl curlEδ1 − ω2Eδ1 = f testée contre une fonction ϕ :

∀ϕ ∈ Xδ, aδ(E
δ
1, ϕ) =

∫
Ω+
αδ∪Ω−αδ

f · ϕ, (8.2.7)

où,

aδ(E
δ
1, ϕ) := a+

δ (Eδ1, ϕ) + bδ(E
δ
1, ϕ),

avec,

a+
δ (Eδ1, ϕ) :=

∫
Ω+
αδ∪Ω−αδ

curlEδ1 · curlϕ dx1 − iω
∫

Σ±
(Eδ1)T · ϕ ds

+ δB

∫
Γ

curlΓ〈(Eδ1)T 〉α · curlΓ〈ϕT 〉α ds, (8.2.8)
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et

bδ(E
δ
1, ϕ) := −

∫
Ω+
αδ∪Ω−αδ

ω2Eδ1 · ϕ dx1 − δ
∫

Γ

ω2D2〈(Eδ1)T 〉α · 〈ϕ〉αds

+
ω2

δ
〈G([e3 ×Eδ1]α), [e3 × ϕ]α〉. (8.2.9)

où on note par 〈·, ·〉 le produit de dualité entre deux espaces définis sur Γ avec pour pivot L2(Γ) : quand les
fonctions sont suffisamment régulières, on peut remplacer ce produit de dualité par une intégrale sur Γ. Cette
notation est valable pour toute la suite du chapitre.
Le choix de l’espaceXδ donne un sens à tous les termes de (8.2.8) et (8.2.9) puisque, si ϕ ∈ H(curl ,Ω±αδ), [e3×ϕ]α
et divΓ[e3 × ϕ]α appartiennent à TH−1/2(Γ) (voir [AV96] et [BCS02] pour la caractérisation de l’espace des
traces des fonctions H(curl ,Ω)). Enfin, il est intéressant de remarquer que

aδ(E
δ
1,E

δ
1) =

∥∥curlEδ1∥∥2

L2(Ω+
αδ∪Ω−αδ)

− ω2
∥∥Eδ1∥∥2

L2(Ω+
αδ∪Ω−αδ)

+Bδ
∥∥curlΓ〈(Eδ1)T 〉α

∥∥2

L2(Γ)

−δω2

∫
Γ

D2〈(Eδ1)T 〉α · 〈(Eδ1)T 〉α ds+
ω4

δ

∫
Γ

D1G(
[
e3 ×Eδ1

]
α

) · G(
[
e3 ×Eδ1

]
α

) ds

−Aω
2

δ

∥∥curlΓG(
[
e3 ×Eδ1

]
α

)
∥∥2

L2(Γ)
− iω

∫
Σ±
|(Eδ1)T |2 ds, (8.2.10)

On souhaite montrer que le problème (8.2.7) est bien posé en utilisant l’alternative de Fredholm. Malheu-
reusement comme l’espace Xδ ne s’injecte pas de façon compacte dans L2(Ω±αδ), l’opérateur associé à la
forme bilinéaire bδ n’est pas compact dans Xδ. Le problème (8.2.7) ne relève donc pas de l’alternative de
Fredholm. On peut par contre s’y ramener en faisant une décomposition de Helmholtz ([GR86]) de l’espace
Xδ. Plus précisément on va décomposer Xδ sous la forme Xδ

0 ⊕∇Sδ et on va montrer que la forme bilinéaire
bδ est compacte sur Xδ

0 . Notre démarche suit la démarche proposée par [Mon03] dans les chapitres 4 et 9 (cf.
[KM95][KM98]). On retrouve aussi ce type de démarche dans [Poi94]-[JPRT96]. L’originalité de la démarche
consiste à utiliser une décomposition de Helmholtz qui suit la structure du problème (8.2.7).

Enfin, il est intéressant de remarquer que le problème temporel associé au problème (8.2.7) (que l’on obtient
formellement en remplaçant −iω par ∂t) est bien posé (voir [CHH]).

8.3 Décomposition de Helmholtz de l’espace Xδ

Nous définissons l’espace Sδ par

Sδ :=
{
p ∈ H1(Ω+

αδ) ∩H1(Ω−αδ), 〈p〉α ∈ H1(Γ), p = 0 sur Σ±x3
,

∇p× e1|Σ+
x1

= ∇p× e1|Σ−x1
, ∇p× e2|Σ+

x2
= ∇p× e2|Σ−x2

}
, (8.3.1)

duquel nous déduisons l’espace Xδ
0

Xδ
0 :=

{
u ∈ Xδ, bδ(u,∇p) = 0, ∀p ∈ Sδ

}
. (8.3.2)

Remarque 8.3.1. On peut montrer que

Xδ
0 =

{
u ∈ Xδ, divu = 0 ∈ Ω+

αδ ∪ Ω−αδ, u · nΣ+
x1

= u · nΣ−x1
, u · nΣ+

x2
= u · nΣ−x2

〈u · e3〉α =
1

δ
curlΓG ([e3 × u]α) , − [u · e3]α = δ divΓD2〈uT 〉α} , (8.3.3)

si bien que l’espace Xδ
0 est inclus dans H(curl ,Ω±αδ)∩H(div ,Ω±αδ) : cette condition est une condition importante

pour espérer obtenir la compacité de Xδ
0 dans L2(Ω±αδ) mais cette condition n’est pas suffisante (cf. Proposition
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2.7 de [ABDG98]). Pour montrer la compacité de bδ sur Xδ
0 l’utilisation des conditions de transmission [u · n]α =

δdivΓD2〈uT 〉α et 〈u ·n〉α = − 1
δ curlΓG ([n× u]α) est nécessaire. C’est la régularité de u sur le bord des domaines

Ω±αδ (et en particulier au niveau de l’interface Γ) qui va nous permettre de déduire les propriétés de compacité
de la forme bilinéaire bδ sur Xδ

0 .

On peut alors montrer le résultat suivant :

Proposition 8.3.2. (décomposition orthogonale de Xδ)

a- Xδ
0 et ∇Sδ sont des sous-espaces fermés de Xδ,

b- Xδ = Xδ
0 ⊕∇Sδ.

Remarque 8.3.3. Comme f est à divergence nulle et à support compact dans Ω±αδ , Eδ1 appartient à Xδ
0 . La

décomposition de Helmholtz précédente montre alors l’équivalence entre les deux problèmes suivants :chercher E ∈ Xδ
0 telle que,

aδ(E, ϕ) = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ Xδ
et

chercher E ∈ Xδ
0 telle que,

aδ(E, ϕ) = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ Xδ
0

L’objectif des deux parties qui suivent est de démontrer la proposition 8.3.2.

8.3.1 Propriétés de l’espace Sδ et étude de la forme bilinéaire bδ
Remarquons d’abord que si Xδ = Xδ

0 ⊕∇Sδ, alors, pour tout u ∈ Xδ, u = ∇p+ u0 où p appartient à Sδ et u0

appartient à Xδ
0 . p est donc solution du problème

bδ(∇p,∇q) = bδ(u,∇q) ∀q ∈ Sδ. (8.3.4)

Nous allons montrer que le problème précédent admet une unique solution appartenant à Sδ. Cette étape est
importante car la résolution du problème (8.3.4) permet de caractériser p et donc de construire la décomposition
de Helmholtz.

On remarque d’abord que la semi-norme ‖∇p‖Xδ donnée par

‖∇p‖2Xδ = ‖∇p‖2L2(Ω+
αδ)

+ ‖∇p‖2L2(Ω−αδ)
+ δB ‖∇Γ〈p〉‖2L2(Γ)

+
Aω2

δ
‖curlΓG(curlΓ[p])‖2L2(Γ) +

ω4

δ

∫
Γ

D1G(curlΓ[p]) · G(curlΓ[p])

est en faite une norme qui est équivalente à δ fixé à la norme plus classique ‖p‖H1(Ω±αδ)
+ ‖〈p〉α‖H1(Γ).

Nous nous intéressons donc à la résolution du problème variationnel suivant : chercher p ∈ Sδ satisfaisant

bδ(∇p,∇q) = L(q), ∀q ∈ Sδ (8.3.5)

où L est une forme linéaire continue sur Sδ. Pour cette forme particulière de fonctions test, bδ(∇p,∇q) est
donnée par

bδ(∇p,∇q) = −ω2

∫
Ω+
αδ∪Ω−αδ

∇p · ∇q − ω2δ

∫
Γ

D2〈∇Γp〉α · 〈∇Γq〉α ds

+
ω2

δ
〈G([ ~curlΓp]α)), [ ~curlΓq]α〉,

= −ω2

∫
Ω+
αδ∪Ω−αδ

∇p · ∇q − ω2δ

∫
Γ

D2〈∇Γp〉α · 〈∇Γq〉α ds

−Aω
2

δ

∫
Γ

curlΓG([ ~curlΓp]α) curlΓG([ ~curlΓq]α)

+
ω4

δ

∫
Γ

D1G([ ~curlΓp]α) · G([ ~curlΓq]α)
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Nous montrons maintenant que le problème (8.3.5) est bien posé pour δ assez petit en montrant une condition
inf-sup.

Proposition 8.3.4. (Stabilité de bδ) Il existe δ0 > 0 et une constante C > 0 indépendante de δ telles que, pour
tout δ < δ0,

‖∇p‖Xδ ≤ C sup
q∈Sδ\{0}

bδ(∇p,∇q)
‖∇q‖Xδ

.

Démonstration. Nous montrons cette propriété par l’absurde : soit (δn)n∈N une suite qui tend vers 0. Nous
supposons qu’il existe une suite (pn)n∈N telle que

‖∇pn‖Xδn = 1 et lim
n→∞

sup
q∈Sδn\{0}

bδn(∇pn,∇q)
‖∇q‖Xδn

= 0. (8.3.6)

Pour pouvoir utiliser les propriétés d’injections compactes, nous souhaitons travailler dans le domaine fixe
Ω = Ω+ ∪ Ω−. C’est pourquoi nous introduisons les fonctions F δ± :

F δ+ :=

Ω+ → Ω+
αδ,

(x1, x2, x3) 7→ (x1, x2, (1− 2αδ
L3

)z + αδ),
F δ− :=

Ω− → Ω−αδ,

(x1, x2, x3) 7→ (x1, x2, (1− 2αδ
L3

)x3 − αδ).
(8.3.7)

Il est clair que DF δ± tend uniformément vers l’identité quand δ tend vers 0. De même, |detDF δ±| tend
uniformément vers 1. De plus, il existe des constantes C±1 et C±2 strictement positives telles que

0 < C±1 |x1| < |DF δ±x1| < C±2 |x1| ∀x1 ∈ Ω±,

0 < C±1 < |det(DF δ±)| < C±2 .

Nous introduisons également l’espace S0

S0 =
{
q ∈ H1(Ω+) ∩H1(Ω−), 〈q〉 ∈ H1(Γ), q = 0 sur Σ±x3

∇q × n|Σ+
x1

= ∇q × n|Σ−x1
,∇q × n|Σ+

x2
= ∇q × n|Σ−x2

}
(8.3.8)

et la semi-norme Xδ
S0

(qui est une norme sur S0) :

‖∇p‖2XδS0

= ‖∇p‖2L2(Ω+) + ‖∇p‖2L2(Ω−) + δB ‖∇Γ〈p〉‖L2(Γ)

+
Aω2

δ
‖curlΓG(curlΓ[p])‖2L2(Γ) +

ω4

δ

∫
Γ

D1G(curlΓ[p]) · G(curlΓ[p]). (8.3.9)

Nous définissons alors, pour tout q ∈ Sδ, q̂ ∈ S0 par

q̂(x1, x2, x3) =

q ◦ F
δ+(x1, x2, x3) pour x3 > 0,

q ◦ F δ−(x1, x2, x3) pour x3 < 0.
(8.3.10)

et la forme bilinéaire b̂δn(p̂n, q̂) par

b̂δn(p̂n, q̂) := bδn(∇pn,∇q) (8.3.11)

= −ω2

∫
Ω+

(DF δn+)−1(DF δ+n)−1?∇p̂n · ∇q̂ |det(DF )δn+| (8.3.12)

−ω2

∫
Ω−

(DF δn−)−1(DF δn−)−1?∇p̂n · ∇q̂ |det(DF )δn−|

−ω2δn

∫
Γ

D2〈∇Γp̂n〉 · 〈∇Γq̂〉 ds+
ω2

δn
〈G([ ~curlΓp̂n])), [ ~curlΓq̂]〉.
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En utilisant les propriétés de F δ±, il est clair qu’il existe deux constantes A et B telles que

0 < A ≤ ‖∇p̂n‖XδnS0

≤ B, (8.3.13)

De plus,

lim
n→+∞

sup
q∈S0\{0}

b̂δn(p̂n, q)

‖∇q‖XδnS0

= 0. (8.3.14)

Dans l’égalité précédente, on a remplacé q̂ par q ce qui est possible car F δ est inversible.

Comme A ≤ ‖∇p̂n‖XδnS0

≤ B, il existe une fonction p ∈ H1(Ω+) ∩H1(Ω−) telle que

– p̂n ⇀ p dans H1(Ω±) faible.

– p̂n → p dans L2(Ω±) fort.

• Etape 1 : nous montrons que ~curlΓ[p] = 0. Nous savons que ~curlΓ[p̂n] tend faiblement vers ~curlΓ[p] dans
TH−1/2(Γ) puisque p̂n est bornée dans H1(Ω±). Mais, comme 1√

δn

∥∥∥G( ~curlΓ[p̂n])
∥∥∥
TH(curlΓ,Γ)

est bornée alors∥∥∥G( ~curlΓ[p̂n])
∥∥∥
TH(curlΓ,Γ)

tend vers 0. Donc, ∀q ∈ D(Γ),

lim
n→+∞

〈 ~curlΓ [p̂n] , q〉

= − lim
n→+∞

A

∫
Γ

curlΓ
(
G( ~curlΓ [p̂n])

)
curlΓq ds− ω2

∫
Γ

D1G( ~curlΓ [p̂n]) · q ds,

= 0.

Ainsi, par unicité de la limite, ~curlΓ [p] = 0.

• Etape 2 : nous montrons que p = 0. Choisissons une fonction test q périodique, appartenant à H1(Ω±) dont
la moyenne 〈q〉 appartient à H1(Γ) et telle que ~curlΓ[q] = 0. Il est clair que q ∈ S0. En utilisant l’hypothèse
(8.3.13), on a

lim
n→+∞

ω2δn

∫
Γ

D2∇Γ〈(p̂n)T 〉 · ∇Γ〈q〉 = 0.

En utilisant le fait que lim
n→+∞

b̂δn(p̂n, q) = 0 (on remarque que ‖∇q‖XδnS0

≤ C), on obtient∫
Ω+∪Ω−

∇p · ∇q = 0.

Par densité, la formule reste vraie pour q = p (on montre facilement par l’absurde que l’ensemble des fonctions
q appartenant S0 dont la moyenne 〈q〉 appartient à H1(Γ) et telle que ~curlΓ[q] = 0 est dense dans l’ensemble
des fonctions p appartenant à H1(Ω±), s’annulant sur Σ±z et vérifiant ~curlΓ[p] = 0),∫

Ω+∪Ω−
|∇p|2 = 0,

si bien que comme p s’annule sur Σ±x3
, p = 0.

• Etape 3 : nous montrons que lim
n→+∞

1√
δn

∥∥∥G( ~curlΓp̂n)
∥∥∥
L2(Γ)

= 0 et nous obtenons une contradiction. C’est

l’étape la plus délicate.

Tout d’abord, d’après l’hypothèse (8.3.13), 1√
δn
G( ~curlΓ[p̂n]) est bornée dans Hper(curlΓ,Γ) et donc

1√
δn
G( ~curlΓ[p̂n]) tend faiblement vers une fonction v dans Hper(curlΓ,Γ). De plus

divΓ(D1
1√
δn
G( ~curlΓ[p̂n]) = 0,
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car divΓ
~curlΓ[p̂n] = 0. La proposition 8.7.1-b donne alors∥∥∥∥ 1√

δn
G( ~curlΓ[p̂n])

∥∥∥∥
H1/2(Γ)

≤ C
∥∥∥∥ 1√

δn
G( ~curlΓ[p̂n])

∥∥∥∥
H(curlΓ,Γ)

≤ C. (8.3.15)

Donc 1√
δn
G( ~curlΓ[p̂n]) converge en fait fortement vers v dans L2(Γ).

Nous allons montrer que v = 0. Soit q appartenant à D(Γ). Nous construisons un relèvement T (q) de q dans
Ω+ tel que T (q) = 0 sur Σ+

x3
et que ‖∇T (q)‖L2(Ω+) ≤ C ‖q‖H1/2(Γ). Puis nous définissons R(q) ∈ S0 par

R(q) :=

T (q) dans Ω+,

0 dans Ω−.
(8.3.16)

Par hypothèse, lim
n→+∞

b̂n(p̂n,R(q))

‖∇R(q)‖XδnS0

= 0. Or,

lim
n→+∞

b̂n(p̂n,R(q))

‖∇R(q)‖XδnS0

= lim
n→+∞

√
δn

b̂n(p̂n,R(q))(
Aω2 ‖curlΓG(curlΓq)‖L2(Γ) + ω4

∫
Γ
D1G(curlΓq) · G(curlΓq)

)1/2 , (8.3.17)

si bien que lim
n→+∞

√
δnb̂n(p̂n,R(q)) = 0. On en déduit que, pour tout q ∈ D(Γ),

0 =
√
δn lim

n→+∞
b̂n(p̂n,R(q)),

= lim
n→+∞

ω2

√
δn
〈G( ~curlΓ[p̂n]), ~curlΓ[q]〉,

= lim
n→+∞

ω2

√
δn
〈curlΓG( ~curlΓ[p̂n]), [q]〉.

Donc 1√
δn
curlΓG( ~curlΓ[p̂n]) tend vers 0 dans D′(Γ). On a donc curlΓv = 0 si bien qu’on sait qu’il existe p ∈ H1(Γ)

telle que v = ∇Γp. On sait de plus que p = p̃+ax1 +bx2 où p̃ est périodique. Or
1√
δn
G( ~curlΓ[p̂n]) est à moyenne

nulle : en effet,

−ω2

∫
Γ

D1G( ~curlΓ[p̂n]) · 1 = 〈− ~curlΓ[p̂n], 1〉 = 0.

Donc v est à moyenne nulle. On en déduit que a = b = 0 et que p est périodique. Par ailleurs comme
divΓ(D1

1√
δn
G( ~curlΓ[p̂n]) = 0,

divΓD1∇p = 0.

Donc p est constante ce qui montre que v = 0. On a donc montré que

lim
n→+∞

∥∥∥∥ 1√
δn
G( ~curlΓ[p̂n])

∥∥∥∥
L2(Γ)

= 0

Pour conclure,

lim
n→+∞

‖p̂n‖XδnS0

≤ C lim
n→+∞

(
b̂n(p̂n, p̂n) +

2ω4

δn

∫
Γ

D1G( ~curlΓ[p̂n])G( ~curlΓ[p̂n])

)
,

≤ C lim
n→+∞

(
b̂n(p̂n, p̂n) +

1

δn

∥∥∥G ( ~curlΓ[p̂n]
)∥∥∥2

L2(Γ)

)
,

= 0.

Cette dernière ligne contredit l’hypothèse (8.3.13).
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8.3.2 Démonstration de la décomposition de Helmholtz

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 8.3.2. Notre démonstration reprend la démons-
tration du lemme 10.3 de [Mon03]. Soit u ∈ Xδ. Nous définissons p comme la solution du problème suivant :
chercher p ∈ Sδ telle que

bδ(∇p,∇q) = bδ(u,∇q) ∀q ∈ Sδ.

Comme bδ(u,∇q) est une forme linéaire continue sur Sδ, nous savons que, pour δ assez petit, il existe une
unique solution au problème ci dessus (proposition 8.3.4). On introduit maintenant w = u−∇p. Il est clair que
w ∈ Xδ

0 . En effet,
bδ(w,∇q) = bδ(u,∇q)− bδ(p,∇q) = 0.

Donc pour tout u ∈ Xδ il existe p ∈ Sδ et w ∈ Xδ
0 tels que u = ∇p+ w. Il reste à montrer que le couple (w, p)

est unique. Pour cela il suffit de démontrer que si u ∈ Xδ
0 ∩ ∇Sδ alors u = 0. Supposons qu’il existe u ∈ Xδ

0 et
p ∈ Sδ tels que u = ∇p. Alors par définition,

bδ(u,∇q) = 0 ∀q ∈ Sδ.

Mais, comme bδ(u,∇q) = bδ(∇p,∇q) alors bδ(∇p,∇q) = 0. En utilisant la proposition 8.3.4, p = 0.

Remarque 8.3.5. Soit u ∈ Xδ et pu la solution du problème, chercher pu ∈ Sδ telle que

bδ(∇pu,∇q) = bδ(u,∇q) ∀q ∈ Sδ.

Or,

bδ(u,∇q) = −
∫

Ω+
αδ∪Ω−αδ

ω2u · ∇q − δω2

∫
Γ

D2〈uT 〉α · 〈∇Γq〉α

− ω2A

δ

∫
Γ

curlΓG([e3 × u]α) curlΓG([e3 ×∇Γp]α)) +
ω4

δ

∫
Γ

D1G([e3 × u]α) · G([e3 ×∇Γp]α)), (8.3.18)

si bien qu’il existe une constant C indépendante de δ telle que

∀q ∈ Sδ, |bδ(u,∇q)| ≤ C ‖u‖Xδ ‖∇q‖Xδ . (8.3.19)

En combinant la précédente inégalité et le résultat de stabilité de la proposition 8.3.4, on peut montrer l’existence
d’une constante δ0 > 0 et d’une constante C indépendante de δ telle que, pour tout δ < δ0

‖∇pu‖Xδ ≤ C ‖u‖Xδ . (8.3.20)

8.4 Propriétés de l’espace Xδ
0

Proposition 8.4.1. Propriétés de Xδ
0 à δ fixé :

a- Si u ∈ Xδ
0 alors u ∈ H1/2(Ω+

αδ) ∩ H1/2(Ω−αδ). Ainsi Xδ
0 s’injecte de manière compacte dans

L2(Ω+
αδ) ∩ L2(Ω−αδ).

b- L’opérateur associé à la forme bilinéaire bδ est compact dans Xδ
0 .

Avant de démontrer la proposition 8.4.1, nous montrons le résultat suivant :

Lemme 8.4.2. Soit u ∈ Hper(div ,Ω±αδ) ∩Hper(curl ,Ω±αδ) satisfaisant u× n = 0 sur Σ±x3
et telle que

〈uT 〉α ∈ H1/2(Γ) et 〈u · e3〉α ∈ H1/2(Γ). (8.4.1)

Alors u appartient à H1(Ω−) ∩H1(Ω+).
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Démonstration. Soit u ∈ Hper(div ,Ω±αδ)∩Hper(curl ,Ω±αδ) satisfaisant u×n = 0 sur Σ±x3
et les conditions (8.4.1).

Nous posons u+ = u|Ω+ et u− = u|Ω− et nous construisons v défini sur Ω−αδ

∀(x1, x2, x3) ∈ Ω−αδ, v(x1, x2, x3) = (u1)+(x1, x2,−x3)e1 + (u2)+(x1, x2,−x3)e2 − uz(x1, x2,−x3)e3. (8.4.2)

Il est clair que v appartient à Hper(div ,Ω−αδ) ∩Hper(curl ,Ω−αδ) Nous définissons alors u1 sur Ω−αδ par

u1 := u− − v.

Par construction u1 appartient à Hper(div ,Ω−αδ) ∩Hper(curl ,Ω−αδ). De plus, u1 × n = 0 sur Σ−x3
. Par ailleurs,

(u1 · e3)|Γαδ− = 2〈u · e3〉α,

si bien que (u1·e3)|Γαδ− appartient àH1/2(Γ). Donc, par le théorème 5.4.3 de [Néd01], u1 appartient àH1per(Ω)3.
On en déduit que [uT ]α = (u1)T |Γαδ− appartient à H1(Ω). Comme 〈uT 〉α appartient également à H1/2(Ω), on
en déduit que uT |Γ±αδ appartient à H1/2(Γ). Donc (d’après la remarque 2.14 de [ABDG98]) u appartient à
H1(Ω+) ∩H1(Ω−). De plus,

‖u‖H1(Ω+
αδ)

+ ‖u‖H1(Ω−αδ)
≤ C

(
‖divu‖H1(Ω+

αδ)
+ ‖divu‖H1(Ω−αδ)

+ ‖curlu‖H1(Ω−αδ)
+ ‖curlu‖H1(Ω+

αδ)

+ ‖u‖L2(Ω−αδ)
+ ‖u‖L2(Ω+

αδ)
+ ‖〈uT 〉α‖H1/2(Γ) + ‖〈u · e3〉α‖H1/2(Γ)

)
(8.4.3)

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 8.4.1. Nous démontrons successivement les deux propriétés,
la seconde étant une conséquence directe de la première.

Démonstration.
a- Soit u ∈ Xδ

0 et χ une fonction C∞ de R dans [0, 1] telle que

χ(x3) =

1 si |x3| ≤ L3

4 ,

0 si |x3| ≥ L3

2 .
(8.4.4)

Comme u = χu + (1 − χ)u, nous allons successivement montrer que u1 = χu ∈ H1(Ω±αδ) et
u2 = (1− χ)u ∈ H1/2(Ω±αδ).

• Estimation de la norme du gradient de u1 : u1 appartient à l’espace W défini par

W :=
{
u ∈ H(curl ,Ω±αδ) ∩H(div ,Ω±αδ) telles que u× n = 0 sur Σ±x3

,

〈u · e3〉α =
1

δ
curlΓG([e3 × uT ]α) et − [u · e3]α = δdivΓ(D2〈uT 〉α)

}
, (8.4.5)

que l’on munit de la norme

‖u‖2W = ‖u‖2L2(Ω+
αδ∪Ω−αδ)

+ ‖divu‖2L2(Ω+
αδ∪Ω−αδ)

+ ‖curlu‖2L2(Ω+
αδ∪Ω−αδ)

+ ‖〈vT 〉α‖2TH(curlΓ,Γ) .

Nous allons montrer queW est inclus dansH1(Ω+
αδ)∩H1(Ω−αδ). Soit v ∈W . Les conditions de transmission

〈v · e3〉α =
1

δ
curlΓG([e3 × vT ]α) et − [v · e3]α = δdivΓ(D2〈vT 〉α)

donnent des informations sur la régularité de u sur Γ. En effet, par définition de l’opérateur G, nous
savons que ~curlΓcurlΓG([e3 × vT ]α) appartient à H−1/2(Γ). Donc, comme 〈v · e3〉α appartient à H−1/2(Γ)

et ~curlΓ〈v · e3〉α = 1
δ
~curlΓcurlΓG([e3 × vT ]α), alors

〈v · e3〉α ∈ H1/2(Γ).
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Par ailleurs, comme − [v · e3]α = δdivΓ(D2〈vT 〉α), divΓ(D2〈vT 〉α) appartient à H−1/2(Γ). Mais on sait
aussi que 〈vT 〉α appartient à Hper(curlΓ,Γ) si bien que la proposition 8.7.1 donne

〈vT 〉α ∈ H1/2(Γ).

Donc, en appliquant le lemme 8.4.2, v appartient à H1(Ω+
αδ) ∩H1(Ω−αδ) (à δ fixé).

On peut évaluer plus précisément la norme du gradient de v en utilisant la formule page 211 de [Néd01] :

‖∇v‖2L2(Ω+
αδ)

=

∫
Ω+
αδ

(
|curl v|2 + |div v|2

)
dx+ 2R

(
〈divΓ(v+

T )α, (v
+
α · e3)〉

)
,

‖∇v‖2L2(Ω−αδ
=

∫
Ω−αδ

(
|curl v|2 + |div v|2

)
dx− 2R

(
〈divΓ(vT )−α , (v

−
α · e3)〉

)
.

où R(v) désigne la partie réelle de v. En additionnant les deux égalités précédentes, on obtient

‖∇v‖2L2(Ω+
αδ)

+ ‖∇v‖2L2(Ω−αδ)
=

∫
Ω+
αδ

(
|curlu|2 + |div v|2

)
dx+

∫
Ω−αδ

(
|curl v|2 + |div v|2

)
dx

+ 2R ( 〈divΓ [vT ]α , 〈v · e3〉α〉) + 2R (〈divΓ〈vT 〉α, [v · e3]α〉) . (8.4.6)

Or, d’après la propriété 8.7.3

R (〈divΓ〈vT 〉α, [v · e3]α〉) = −δR (〈divΓ〈vT 〉α, divΓD2〈vT 〉α)

≤ C
∥∥∥√δcurlΓ〈vT 〉α∥∥∥2

L2(Γ)
. (8.4.7)

Par ailleurs,

〈divΓ [vT ]α , 〈v · e3〉α〉 =
1

δ
〈curlΓ[e3 × v]α, curlΓG([e3 × v]α)〉.

Or,

A 〈curlΓ[e3 × v]α, curlΓG([e3 × v]α)〉 = −
∫

Γ

|[e3 × v]|2︸ ︷︷ ︸
≤0

+ω2D1G([e3 × v]α) · [e3 × v]ds,

≤ C |〈G([e3 × v]α), [e3 × v]α〉| ,
si bien que

〈divΓ [vT ]α , 〈v · e3〉α〉 ≤
C

δ
|〈G([e3 × v]α), [e3 × v]α〉| .

Donc, pour tout v ∈W ,

‖∇v‖2L2(Ω+
αδ∪Ω−αδ)

≤ C

(
‖v‖2H(curl ,Ω+

αδ∪Ω−αδ)
+ ‖v‖2H(div ,Ω+

αδ∪Ω−αδ)
+
∥∥∥√δcurlΓ〈vT 〉α∥∥∥2

L2(Γ)

+
1

δ
|〈G([e3 × vT ]α), [e3 × vT ]α〉|

)
,

Ainsi, comme u1 = χu et que div (u1) = ∇χ · u,
‖divu1‖L2(Ω±αδ)

≤ C ‖u‖H(curl ,Ω±αδ) .

Finalement,

‖∇(χu)‖2L2(Ω+
αδ∪Ω−αδ)

≤ C

(
‖u‖2H(curl ,Ω+

αδ∪Ω−αδ)
+
∥∥∥√δ〈uT 〉α∥∥∥2

TH(curlΓ,Γ)

+
1

δ
|〈G([e3 × u]α), [e3 × u]α〉|

)
, (8.4.8)
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– Estimation de u2 = (1 − χ)u en norme H1/2(Ω±αδ). Comme u × n appartient seulement à TL2(Σ±x3
) et

non à TH1/2(Σ±x3
), u2 ne peut appartenir à H1(Ω±αδ). En revanche, on peut montrer que u2 appartient à

H1/2(Ω±αδ) en appliquant le théorème 2 de [Cos90] : nous obtenons

‖u2‖H1/2(Ω±) = C
(
‖u2‖H(curl ,Ω±) + ‖u2‖H(div ,Ω±) + ‖u2 × n‖L2(Σ±x3

)

)
,

≤ C
(
‖u‖H(curl ,Ω±) + ‖u× n‖L2(Σ±x3

)

)
. (8.4.9)

La constante C est indépendante de δ.
b- A partir du résultat précédent on peut montrer que la forme bilinéaire bδ est compacte (on dit qu’une forme
bilinéaire est compacte sur un espace de Hilbert H si l’opérateur linéaire qui lui est associé par le théorème de
Riez est compact) dans Xδ

0 à δ fixé :

bδ(E
δ
1, ϕ) := −

∫
Ω+
αδ∪Ω−αδ

ω2Eδ1 · ϕ dx− δ
∫

Γ

ω2D2〈(Eδ1)T 〉α · 〈ϕ〉αds

+
ω2

δ
〈G
([
e3 ×Eδ1

]
α

)
, [e3 × ϕ]α.

– Montrons d’abord que le terme
∫

Ω+
αδ∪Ω−αδ

ω2Eδ1 · ϕ dx+ δ

∫
Γ

ω2D2〈(Eδ1)T 〉α · 〈ϕ〉αds est compact. Comme

Eδ1 ∈ H1/2(Ω±αδ) il est clair que le terme
∫

Ω+∪Ω−
ω2Eδ1 · ϕ dx est compact.

Par ailleurs puisque 〈(Eδ1)T 〉α ∈ TH1/2(Γ) et que l’injection de TH1/2(Γ) dans TL2(Γ) est compacte, alors
le terme

δ

∫
Γ

ω2D2〈(Eδ1)T 〉α · 〈ϕ〉αds

est compact.

– Il reste à montrer que le terme
ω2

δ
〈G([e3 ×Eδ1]α), [e3 × ϕ]α〉 est compact. On rappelle que G(

[
e3 ×Eδ1

]
α

)

appartient à TH1/2(Γ)∩TH(curlΓ,Γ) si bien que la proposition (8.7.2) donne l’existence de q appartenant
à H2(Γ) et de p dans H3/2(Γ) telles que

G([e3 ×Eδ1]α) = ~curlΓq +∇Γp.

Ainsi,
〈G([e3 ×Eδ1]α), [e3 × ϕ]α〉 = 〈 ~curlΓq︸ ︷︷ ︸

∈H1(Γ)

, [e3 × ϕ]α〉 − 〈 p︸︷︷︸
H1(Γ)

, divΓ[e3 × ϕ]α〉

Comme H1(Γ) s’injecte de façon compacte dans H1/2(Γ), alors le terme ω2

δ 〈G([e3 × Eδ1]α), [e3 × ϕ]α〉 est
compact dans Xδ

0 à δ fixé.

8.5 Existence et unicité de la solution

Nous avons donc montré qu’à δ fixé le problème, chercher E ∈ Xδ
0 telle que

aδ(E, ϕ) = (f, ϕ), ∀ϕ ∈ Xδ
0

relève de l’alternative de Fredholm. Il faut maintenant montrer l’unicité. Nous allons montrer l’existence et
l’unicité dans l’espace Xδ tout entier (ce qui est possible d’après la remarque 8.3.3) en montrant une condition
de type inf-sup. Bien entendu la preuve fait intervenir des résultats de compacité.

Proposition 8.5.1. Sous les hypothèses 8.1.1 et 8.2.2, il existe δ0 > 0 et une constante C > 0 telles que, pour
tout δ < δ0,

∀Eδ ∈ Xδ
0 ,

∥∥Eδ∥∥
Xδ
≤ sup
ϕ∈Xδ,ϕ6=0

aδ(E
δ, ϕ)

‖ϕ‖Xδ
. (8.5.1)
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Démonstration. Nous raisonnons par l’absurde. Supposons qu’il existe (δn)n∈N et (En)n∈N telles que :
– lim
n→+∞

δn = 0,

– En ∈ Xδn
0 et ‖En‖Xδn = 1.

– lim
n→+∞

sup
ϕ∈Xδn\{0}

aδn(En, ϕ)

‖ϕ‖Xδn
= 0,

• Etape 1 : nous montrons que En est bornée dans H1/2(Ω±αδn) :

Remarquons d’abord que,∣∣∣∣ω2

δn
〈G ([e3 ×En]α) , [e3 ×En]α〉

∣∣∣∣
≤ aδn(En,En) + C

(
‖En‖2H(curl ,Ω±αδn ) + δnB ‖〈(En)T 〉α‖2H(curl ,Γ)

)
≤ C.

Nous pouvons ici remplacer les crochets de dualité par des intégrales surfaciques car, pour tout δn, [e3 × En]α
et G ([e3 ×En]α) appartiennent à L2(Γ).

Grâce à la précédente inégalité, nous allons montrer que χEn est bornée dans H1(Ω±αδn) où χ est la fonction de
troncature introduite en (8.4.4). Or, d’après l’inégalité (8.4.8), nous avons

‖∇(χEn)‖2L2(Ω+
αδn
∪Ω−αδn ) ≤

∣∣∣∣ 1

δn

∫
Γ

G([n×En]α) · [e3 ×En]α ds

∣∣∣∣+ ‖En‖2H(curl ,Ω+
αδn
∩Ω−αδn )

+δn ‖〈(En)T 〉α‖2H(curlΓ,Γ) ,

≤ C.

Donc χEn est bornée dans H1(Ω±αδn). De même, en utilisant (8.4.9), on a

‖(1− χ)En‖H1/2(Ω±αδn ) ≤ C.

Donc
‖En‖H1/2(Ω±αδn ) ≤ C. (8.5.2)

• Etape 2 : passage au domaine fixe Ω+ ∪Ω−. Pour pouvoir utiliser les propriétés d’injections compactes, nous
souhaitons travailler dans un domaine fixe. Nous allons, tout comme dans l’étude de la stabilité de bδ nous
servir des fonctions très régulières F δ,± introduites en (8.3.7) : ces fonctions transforment Ω± en Ω±αδ. Pour tout
ϕ ∈ Xδ, nous définissions ϕ̂ par

ϕ̂ :=

(dF+)ϕ ◦ F δ+ si x3 > 0,

(dF−)ϕ ◦ F δ− si x3 < 0.

Cette transformation permet de conserver le rotationnel puisque

(curlϕ) ◦ F± =
1

det(dF±)
dF±,δ ˆcurl ϕ̂ (8.5.3)

Pour plus d’explications sur cette transformation, on peut se référer à [Mon03], [Dub00] ou [Coh02]. Si ϕ
appartient à Xδ alors ϕ̂ appartient à X :=

{
u ∈ H(curl ,Ω±), (u)T ∈ TL2(Σ±x3

), 〈(u)T 〉 ∈ H(curl ,Γ)
}
que nous

munissons de la norme ‖·‖X δ définie par

‖u‖2X δ = ‖u‖2H(curl ,Ω±) + δB ‖〈uT 〉‖2H(curl ,Γ) + ω

∫
Σ±
|uT |2 ds

+
ω4

δ

∫
Γ

D1G([e3 × u]) · G([e3 × u]) ds.+
Aω2

δ
‖curlΓG([e3 × u])‖L2(Γ) (8.5.4)
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On introduit alors

âδn(Ên, ϕ̂) := aδn(En, ϕ), (8.5.5)

=

∫
Ω±

(dF δn,±) ˆcurl Ên · (dF δn,±) ˆcurl ϕ̂
1

|det(dF δn,±)| − iω
∫

Σ±x3

(Ên)T · ϕ̂T

−
∫

Ω±
(dF δn,±)−1Ên · (dF δn,±)−1ϕ̂ |det(dF δn,±)|

+δnB

∫
Γ

curlΓ〈(Ên)T 〉 · curlΓ〈(ϕ̂)T 〉 − δnω2

∫
Γ

D2〈(Ên)T 〉 · 〈ϕ̂T 〉.

+
ω2

δn
〈G([e3 × Ên]α), [e3 × ϕ̂]α〉.

Comme En est bornée dans Xδn , alors il existe deux constantes strictement positives C1 et C2 telles que

C1 <
∥∥∥Ên∥∥∥

X δn
< C2, (8.5.6)

De même, en utilisant (8.5.2) ∥∥∥Ên∥∥∥
H1/2(Ω±)

< C, (8.5.7)

et

lim
n→+∞

sup
v∈X\{0}

â(Ên, ϕ)

‖ϕ‖X δn
= 0 (8.5.8)

D’après (8.5.7) et les injections de Sobolev ([Ada75]), il existe une sous suite de Ên encore notée Ên et une
fonction E ∈ H1/2(Ω±) telles que

Ên ⇀ E± faible dansH1/2(Ω±),

Ên → E± fort dansL2(Ω±),

• Etape 3 : nous allons maintenant montrer que E appartient à H(curl ,Ω).
Par hypothèse, 1√

δn
G
([
e3 × Ên

])
est bornée dans H(curlΓ,Γ). Donc G

([
e3 × Ên

])
tend fortement vers 0 dans

TH(curlΓ,Γ). Ainsi, ∀ϕ ∈ TD(Γ),

lim
n→+∞

∫
Γ

[
e3 × Ên

]
· ϕds

= lim
n→+∞

{
−A

∫
Γ

curlΓG(
[
e3 × Ên

]
) curlϕ ds+

∫
Γ

D1G(
[
e3 × Ên

]
) · ϕ

}
= 0.

Donc [e3 ×En] tend faiblement vers 0 et par unicité de la limite [e3 ×E] = 0.

• Etape 4 : nous allons maintenant montrer que E = 0. Nous définissons

Himp(curl ,Ω) =
{
u ∈ H(curl ,Ω), uT ∈ TL2(Σ±x3

)
}
.

que nous munissons de la norme ‖u‖2Himp(curl ,Ω) = ‖u‖2H(curl ,Ω) + ‖uT ‖TL2(Σ±x3
). D(Ω) est dense dans

Himp(curl ,Ω) pour cette même norme (cf [BBBCD97]). Choisissons ϕ ∈ D(Ω). Remarquons que

lim
n→+∞

δn

(
B

∫
Γ

curlΓ〈(Ên)T 〉curlΓ〈ϕT 〉 − ω2

∫
Γ

D2〈(Ên)T 〉 · 〈ϕT 〉
)

= 0.



8.5. Existence et unicité de la solution 175

Puisque lim
n→+∞

âδn(Ên, ϕ)

‖ϕ‖X δn
= 0 et que ‖ϕ‖X δn est bornée (indépendamment de n), on obtient

∫
Ω+∩Ω−

curlE · curlϕdx −
∫

Ω+∩Ω−
ω2E · ϕdx − iω

∫
Σ±x3

ET · ϕT = 0 ∀ϕ ∈ D(Ω).

Comme D(Ω) est dense dans Himp(curl ,Ω), l’égalité a aussi lieu pour toute fonction test ϕ dans Himp(curl ,Ω).
En utilisant le théorème 4.17 de [Mon03], on en déduit que E = 0.

• Etape 5 : pour terminer la démonstration, on va montrer que lim
n→+∞

∥∥∥Ên∥∥∥
X δn

= 0. Il est d’abord clair que

lim
n→+∞

∥∥∥Ên∥∥∥
L2(Ω±)

= 0. De plus, on remarque que lim
n→+∞

∥∥∥√δn〈(Ên)T 〉
∥∥∥
L2(Γ)

= 0. En effet, 〈(Ên)T 〉 est bornée
dans L2(Γ) (χ(Ên) appartient à H1(Ω±)), donc

lim
n→+∞

∥∥∥√δn〈(Ên)T 〉
∥∥∥
L2(Γ)

= 0.

Par ailleurs, comme En ∈ Xδn
0 ,

1

2

(
(dF δn,+)−1Ê+

n + (dF δn,−)−1Ê−n
)
· e3 =

1

δ
curlΓG(

[
e3 × Ên

]
).

Or
(

(dF δn,+)−1Ê+
n − (dF δn,−)−1Ê−n

)
· e3 est borné dans L2(Γ). Donc

lim
n→+∞

∥∥∥∥ 1√
δn

curlΓG(
[
e3 × Ên

]
)

∥∥∥∥
L2(Γ)

= 0.

Finalement, ∥∥∥Ên∥∥∥2

X δn
≤ C

(
âδn(Ên, Ên)︸ ︷︷ ︸

→0

+

(∥∥∥Ên∥∥∥
L2(Ω+)

+
∥∥∥Ên∥∥∥

L2(Ω−)

)
︸ ︷︷ ︸

→0

+ δn

∥∥∥〈Ên〉T∥∥∥
TL2(Γ)︸ ︷︷ ︸

→0

+
1√
δn

∥∥∥curlΓG(
[
e3 × Ên

]
)
∥∥∥2

L2(Γ)︸ ︷︷ ︸
→0

)
.

Nous obtenons lim
n→+∞

∥∥∥Ên∥∥∥
X δn

= 0 ce qui contredit l’hypothèse (8.5.6).

Maintenant, en combinant les propositions 8.3.4 et 8.5.1 on peu montrer le résultat plus général suivant :

Proposition 8.5.2. Sous les hypothèses 8.1.1 et 8.2.2, il existe δ0 > 0 et une constante C > 0 telle que, pour
tout δ < δ0

∀Eδ ∈ Xδ,
∥∥Eδ∥∥

Xδ
≤ sup
ϕ∈Xδ,ϕ6=0

aδ(E
δ, ϕ)

‖ϕ‖Xδ
. (8.5.9)

Démonstration. Nous proposons également une preuve par l’absurde. Supposons qu’il existe (δn)n∈N et (En)n∈N
telles que :

– lim
n→+∞

δn = 0,

– En ∈ Xδn et ‖En‖Xδn = 1.

– lim
n→+∞

sup
ϕ∈Xδn\{0}

aδn(En, ϕ)

‖ϕ‖Xδn
= 0,
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Nous utilisons d’abord la décomposition de Helmholtz de Xδ :

En = E0
n +∇pn

où pn appartient à Sδn et E0
n appartient à Xδn

0 . En utilisant l’inégalité (8.3.19) de la remarque 8.3.5 on sait que

‖∇pn‖Xδn ≤ C ‖En‖Xδn ≤ C.

On en déduit que ∥∥E0
n

∥∥
Xδn
≤ C. (8.5.10)

Soit q ∈ Sδn . Comme aδn(En,∇q) = aδn(∇pn,∇q) = bδn(∇pn,∇q),

lim
n→+∞

sup
q∈Sδn

bδn(∇pn,∇q)
‖∇q‖Xδn

= 0.

En utilisant la proposition 8.3.4, on a
lim

n→+∞
‖∇pn‖Xδn = 0. (8.5.11)

Par ailleurs, pour tout ϕ ∈ Xδ,

|aδn(E0
n, ϕ)| ≤ |aδn(En, ϕ)|+ |aδn(∇pn, ϕ)|, (8.5.12)

Définissons, qϕn comme l’unique solution appartenant à Sδn du problème

bδn(∇qϕn ,∇p) = bδn(ϕ,∇p).

En utilisant de nouveau la remarque (8.3.19), on sait de plus qu’il existe C indépendante de δn telle que

‖∇qϕn‖Xδn ≤ C ‖∇qϕn‖Xδn .

Comme aδn(∇pn, ϕ) = bδn(∇qn,∇qϕn ), alors

lim
n→+∞

|aδn(∇pn, ϕ)|
‖ϕ‖Xδn

≤ C sup
ϕ∈Xδn\{0}

|bδn(∇qn,∇qϕn )|
‖qϕn‖Xδn

≤ 0.

On déduit alors de l’inégalité (8.5.12) que

lim
n→+∞

sup
ϕ∈Xδn\{0}

aδn(E0
n, ϕ)

‖ϕ‖Xδn
= 0.

En reproduisant exactement le même raisonnement que dans la preuve de la proposition 8.5.1, on obtient alors,

lim
n→+∞

∥∥E0
n

∥∥
Xδn

= 0 (8.5.13)

En combinant (8.5.11), (8.5.13) et l’inégalité triangulaire, on a

1 = lim
n→+∞

‖En‖Xδn ≤ lim
n→+∞

∥∥E0
n

∥∥
Xδn

+ lim
n→+∞

‖∇pn‖Xδn = 0.

ce qui contredit l’hypothèse initiale.

8.6 Justification du modèle approché

L’objectif de cette partie est de montrer que Eδ1 tend vers la solution Eδ du problème exact. Nous adoptons une
démarche classique que l’on trouve par exemple dans [JS08], [Sch08], [HJN08]. En fait, la première étape consiste
à majorer

∥∥Eδ1 −E0 − δE1

∥∥
Xδ

en utilisant le résultat de stabilité 8.5.2 (proposition 8.6.1). Malheureusement,
nous ne savons pas montrer directement une estimation d’erreur optimale. Pour contourner ce problème, nous
construisons au préalable un développement asymptotique de Eδ1 en fonction du paramètre δ. Il suffit ensuite
de combiner l’estimation d’erreur optimale entre la solution exacte Eδ et les deux premiers termes de son
développement E0 + δE1 (proposition 7.8.1) et l’estimation d’erreur optimale obtenue sur

∥∥Eδ1 −E0 − δE1

∥∥
Xδ

pour obtenir un résultat de convergence optimal entre la solution Eδ1 du modèle approché et la solution exacte
E (proposition 8.6.2).
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8.6.1 Développement asymptotique du problème approché

Ecrivons le développement asymptotique de Eδ1 en fonction du paramètre δ. Tout comme pour le développement
asymptotique du problème exact, il est plus facile d’introduire Hδ

1 := 1
iωE

δ
1 de travailler avec le système d’ordre

1 : chercher (Eδ1,H
δ
1) ∈ (Xδ)2 tel que

curlEδ1 − iωHδ
1 = 0 dans Ω±αδ

−curlHδ
1 − iωEδ1 = − 1

iωf dans Ω±αδ

−[e3 ×Eδ1]α = δ
(
Ai
ω

~curlΓcurlΓ〈(Hδ
1)T 〉α − iωD1〈(Hδ

1)T 〉α
)

−iω[e3 ×Hδ
1]α = δ

(
B ~curlΓcurlΓ〈(Eδ1)T 〉α − iωD2〈(Eδ1)T 〉α

)
Hδ

1 × n−Eδ1 = 0 sur Σ±x3
Eδ1 × nΣ−x1

= Eδ1 × nΣ+
x1
, Hδ

1 × nΣ−x1
= Hδ

1 × nΣ+
x1
,

Eδ1 × nΣ−x2
= Eδ1 × nΣ+

x2
, Hδ

1 × nΣ−x2
= Hδ

1 × nΣ+
x2
.

(8.6.1)

Le développement asymptotique de Eδ1 et Hδ
1 est alors donné par

Eδ1 =
∑
k∈N

δnẼk, Hδ
1 =

∑
k∈N

δkH̃k, (8.6.2)

où (Ẽn, H̃n) ∈ H(Ω)2 sont les solutions du système

curl Ẽk − iωH̃k = 0 dans Ω±,

−curl H̃k − iωẼk = − f

iω
δk0 dans Ω±,

−[e3 × Ẽk] = g̃k,

−iω[e3 × H̃k] = h̃k,

H̃k × n− Ẽk = 0 sur Σ±x3
.

Ẽk × nΣ−x1
= Ẽk × nΣ+

x1
, H̃k × nΣ−x1

= H̃k × nΣ+
x1
,

Ẽk × nΣ−x2
= Ẽk × nΣ+

x2
, H̃k × nΣ−x2

= H̃k × nΣ+
x2
.

(8.6.3)

avec,

h̃k =

k∑
m=1

iωαm

m!
e3 ×

(
∂mH̃k−m
∂x3

m

)+

−
k∑

m=1

(−1)mαmiω

m!
e3 ×

(
∂mH̃k−m
∂x3

m

)−

+
1

2

k−1∑
m=0

αm

m!

(
B ~curlΓcurlΓ − ω2D2

)(∂mẼk−m
∂x3

m

)+

T

+
1

2

k−1∑
m=0

(−1)mαm

m!

(
B ~curlΓcurlΓ − ω2D2

)(∂mẼk−m
∂x3

m

)−
T

,

et

g̃k = −
k∑

m=1

αm

m!
e3 ×

(
∂mẼk−m
∂x3

m

)+

+

k∑
m=1

(−1)mαm

m!
e3 ×

(
∂mẼk−m
∂x3

m

)−

+
1

2

k−1∑
m=0

αm

m!

(
Ai

ω
~curlΓcurlΓ − iωD1

)(
∂mH̃k−m
∂x3

m

)+

T

+
1

2

k−1∑
m=0

(−1)mαm

m!

(
Ai

ω
~curlΓcurlΓ − iωD1

)(
∂mH̃k−m
∂x3

m

)−
T
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En utilisant la proposition 7.6.1, il est facile de montrer que le problème (8.6.3) est bien posé. De plus, on vérifie
rapidement que

Ẽ0 = E0, H̃0 = H0, Ẽ1 = E1, H̃1 = H1. (8.6.4)

8.6.2 Convergence du développement asymptotique

Nous nous intéressons maintenant à l’erreur Dn entre le champs Eδ1 et son développement asymptotique tronqué
à l’ordre n :

Dn = Eδ1 −
n∑
k=0

δnẼn.

Par des calculs explicites, on voit facilement qu’il existe deux fonctions gn et hn appartenant à (C∞(Γ))2 telles
que 

curl curlDn − ω2Dn = f dans Ω+
αδ ∪ Ω−αδ,

−[e3 ×Dn]α = δ

(
A

ω2
~curlΓcurlΓ

(
(〈curlDn〉)α

)
T
−D1

(
〈curlDn〉α

)
T

)
+ δn+1gn,

−[e3 × curlDn]α = δ
(
B ~curlΓcurlΓ〈(Dn)T 〉α − ω2D2〈(Dn)T 〉α

)
+ δn+1hn,

n× curlDn = −iω(Dn)T T sur Σ±x3
,

Dn × nΣ−x1
= Dn × nΣ+

x1
, curlDn × nΣ−x1

= curlDn × nΣ+
x1
,

Dn × nΣ−x2
= Dn × nΣ+

x2
, curlDn × nΣ−x2

= curl Ê× nΣ+
x2
.

Dn appartient à Xδ (par contre il n’appartient pas à Xδ
0 ). En écrivant le problème précédent sous forme

variationnelle, on obtient

∀ϕ ∈ Xδ, aδ(Dn, ϕ) = δnω2〈G(gn), [e3 × ϕ]α〉+ δn+1

∫
Γ

hn · 〈ϕ〉α (8.6.5)

Comme
δnω2〈G(gn), [e3 × ϕ]α〉 ≤ C(gn) δn+1/2

∥∥∥∥ 1√
δ
G([e3 × ϕ])

∥∥∥∥
H(curlΓ,Γ)

,

on obtient l’estimation suivante
sup

ϕ∈Xδn\{0}

|aδ(Dn, ϕ)|
‖ϕ‖Xδ

≤ C δn−1/2. (8.6.6)

La constante C ne dépend que de n (et du second membre f). En utilisant la proposition 8.5.2, on obtient ,
pour δ assez petit

∀n ∈ N, ∃C > 0, ‖Dn‖Xδ ≤ C δn+1/2.

Ce résultat n’est pas optimal. Par l’inégalité triangulaire, on obtient l’estimation d’erreur optimale suivante :

Proposition 8.6.1. Sous les hypothèses 8.1.1 et 8.2.2, il existe δ0 > 0 telle que, pour tour n ∈ N, il existe une
constante Cn > 0 telle que, pour tout δ < δ0∥∥∥∥∥Eδ1 −

n∑
k=0

Ẽn

∥∥∥∥∥
Xδ

≤ C δn+1. (8.6.7)

8.6.3 Convergence du modèle approché

On peut maintenant montrer que la solution du modèle approché Eδ1 converge vers la solution du problème
exacte Eδ :

Proposition 8.6.2. Soit 0 < γ < L3

2 et soit Ωγ := {(x1, x2, x3) ∈ Ω, |x3| > γ}. Il existe une constante δγ > 0

telles que,

∀ δ < δγ ,
∥∥Eδ −Eδ1

∥∥
H(curl ,Ωγ)

≤ C δ2.
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Démonstration. La preuve est basée sur les propositions 7.8.1 et 8.6.1 :∥∥Eδ −Eδ1
∥∥
H(curl ,Ωγ)

≤
∥∥Eδ −E0 + δE1

∥∥
H(curl ,Ωγ)

+
∥∥∥(E0 + δE1)− (Ẽ0 + δẼ1)

∥∥∥
H(curl ,Ωγ)

+
∥∥∥Eδ − Ẽ0 + δẼ1

∥∥∥
H(curl ,Ωγ)

.

On rappelle que (E0 + δE1)− (Ẽ0 + δẼ1) = 0 (cf. 8.6.4). De plus, la proposition 7.8.1 donne l’existence d’une
constante δ1 et d’une constante C1 > 0 telles que,

∀δ < δ1,
∥∥Eδ −E0 + δE1

∥∥
H(curl ,Ωγ)

≤ C1δ
2.

De même, la proposition 8.6.1 donne l’existence d’une constante δ2 et d’une constante C2 > 0 telles que

∀δ < δ2,
∥∥∥Eδ − Ẽ0 + δẼ1

∥∥∥
H(curl ,Ωγ)

≤
∥∥∥Eδ − Ẽ0 + δẼ1

∥∥∥
Xδ
≤ C2δ

2.

Finalement,
∀δ ≤ min(δ1, δ2),

∥∥Eδ −Eδ1
∥∥
H(curl ,Ωγ)

≤ max(C1, C2)δn+1.

ce qui termine la preuve.

8.7 Lemmes et preuves techniques

8.7.1 Quelques résultats préliminaires

Nous donnons ici quelques résultats standards qui sont utiles à plusieurs reprises dans ce document :

Proposition 8.7.1.

a- Soit u ∈ TH−1/2(Γ) telle que divΓu ∈ H−1/2(Γ) et curlΓu ∈ H1/2(Γ). Alors u ∈ TH1/2(Γ) et

‖u‖TH1/2(Γ) ≤ C
(
‖divΓu‖H−1/2(Γ) + ‖curlΓu‖H−1/2(Γ) + ‖u‖H−1/2(Γ)

)
.

b- Soit D une matrice constante diagonale strictement positive et soit u ∈ TL2(Γ) telle que divΓ(Du) ∈
H−1/2(Γ) et curlΓu ∈ H−1/2(Γ). Alors u ∈ TH1/2(Γ) et

‖u‖TH1/2(Γ) ≤ C
(
‖divΓ(Du)‖H−1/2(Γ) + ‖curlΓu‖H−1/2(Γ) + ‖u‖H−1/2(Γ)

)
.

c- Soit u ∈ TL2(Γ) telle que divΓ(Du) = 0, curlΓu ∈ H−1/2(Γ) et
∫

Γ
u ds = 0. Alors,

‖u‖L2(Γ) ≤ C ‖curlΓu‖H−1/2(Γ)

Démonstration. Nous utilisons la base (Yi)i∈N des fonctions propres de l’opérateur Laplacien-Beltrami (cf.
[Néd01] pages 205-211).

a- Nous savons que u =
∑
i∈N

(
αi∇ΓYi + βi ~curlΓYi

)
. Donc,

curlΓu =
∑
i∈N∗

λiβiYi et divΓu =
∑
i∈N∗
−λiαiYi (car λ0 = 0).

Comme curlΓu ∈ H−1/2(Γ) et divΓu ∈ H−1/2(Γ) alors,

∑
i∈N∗

λ2
i

(1 + λi)1/2
|βi|2 < +∞ et

∑
i∈N∗

λ2
i

(1 + λi)1/2
|αi|2 < +∞.
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Donc,

‖u‖2H1/2(Γ) =
∑
i∈N

λ
3/2
i (|αi|2 + |βi|2),

= (|α0|2 + |β0|2) +
∑
i∈N

λ2
i

(1 + λi)1/2

(1 + λi)
1/2

λ
1/2
i︸ ︷︷ ︸

≤
√

1+λ1
λ1

(|αi|2 + |βi|2),

≤ C
(
‖divΓu‖2H−1/2(Γ) + ‖curlΓu‖2H−1/2(Γ) + ‖u‖2H−1/2(Γ)

)
.

b- On sait que u =
∑
i∈N

(
αi∇ΓYi + βi ~curlΓYi

)
. On définit w par

w =
∑
i∈N

βi ~curlΓYi.

Par construction divΓw = 0 et donc w ∈ H−1/2(curlΓ,Γ) ∩H−1/2(divΓ,Γ). Donc w ∈ H1/2(Γ) et

‖w‖H1/2(Γ) ≤ C ‖u‖H−1/2(curlΓ,Γ) ,

De plus

‖divΓ(Dw)‖H−1/2(Γ) = |D22 −D11|
∥∥∥∥∂w2

∂x2

∥∥∥∥
H−1/2(Γ)

,

≤ C ‖w‖H1/2(Γ) ,

≤ C ‖u‖H−1/2(curlΓ,Γ) .

On introduit maintenant z = w−u. Comme u appartient à L2(Γ), z appartient à L2(Γ). Comme curlΓz = 0,
z = ∇Γq, où q est une fonction appartenant à H1(Γ) déterminée à une constante près. Nous choisissons
q tel que

∫
Γ
q = 0. Il faut ici faire attention car q n’est pas périodique. Par contre, d’après la proposition

7.9.1, q = q̃ + c1x1 + c2x2 où q̃ est périodique et

|c1|+ |c2| ≤ C ‖∇q‖L2(Γ) ≤ C ‖z‖L2(Γ) .

On remarque que
∫

Γ
q̃ = 0 et que de plus,

divΓ(D∇q̃) = divΓ(Dw)− divΓDu︸ ︷︷ ︸
∈H−1/2(Γ)

.

Donc, q̃ ∈ H3/2(Γ) . Donc q ∈ H3/2(Γ) et

‖q‖H3/2 ≤ ‖q̃‖H3/2(Γ) + ‖c1x1 + c2x2‖H3/2(Γ)

≤ C(‖u‖H−1/2(curlΓ,Γ) + ‖divΓDu‖H−1/2(Γ)).

Finalement, u ∈ H1/2(Γ).
c- Nous démontrons ce résultat par l’absurde. Supposons qu’il existe une suite un telle que

– un ∈ TH−1/2(curlΓ,Γ),

– ‖un‖L2(Γ) = 1,

– divΓDun = 0,

– lim
n→+∞

‖curlΓun‖H−1/2(Γ) = 0.
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En utilisant la propriété b, nous savons que un est bornée dans H1/2(Γ). Donc un tend faiblement vers u
dans H1/2(Γ) (et donc fortement dans L2(Γ)). Par conséquent :

‖u‖L2(Γ) = 1,

curlΓu = 0.

Comme curlΓu = 0, alors u = ∇Γq. Comme dans la démonstration du point précédent, on sait a priori
que q = q̃ + ax1 + bx2 avec q̃ périodique. Mais comme

∫
Γ
u ds = 0 alors a = b = 0. Donc q est périodique

et vérifie

divΓD∇Γq = 0.

Donc q est constante et u = 0, ce qui contredit le fait que ‖u‖L2(Γ) = 1.

Nous introduisons maintenant une décomposition de Helmholtz intéressante des fonctions de THper(curlΓ,Γ)∩
TH1/2(Γ).

Proposition 8.7.2. Soit λ ∈ THper(curlΓ,Γ) ∩ TH1/2(Γ) alors il existe q ∈ H2(Γ) et p ∈ TH3/2(Γ) telles que
λ = ~curlΓq +∇Γp.

Démonstration. Définissons q comme l’unique solution du problème suivant : chercher q ∈ H1
per(Γ) telle que∆q = −curlΓλ sur Γ,∫

Γ
q ds = 0.

Comme curlΓλ ∈ L2(Γ), alors q ∈ H2(Γ). Soit w = λ− ~curlΓq.

curlΓw = curlΓλ− curlΓ ~curlΓq = curlΓλ+ ∆q = 0.

Donc il existe p ∈ H1(Γ) définie à une constante près telle que w = ∇Γp. On sait que p = p̃+ ax1 + bx2 avec p̃
périodique. Mais

divΓw = ∆p̃ = divΓ
~curlΓq︸ ︷︷ ︸

=0

+divΓλ.

Or divΓλ ∈ H−1/2(Γ). Donc p ∈ H3/2(Γ).

8.7.2 Majoration de −R
(∫

Γ

divΓD2uTdivΓuT

)
Proposition 8.7.3. Soit uT ∈ THper(curlΓ,Γ). Alors, il existe une constante C telle que

−R
(∫

Γ

divΓ(D2〈uT 〉)divΓuT

)
≤ ‖curlΓ〈uT 〉‖2L2(Γ) .

(R(u) désigne la partie réelle de u).

Démonstration. La démonstration est faite uniquement dans le cas qui nous intéresse, c’est à dire dans le
cas cartésien quand Γ est le plan ] − L1/2, L1/2[×] − L2/2, L2/2[ : dans ce cas, on connaît explicitement les
valeurs propres et fonctions propres de l’opérateur Laplacien-Beltrami. Soit u ∈ THper(curlΓ,Γ). On sait que
u = ∇Γϕ+ ~curlΓψ avec,

ϕ =
∑

(n,k)∈Z2

bnke
2iπ( n

L1
x1+ k

L2
x2) + dx1 + d̃x2,

ψ =
∑

(n,k)∈Z2

cnke
2iπ( n

L1
x1+ k

L2
x2) + f̃x1 + fx2.



182 Chapitre 8. Construction de la condition approchée d’ordre 1 dans le cas symétrique

Alors,

u1 =
∑

(n,k)∈Z2

2iπ(
n

L1
bnk +

k

L2
cnk)e2iπ( n

L1
x1+ k

L2
x2) + d+ f,

u2 =
∑

(n,k)∈Z2

2iπ(
k

L2
bnk −

n

L1
cnk)e2iπ( n

L1
x1+ k

L2
x2) + d̃− f̃ .

Alors,

divΓu = divΓ∇ϕ,

= −
∑

(n,k)∈Z2

(2π)2

((
n

L1

)2

+

(
k

L2

)2
)
bnke

2iπ( n
L1
x1+ k

L2
x2).

De même,

divΓ(D2u) = divΓ (D2∇ϕ) + divΓ

(
D2

~curlΓψ
)
,

= −
∑

(n,k)∈Z2

(2π)2

(
d1

(
n

L1

)2

+ d2

(
k

L2

)2
)
bnke

2iπ( n
L1
x1+ k

L2
x2)

+
∑

(n,k)∈Z2

(2π)2(d2 − d1)
kn

L1L2
cnk e

2iπ( n
L1
x1+ n

L2
x2).

Donc,

−R
(∫

Γ

divΓu divΓ(Du) ds

)
= −

∑
(n,k)∈Z2

(2π)4 (

(
n

L1

)2

d1 +

(
n

L1

)2

d2)(

(
n

L1

)2

+

(
k

L2

)2

) |bnk|2

+
∑

(n,k)∈Z2

(2π)4(

(
n

L1

)2

+

(
k

L2

)2

)(d2 − d1)
kn

L1L2
R(cnkbnk)

Or,

∀η > 0, R(cnkbnk) ≤ |cnkbnk| ≤
1

2η
|cnk|2 +

η

2
|bnk|2 .

Donc, ∣∣∣∣∣∣
∑

(n,k)∈Z2

(2π)4(

(
n

L1

)2

+
k

L2
)2(d2 − d1)

kn

L2L1
R(cnkbnk)

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
(n,k)∈Z2

(
(2π)4(

(
n

L1

)2

+

(
k

L2

)2

) |(d2 − d1)| |kn|
L1L2

)
η

2
|bnk|2

+
∑

(n,k)∈Z2

(
(2π)4(

(
n

L1

)2

+

(
k

L2

)2

) |(d2 − d1)| |kn|
L2L1

)
1

2η
|cnk|2 ,
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et

−R
(∫

Γ

divΓu divΓ(Du) ds

)
≤

∑
(n,k)∈Z2

(2π)4(

(
n

L1

)2

+

(
k

L2

)2

) |bnk|2
(
η

2
|d2 − d1|

|kn|
L2L1

− (

(
n

L1

)2

d1 +

(
k

L2

)2

d2)

)

+
∑

(n,k)∈Z2

(2π)4(

(
n

L1

)2

+

(
k

L2

)2

) |d2 − d1|
|kn|
L1L2

1

2η
|cnk|2 .) (8.7.1)

Comme

η

2
|d2 − d1|

|kn|
L1L2

≤ η |d2 − d1|
4 min(d1, d2)︸ ︷︷ ︸

C

(d1

(
n

L1

)2

+ d2

(
k

L2

)2

),

il existe donc η assez petit ( η ≤ 4 min(d1,d2)
|d2−d1| ) tel que

η

2
|d2 − d1|

|kn|
L2L1

− (

(
n

L1

)2

d1 +

(
k

L2

)2

d2) ≤ (ηC − 1)(

(
n

L1

)2

d1 +

(
k

L2

)2

d2), ≤ 0.

Donc, pour η < 1
C ,

∑
(n,k)∈Z2

(2π)4(

(
n

L1

)2

+

(
k

L2

)2

) |bnk|2
(
η

2
|d2 − d1|

|kn|
L2L1

− (

(
n

L1

)2

d1 +

(
k

L2

)2

d2)

)
≤ 0.

A présent nous fixons η < 1
C . Il reste à estimer la seconde partie de l’inégalité (8.7.1) en fonction de ‖curlΓu‖L2(Γ).

Nous remarquons que

‖curlΓu‖2L2(Γ) =
∥∥∥curlΓ ~curlΓψ

∥∥∥2

L2(Γ)
= ‖∆ψ‖2L2(Γ) ,

=
∑

(n,k)∈Z2

(

(
k

L2

)2

+

(
n

L1

)2

)2 |cnk|2 .

puis, comme |kn|
L2L1

≤ 1
2 (
(
k
L2

)2

+
(
n
L1

)2

),

∑
(n,k)∈Z2

(2π)4(

(
k

L2

)2

+

(
n

L1

)2

) |d2 − d1|
|kn|
L1L2

1

2η
|cnk|2

≤ (2π)4 |d2 − d1|
4η

∑
(n,k)∈Z2

(

(
k

L2

)2

+

(
n

L1

)2

)2 |cnk|2 ≤ C ‖curlΓu‖2L2(Γ) .

Finalement,

−R
(∫

Γ

divΓu divΓ(Du) ds

)
≤ C ‖curlΓu‖2L2(Γ) .
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9.1 Description du problème

Nous souhaitons maintenant étudier la diffraction d’une onde électromagnétique par la structure tri-
dimensionnnelle complète représentée sur la figure 9.1. Cette structure est constituée d’un anneau fin de diélec-
trique d’épaisseur δ, de rayon moyen r∗ et de hauteur Lz, à l’intérieur duquel s’enroulent hélicoïdalement deux
nappes de fils (dans deux sens différents). Chaque nappe de fils contient N fils régulièrement espacés suivant
la variable angulaire θ. La distance entre deux fils consécutifs (donnée par 2πr∗/N) est égale à l’épaisseur δ de
l’anneau. La structure périodique est placée dans un domaine cylindrique Ω,

Ω :=

{
(x, y, z) ∈ R3, |z| < Lz

2
,
√
x2 + y2 < Re

}
,

où Re, le rayon extérieur est supérieur au rayon moyen r∗.

Re

Σe

Σ−

Σ+

Ω

Figure 9.1 – Structure périodique et domaine de calcul Ω

Nous nous intéressons à la résolution des équations de Maxwell dans ce domaine. Le champ électrique Eδ et le
champ magnétique Hδ satisfont alorscurlEδ − iωµδHδ = 0, dans D′(Ω),

−curlHδ − iωεδEδ = − 1
iωf dans D′(Ω).

(9.1.1)

La complexité géométrique de la structure présentée figure 9.1 est prise en compte au travers de la perméabilité
magnétique µδ et la permittivité électrique εδ. Ces fonctions prennent des valeurs différentes, à l’intérieur des
fils, dans l’anneau de diélectrique et à l’extérieur de l’anneau.

Rappel des choix de modélisation

Nous faisons l’hypothèse que la section des fils reste constante sur chaque plan Z = C. Cela signifie que nous ne
prenons pas en compte la torsion des fils. Ainsi, nous pouvons exprimer εδ et µδ à l’aide des fonctions ε0 et µ0

εδ(r, θ, z) :=

ε0( r−r∗δ , r∗θδ − az
δ ) ∀r ≤ r∗,

ε0( r−r∗δ , r∗θδ + az
δ ) ∀r > r∗.

µδ(r, θ, z) :=

µ0( r−r∗δ , r∗θδ − az
δ ) ∀r ≤ r∗,

µ0( r−r∗δ , r∗θδ + az
δ ) ∀r > r∗.

(9.1.2)

où µ0 et ε0 sont 1 périodiques dans la variable s et sont constantes quand |ν| ≥ 1
2 . Ainsi ε

δ et µδ sont périodiques
dans la variable angulaire θ (de période δ) et dans la variable z (de période Tz = δz

a ).



9.2. Construction du développement asymptotique 187

Conditions limites

Pour compléter l’équation (9.1.1), nous souhaitons imposer des conditions de périodicité sur les bords inférieurs
et supérieurs Σ± de Ω (cf. figure 9.1)

Hδ × ez |Σ+
= Hδ × ez |Σ− , Eδ × ez |Σ+

= Eδ × ez |Σ− , (9.1.3)

Cela nous donne une contrainte sur la hauteur Lz du cylindre puisque ces conditions ne paraissent appropriées
que si εδ(r, θ,−Lz2 ) = εδ(r, θ,

Lz
2 ) et µδ(r, θ,−Lz2 ) = µδ(r, θ,

Lz
2 ) : autrement dit, quelque soit le nombre N de fils

de chaque nappe, il faut en fait que Lz soit un multiple de Tz : cela impose à Lz d’être un multiple de 2πr∗/a.
Enfin, nous imposons une condition d’impédance sur le bord latéral Σe (le cylindre de rayon Re) du domaine :

Hδ × n− (n×Eδ)× n = 0 sur Σ±e . (9.1.4)

avec n la normale sortante.

Objectifs

Tout comme dans le cas cartésien, notre objectif est de remplacer l’anneau périodique par une condition de
transmission approchée posée sur l’interface médiane Γ

Γ :=

{
(x, y, z) ∈ R3,

√
x2 + y2 = r∗, |z| ≤ Lz

2

}
.

Pour cela nous cherchons un développement asymptotique de la solution en fonction du paramètre δ puis nous
en déduisons une condition approchée.

Remarque 9.1.1. Nous insistons sur le caractère formel des résultats de ce chapitre. Nous ne démontrons ni
l’existence des termes du développement asymptotique, ni la stabilité de la condition de transmission approchée
proposée.

9.2 Construction du développement asymptotique

9.2.1 Ansatz du développement asymptotique

Nous souhaitons construire un développement formel de Eδ et Hδ (solutions du problème (6.1.3-6.1.8-6.1.9)
à l’aide de la méthode des développements asymptotiques raccordés. Plus précisément, comme dans le cas
cartésien (chapitre 7), nous cherchons Eδ et Hδ sous la forme suivante

Eδ =


∑
n∈N

δnEn(r, θ, z) loin de la couche périodique,∑
n∈N

δnEn(
r − r∗
δ

,
rθ

δ
,
z

δ
; θ, z) au voisinage de l’anneau périodique,

(9.2.1)

et,

Hδ =


∑
n∈N

δnHn(r, θ, z) loin de la couche périodique périodique,∑
n∈N

δnHn(
r − r∗
δ

,
r∗θ
δ
,
z

δ
; θ, z) au voisinage de l’anneau périodique.

(9.2.2)

On pose

V =
r − r∗
δ

, S =
r∗θ
δ

et Z =
z

δ
.

Les champs proches En et Hn sont définis de R3×]0, 2π[×]−Lz/2, Lz/2[ et sont à valeur dans C3. Pour prendre
en compte la périodicité du milieu dans les variables S et Z, nous leurs imposons d’être 1-périodiques dans la
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seconde variable S et τ -périodiques dans la troisième variable Z si bien qu’on pourra identifier ces fonctions à
leur restriction au domaine B∗ :

B∗ = B×]0, 2π[×]− Lz
2
,
Lx
2

[, B :=

{
(V, S, Z) ∈ R×]− 1

2
,

1

2
[×]− τ

2
,
τ

2

}
(9.2.3)

Nous supposons de plus que les deux développements coïncident dans les zones de raccords ΩM,δ± :

ΩM,δ+ :=

{
(r cos θ, r sin θ, z) ∈ R3 tels que(r, θ, z) ∈ ]r∗ + η−(δ), r∗ + η+(δ)[×]0, 2π[×]− Lz

2
,
Lz
2

[

}
,

ΩM,δ− :=

{
(r cos θ, r sin θ, z) ∈ R3 tels que(r, θ, z) ∈]r∗ − η−(δ), r∗ − η+(δ)[×]0, 2π[×]− Lz

2
,
Lz
2

[

}
, (9.2.4)

où η± sont des fonctions telles que 0 < η− < η+ et,

lim
δ→0

η± = 0, lim
δ→0

η±

δ
= ±∞.

Du fait de la définition de η, les zones de raccord correspondent à un voisinage de Γ (r proche de r∗) pour les
champs lointains et à ν grand pour les champs proches.

9.2.2 Equations pour les champs proches et les champs lointains

9.2.2.1 Champs lointains

Les champs lointains sont définis dans Ω+ et Ω−,

Ω+ :=

{
(x, y, z) ∈ R3, |z| ≤ Lz

2
, r∗ <

√
x2 + y2 < Re

}
,

Ω− :=

{
(x, y, z) ∈ R3, |z| ≤ Lz

2
,
√
x2 + y2 < r∗

}
,

Il vérifient les équations de Maxwell
−iωHn + curlEn = 0 dans Ω± ,

−iωEn − curlHn = − δ0
iω
F dans Ω±,

(9.2.5)

la condition limite

Hn × n− (n×En)× n = 0 sur Σe, (9.2.6)

et les conditions limites périodiques

Hn × ez |Σ+
= Hn × ez |Σ− , En × ez |Σ+

= En × ez |Σ− . (9.2.7)

Les équations (7.2.1) et (7.2.2) ne permettent pas de définir En et Hn de manière unique. Il manque (par
exemple) des informations sur les sauts [En × er]Γ et [Hn × er]Γ. Ces informations proviendront des conditions
de raccord.

9.2.2.2 Champs proches

En introduisant le développement asymptotique dans les équations de Maxwell et en séparant formellement les
différentes puissances de δ, on voit que les champs proches sont solutions des équations suivantes :r∗Rot En = −A1En−1 + iωµHn−1 −A2En−2 + iωµνHn−2 dans B∗,

r∗Div εEn = −Bε1En−1 − Bε2En−2 dans B∗,
(9.2.8)
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et −r∗RotHn = +A1Hn−1 + iωεEn−1 +A2Hn−2 + iωµνEn−2,

r∗DivµHn = −Bµ1Hn−1 − Bµ2Hn−2

(9.2.9)

avec, pour tout vecteur E(V, S, Z; θ, z) = Erer + Eθeθ + Ezez, noté

∣∣∣∣∣∣
Er
Eθ
Ez

Rot E =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂SEz − ∂ZEθ

∂ZEr − ∂VEz

∂VEθ − ∂SEν
Div E = ∂VEr + ∂SEθ + ∂ZEz. (9.2.10)

et,

A1E =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂θEz − r∗∂zEθ − V∂ZEθ

r∗∂zEr

V∂VEθ + Eθ − ∂θEr
A1E =

∣∣∣∣∣∣∣
−V∂zEθ

0

0

(9.2.11)

Bε1E = ε
(
∂θEθ + r∗∂zEz

)
+ V∂V(εEr) + εEr + V∂Z(εEz) Bε2E = Vε∂zEz (9.2.12)

Bµ1H = µ
(
∂θHθ + r∗∂zHz

)
+ V∂V(µEr) + µHr + V∂Z(µHz) Bµ2H = Vµ∂zHz (9.2.13)

Remarque 9.2.1. Il faut remarquer que si E ∈ C∞(]0, 2π[×]− Lz
2 ,

Lz
2 [, L2

loc(B)), alors A1E, A2E, Bε1E et Bµ1 E
n’appartiennent pas à C∞(]0, 2π[×]− Lz

2 ,
Lz
2 [, L2

loc(B)) si bien qu’on ne peut pas montrer l’existence des termes
du développement asymptotique de la même façon que dans le cas cartésien (cf. section 7.5).

9.2.2.3 Conditions de raccord

Par une décomposition en série de Fourier, on voit que les champs proches ont un comportement polynomial
quand V est grand : formellement,

En =

n∑
k=0

a±n,k(θ, z)Vk +O(e−|V|), Hn =

n∑
k=0

b±b,k(θ, z)Vk +O(e−|V|) (9.2.14)

Comme de plus, on fait l’hypothèse habituelle que les champs lointains sont réguliers au voisinage de l’interface
Γ, on a

E±n (r, θ, z) =
∑
k∈N

(r − r∗)k
k!

∂kE±n (r∗, θ, z)
∂rk

H±n (r, θ, z) =
∑
k∈N

(r − r∗)k
k!

∂kH±n (r∗, θ, z)
∂rk

(9.2.15)

En identifiant formellement les deux séries (voir sections 3.4 et 7.4)∑
n∈N

δnEn =
∑
n∈N

δnEn et
∑
n∈N

δnHn =
∑
n∈N

δnHn,

on obtient les conditions des raccord :

a±n,k(θ, z) =
∂kE±n−k(r∗, θ, z)

∂rk
, b±n,k(θ, z) =

∂kH±n−k(r∗, θ, z)

∂rk
. (9.2.16)

9.2.3 Expression des deux premiers termes du développement en champ lointain

Les champ E0 est solution du problème suivant :{
Rot E0 = 0 dans B∗,
Div εE0 = 0 dans B∗,

si bien que d’après la proposition 7.5.3,

E0 = a(θ, z)∇pε1 + b(θ, z)∇pε2 + c(θ, z)∇pε3 (9.2.17)

où pε1, pε2 et pε3 sont définies par :
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– pε1 := p̃ε1 + V où p̃ε1 est périodique et satisfait
p̃ε1 ∈W1(R3)|R,

div (ε∇p̃ε1) = − ∂ε
∂V dans D′(R3).

– pε2 := p̃ε2 + S où p̃ε2 est périodique et satisfait
p̃ε2 ∈W1(R3)|R,

div (ε∇p̃ε2) = − ∂ε
∂S

dans D′(R3).

– pε3 := p̃ε3 + Z où p̃ε3 est périodique et vérifie
p̃ε3 ∈W1(R3)|R,

div (ε∇p̃ε3) = − ∂ε

∂Z
dans D′(R3).

On détermine a, b et c pour que les conditions de raccord (9.2.16) soient satisfaites. On trouve

a = 〈Er0 〉Γ , b =
〈
Eθ0
〉

Γ
, c =

〈
Eθ0
〉

Γ

si bien que
E0 = 〈Er0 〉Γ∇pε1 +

〈
Eθ0
〉

Γ
∇pε2 +

〈
Eθ0
〉

Γ
∇pε3. (9.2.18)

De même, on peut montrer que

H0 = 〈Hr
0 〉Γ∇p

µ
1 +

〈
Hθ

0

〉
Γ
∇pµ2 +

〈
Hθ

0

〉
Γ
∇pµ3 . (9.2.19)

où
– pµ1 := p̃µ1 + V où p̃µ1 est périodique et satisfait

p̃µ1 ∈W1(R3)|R,

div (µ∇p̃ε1) = − ∂µ
∂V dans D′(R3).

– pµ2 := p̃µ2 + S où p̃µ2 est périodique et satisfait
p̃µ2 ∈W1(R3)|R,

div (µ∇p̃µ2 ) = −∂µ
∂S

dans D′(R3).

– pµ3 := p̃µ3 + Z où p̃µ3 est périodique et vérifie
p̃µ3 ∈W1(R3)|R,

div (µ∇p̃µ3 ) = − ∂µ
∂Z

dans D′(R3).

On en déduit que
[ er ×E0 ]Γ = 0 et que [ er ×H0 ]Γ = 0.

si bien que les champs lointains E0 et H0 satisfont le problème limite (sans couche périodique)

−iωH0 + curlE0 = 0 dans Ω ,

−iωE0 − curlH0 = − δ0
iω
F dans Ω,

H0 × n− (n×E0)× n = 0 sur Σe.

H0 × ez |Σ+
= H0 × ez |Σ− , E0 × ez |Σ+

= E0 × ez |Σ−

(9.2.20)
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On montre ensuite que 

−iωH1 + curlE1 = 0 dans Ω ,

−iωE1 − curlH1 = 0 dans Ω,

H1 × n− (n×E1)× n = 0 sur Σe.

[(H1)T ]Γ = h1,

[(E1)T ]Γ = g1,

H1 × ez |Σ+
= H1 × ez |Σ− , E1 × ez |Σ+

= E1 × ez |Σ−

(9.2.21)

où

hθ1 = − 1

iω

(
1

τ

∫
B0

∂Vp
µ
1 − 1

)
~curlΓcurlΓ 〈 (E0)T 〉Γ · ez + 〈Ez0 〉Γ

(
iω

(
1− 1

τ

∫
B0

ε∂Zp
ε
3

))

− ~curlΓ
〈
Hθ

0

〉
Γ
· ez

(
1

τ

∫
B0

∂Vp
µ
2

)
− ~curlΓ 〈Hz

0 〉Γ · ez
(

1

τ

∫
B0

∂Vp
µ
3

)

−
〈
Eθ0
〉

Γ

(
iω

1

τ

∫
B0

ε∂Zp
ε
2

)
+ curlΓ 〈 (H0)T 〉Γ

(
1

τ

∫
B0

ε∂Zp
ε
1

)

hz1 =
1

iω

(
1

τ

∫
B0

∂Vp
µ
1 − 1

)
~curlΓcurlΓ 〈 (E0)T 〉Γ · ez +

〈
Eθ0
〉

Γ

(
iω

(
−1 +

1

τ

∫
B0

ε∂Sp
ε
2

))

+ ~curlΓ
〈
Hθ

0

〉
Γ
· eθ

(
1

τ

∫
B0

∂Vp
µ
2

)
+ ~curlΓ 〈Hz

0 〉Γ · eθ
(

1

τ

∫
B0

∂Vp
µ
3

)

+iω 〈Ez0 〉Γ
(

1

τ

∫
B0

ε∂Sp
ε
3

)
− curlΓ 〈 (H0)T 〉Γ

(
1

τ

∫
B0

ε∂Sp
ε
1

)

gθ1 =
1

iω

(
−1 +

1

τ

∫
B0

∂Vp
ε
1

)
~curlΓcurlΓ 〈 (H0)T 〉Γ · ez + 〈Hz

0 〉Γ
(
iω

(
−1 +

1

τ

∫
B0

µ∂Zp
µ
3

))

− ~curlΓ
〈
Eθ0
〉

Γ
· ez

(
1

τ

∫
B0

∂Vp
ε
2

)
− ~curlΓ 〈Ez0 〉Γ · ez

(
1

τ

∫
B0

∂Vp
ε
3

)

+
〈
Hθ

0

〉
Γ

(
iω

1

τ

∫
B0

µ∂Zp
µ
2

)
+ curlΓ 〈 (E0)T 〉Γ

(
1

τ

∫
B0

µ∂Zp
µ
1

)

gz1 = − 1

iω

(
−1 +

1

τ

∫
B0

∂Vp
ε
1

)
~curlΓcurlΓ 〈 (H0)T 〉Γ · eθ −

〈
Hθ

0

〉
Γ

(
iω

(
−1 +

1

τ

∫
B0

µ∂Sp
µ
2

))

+ ~curlΓ
〈
Eθ0
〉

Γ
· eθ

(
1

τ

∫
B0

∂Vp
ε
2

)
+ ~curlΓ 〈Ez0 〉Γ · eθ

(
1

τ

∫
B0

∂Vp
ε
3

)

−〈Hz
0 〉Γ

(
iω

1

τ

∫
B0

µ∂Sp
µ
3

)
− curlΓ 〈 (E0)T 〉Γ

(
1

τ

∫
B0

µ∂Zp
µ
1

)
où B0 est la cellule de périodicité tronquée :

B0 := {(V, S, Z) ∈]− 1/2, 1/2[×]− 1/2, 1/2[×]− 1/τ, 1/τ [}

Remarque 9.2.2. Dans la configuration qui nous intéresse (voir figure 9.1), le problème présente des symétries
et l’expression des fonctions h1 et g1 est simplifiée : on a

hθ1 = − 1

iω

(
1

τ

∫
B0

∂Vp
µ
1 − 1

)
~curlΓcurlΓ 〈 (E0)T 〉Γ · ez + 〈Ez0 〉Γ

(
iω

(
1− 1

τ

∫
B0

ε∂Zp
ε
3

))
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hz1 =
1

iω

(
1

τ

∫
B0

∂Vp
µ
1 − 1

)
~curlΓcurlΓ 〈 (E0)T 〉Γ · ez +

〈
Eθ0
〉

Γ

(
iω

(
−1 +

1

τ

∫
B0

ε∂Sp
ε
2

))
gθ1 =

1

iω

(
−1 +

1

τ

∫
B0

∂Vp
ε
1

)
~curlΓcurlΓ 〈 (H0)T 〉Γ · ez + 〈Hz

0 〉Γ
(
iω

(
−1 +

1

τ

∫
B0

µ∂Zp
µ
3

))

gz1 = − 1

iω

(
−1 +

1

τ

∫
B0

∂Vp
ε
1

)
~curlΓcurlΓ 〈 (H0)T 〉Γ · eθ −

〈
Hθ

0

〉
Γ

(
iω

(
−1 +

1

τ

∫
B0

µ∂Sp
µ
2

))
Le problème 9.2.21 une fois réécrit sous la forme d’un problème d’ordre 2 devient :

curl curlE1 − ω2E1 = F dans Ω+ ∪ Ω−,

−[er ×E1]Γ =

( A
ω2

~curlΓcurlΓ〈(curlE0)T 〉Γ −D1〈(curlE0)T 〉Γ
)
,

−[er × curlE1]Γ =
(
B ~curlΓcurlΓ〈(E1)T 〉Γ − ω2D2〈(E1)T 〉Γ

)
,

n× curlE1 = −iω(E1)T sur Σe,

E1 × ez |Σ− = E1 × ez |Σ+
, curlE1 × ez |Σ− = curlE1 × ez |Σ+

,

(9.2.22)

où

A =
1

τ

∫
B0

∂pε1
∂V − 1, B =

1

τ

∫
B0

∂pµ1
∂V − 1,

D1 =


1

τ

∫
B0

µ
∂pµ2
∂S
− 1 0

0
1

τ

∫
B0

µ
∂pµ3
∂Z
− 1

 , D2 =


1

τ

∫
B0

ε
∂pε2
∂S
− 1 0

0
1

τ

∫
B0

ε
∂pε3
∂Z
− 1.


9.3 Construction d’une condition de transmission approchée du pre-

mier ordre

A partir des problème satisfaits par E0 et E1 ((9.2.20)-(9.2.22)), on propose le problème approché suivant :

curl curlEδ − ω2Eδ = F dans Ω+ ∪ Ω−,

−[er ×Eδ]Γ = δ

( A
ω2

~curlΓcurlΓ〈(curlEδ)T 〉Γ −D1〈(curlEδ)T 〉Γ
)
,

−[er × curlEδ]Γ = δ
(
B ~curlΓcurlΓ〈(Eδ)T 〉Γ − ω2D2〈(Eδ)T 〉Γ

)
,

n× curlEδ = −iω(Eδ)T sur Σe,

Eδ × ez |Σ− = Eδ × ez |Σ+
, curlEδ × ez |Σ− = curlE1 × n|Σ+

,

(9.3.1)

Comme dans les chapitres 4 et 8, pour des questions de stabilité, on propose aussi une autre version du problème
approché dans laquelle les conditions de transmission sont exprimées entre deux interfaces différentes : pour
toute fonction u, on pose

u±α := u(r∗ ± αδ, θ, z), [u ]α := u+
α − u−α , 〈u 〉α :=

1

2

(
u+
α + u−α

)
.

On définit aussi les domaine Ω±αδ :

Ω+
αδ :=

{
(x, y, z) ∈ R3, tels que r∗ + αδ <

√
x2 + y2 < Re et |z| ≤ Lz

2

}
,

Ω−αδ :=

{
(x, y, z) ∈ R3, tels que

√
x2 + y2 < r∗ − αδ et |z| ≤ Lz

2

}
. (9.3.2)
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En utilisant des développements de Taylor, on obtient alors,

curl curlEδ − ω2Eδ = F dans Ω+
αδ ∪ Ω−αδ,

−[er ×Eδ]α = δ

(
Aα

ω2
~curlΓcurlΓ〈(curlEδ)T 〉α −Dα

1 〈(curlEδ)T 〉α + 2αer × C
〈

(Eδ)T
〉
α

)
,

−[er × curlEδ]α = δ
(
Bα ~curlΓcurlΓ〈(Eδ)T 〉α − ω2Dα

2 〈(Eδ)T 〉α + 2αer × C
〈

(curlEδ)T
〉
α

)
,

n× curlEδ = −iω(Eδ)T sur Σe,

Eδ × ez |Σ− = Eδ × ez |Σ+
, curlEδ × ez |Σ− = curlE1 × n|Σ+

,

(9.3.3)

où
A = A+ 2α B = B + 2α

D1 = D1 + 2αI D2 = D2 + 2αI

C =

0 0 0

0 1
r∗

0

0 0 0

 (9.3.4)
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Nous pouvons maintenant montrer quelques résultats numériques en 3 dimensions. Commençons par rappeler
les principales étapes de l’algorithme (ici écrit dans le cas cartésien) :

1. On calcule les fonctions profiles pεi et pµi , i ∈ {1, 2, 3}, définies dans la proposition 7.5.9 et on en déduit
les constantes A, B et les matrices D1 et D2 :

A =
1

τ

∫
B0

∂pε3
∂X3

− 1, B =
1

τ

∫
B0

∂pµ3
∂X3

− 1,

D1 =


1

τ

∫
B0

µ
∂pµ1
∂X1

− 1 0

0
1

τ

∫
B0

µ
∂pµ2
∂X2

− 1

 , D2 =


1

τ

∫
B0

ε
∂pε1
∂X1

− 1 0

0
1

τ

∫
B0

ε
∂pε2
∂X2

− 1


où B0 est la cellule tronquée

B0 := {(X,Y, Z) ∈]− 1/2, 1/2[×]− τ/2, τ/2[×]− 1/2, 1/2[} .

2. On détermine ensuite α pour que les constantes A, B et les matrices D1 et D2 soient positives :

A =
1

τ

∫
B0

∂pε3
∂X3

− 1 + 2α,

B =
1

τ

∫
B0

∂pµ3
∂X3

− 1 + 2α,

D1 =


1

τ

∫
B0

µ
∂pµ1
∂X1

− 1 + 2α 0

0
1

τ

∫
B0

µ
∂pµ2
∂X2

− 1 + 2α,

 ,

D2 =


1

τ

∫
B0

ε
∂pε1
∂X1

− 1 + 2α 0

0
1

τ

∫
B0

ε
∂pε2
∂X2

− 1 + 2α,



(10.0.1)

3. On résout le problème approché (8.1.6) en utilisant un maillage peu raffiné :

curl curlEδ1 − ω2Eδ1 = f dans Ωαδ,

−[e3 ×Eδ1]α = δ

(
A

ω2
~curlΓcurlΓ

(
(〈curlEδ1〉)α

)
T
−D1

(
〈curlEδ1〉α

)
T

)
, (a)

−[e3 × curlEδ1]α = δ
(
B ~curlΓcurlΓ〈Eδ1T 〉α − ω2D2〈Eδ1T 〉α

)
, (b)

n× curlEδ1 = −iω(Eδ1)T sur Σ±x3
,

Eδ1 × e1Σ−x1
= Eδ1 × e1Σ+

x1
, curlEδ1 × e1Σ−x1

= curlEδ1 × e1Σ+
x1
,

Eδ1 × e2Σ−x2
= Eδ1 × e2Σ+

x2
, curlEδ1 × e2Σ−x2

= curlEδ1 × e2Σ+
x2
.

(8.1.6)

où

Ω±αδ :=

{
(x1, x2, x3) ∈ ]− L1

2
,
L1

2
[×]− L2

2
,
L2

2
[×]± αδ,±L3

2
[

}
,

Ωαδ := Ω+
αδ ∪ Ω−αδ,

et Σ±x1
sont les bords latéraux de Ωαδ de normale sortante ±e1, Σ±x2

sont les bords latéraux de Ωαδ de
normale sortante ±e2 et Σ±x3

sont les bords inférieurs et supérieurs du domaine Ωαδ (cf. Figure 8.1).
Ce calcul est fait à l’aide du code éléments finis "montjoie". Nous utilisons des éléments finis d’arêtes
d’ordres élevés avec condensation de masse (cf. [CM98]).
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10.1 Méthode de calcul de la solution exacte

Nous souhaitons pouvoir comparer la solution de notre modèle à une solution "exacte" calculée en utilisant un
maillage très raffiné, c’est à dire trouver une solution approchée du problème

curl
1

µδ
curlEδ − ω2εδEδ = f dans Ω,

n× curlEδ = −iωET sur Σ±x3
,

Eδ × e1Σ−x1
= Eδ × e1Σ+

x1
, curlEδ × e1Σ−x1

= curlEδ × e1Σ+
x1
,

Eδ × e2Σ−x2
= Eδ × e2Σ+

x2
, curlEδ × e2Σ−x2

= curlEδ × e2Σ+
x2
.

(10.1.1)

où ,

Ω :=

{
(x1, x2, x3) ∈ R3|x1| <

L1

2
, |x2| <

L2

2
, |x3| <

L3

2

}
,

et où µδ et εδ sont des fonctions δ périodiques en x1 et τδ périodiques en x2. Plus précisément, il existe deux
fonctions ε(X1, X2, X3) et µ(X1, X2, X3) 1-périodiques en X1 et τ périodiques en X2 telles que

µδ(x1, x2, x3) = µ(
x1

δ
,
x2

δ
,
x3

δ
), εδ(x1, x2, x3) = ε(

x1

δ
,
x2

δ
,
x3

δ
).

On appelle N = L1/δ et Q = L2/(τδ) le nombre de périodes dans les directions x1 et x2 (L1 et L2 sont choisies
pour que N et Q soient des nombres entiers).
Comme nous nous intéressons aux cas où δ � λ, le calcul direct de Eδ par une méthode d’éléments finis est
très difficile à mettre en oeuvre, le maillage devant être extrêmement fin afin de tenir compte de la périodicité
du milieu : le nombre de degrés de liberté explose. Pour contourner ce problème, on va utiliser une technique
classique (voir [AA96a]) qui tient compte de la périodicité du milieu : au lieu de calculer la solution directement
sur tout le domaine Ω, on va résoudre N ×Q problèmes posés sur la cellule de périodicité C donnée par

C :=

{
(x1, x2, x3) ∈ R3, |x3| ≤

L3

2
, 0 < x1 <

1

N
, 0 < x2 <

τ

Q
.

}
(10.1.2)

On appelle ∂C±x1
les bords latéraux de C de normale sortante e1 et ∂C±x2

aussi les bords latéraux de C de
normale sortante e2.

Pour tout entier 0 ≤ l < N et tout entier 0 ≤ k < Q, on définit la fonctions El,k sur la cellule C par

El,k(x1, x2, x3) :=

N−1∑
n=0

Q−1∑
m=0

Eδ(x1 +
n

N
, x2 +

mτ

Q
, x3)e−2iπ( lnN + km

Q ). (10.1.3)

De même, nous définissons,

fl,k(x1, x2, x3) :=

N−1∑
n=0

Q−1∑
m=0

f(x1 +
n

N
, x2 +

mτ

Q
, x3)e−2iπ( lnN + km

Q ).

Les fonctions El,k ainsi définies vérifient
curl

1

µδ
curlEl,k − ω2ρδEl,k = fl,k dans C,

n× curlEl,k = −iωEl,kT sur Σ±x3
∩ ∂C,

(10.1.4)

ainsi que des conditions de quasi-périodicité sur les bords latéraux de la CEl,k × e1|∂C−x1
= e2iπ l

NEl,k × e1|∂C+
x1
, curlEl,k × e1|∂C−x1

= e2iπ l
N curlEl,k × e1|∂C+

x1
,

El,k × e2|∂C−x2
= e2iπ kQEl,k × e2|∂C+

x2
, curlEl,k × e2|∂C−x2

= e2iπ kQ curlEl,k × e2|∂C+
x2
.

(10.1.5)
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Au lieu de résoudre directement le problème (10.1.1), on va plutôt résoudre les N × Q problèmes découplés
(10.1.4-10.1.5). Comme ces problèmes sont découplés on peut les résoudre indépendamment les uns des autres
(et donc simultanément sur des machines différentes). De plus, ils sont de bien plus petite taille que le problème
initial.
Il est alors possible de reconstruire la solution Eδ à l’aide de la formule de reconstruction suivante : pour tout
(x1, x2, x3) ∈ C, pour tout couple d’entiers (n,m)0≤n<N, 0≤m<Q,

Eδ(x1 +
n

N
, x2 +

τm

Q
, x3) =

N−1∑
l=0

Q−1∑
k=0

El,k(x1, x2, x3)e2iπ( lnN +mk
Q ). (10.1.6)

10.2 Résultats en géométrie cartésienne

10.2.1 Description du test

Dans l’expérience qui suit, ε et µ sont choisis constants par morceaux et 1-périodiques en X1 et X2 (cf. figure
10.1) :

µ(X1, X2, X3) =

{
2 si

√
X2

1 +X2
2 +X2

3 ≤ 0.35,

1 sinon,
ε(X1, X2, X3) =

{
2 si

√
X2

1 +X2
2 +X2

3 ≤ 0.35,

1 sinon.

−∞

+∞

e1

e2

X1 = −1/2 X1 = 1/2

X2 = −1/2

e3

(µ∞, ε∞) = (1, 1)

(µ, ε) = (2, 2)

X2 = 1/2

Figure 10.1 – Cellule périodique B

Nous choisissons L1 = 4, L2 = 4 et L3 = 4 si bien que Ω =] − 2, 2[3. Nous prenons la fréquence f égale à 0.8

comme terme source une onde incidente plane :

uinc(x1, x2, x3) = e−2ifπx3e1.

10.2.2 Résultats

Nous comparons d’abord qualitativement les composantes suivant e1 des solutions "exactes" et approchées pour
N = 16 (δ = 0.125) et N = 32 (δ = 0.0625) en champ total et en champ diffracté (figures 10.2, 10.3,10.4 et 10.5).
Les solutions approchées présentées sur ces dessins sont calculées sans utiliser de décalage (α = 0). En champ
diffracté, comme en champ total, les solutions obtenues sont très proches les unes des autres. Sur les figures
représentant les solutions exactes, on voit bien apparaître des oscillations au niveau de la couche périodique.
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,
(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

Figure 10.2 – Solutions "exacte" et approchée en champ total pour N = 16 (composante suivant e1)

,
(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

Figure 10.3 – Solutions "exacte" et approchée en champ diffracté pour N = 16 (composante suivant e1)
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,
(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

Figure 10.4 – Solutions "exacte" et approchée en champ total pour N = 32 (composante suivant e1)

,
(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

Figure 10.5 – Solutions "exacte" et approchée en champ diffracté pour N = 32 (composante suivant e1)

10.2.3 Taux de convergence

Soit Ωγ := {(x1, x2, x3) ∈ Ω, |x3| ≥ 0.1}. Nous étudions maintenant l’erreur relative L2(Ωγ) entre la solution
exacte et la solution approchée pour différentes valeurs de δ comprises entre 0.0625 et 0.25 (N compris entre
16 et 64). Sur la figure 10.6, nous avons tracé les courbes d’erreur pour deux valeurs du paramètre α (décalage
géométrique) : α = 0 et α = 0.5. Dans les deux cas, nous obtenons des droites de pente 3, ce qui confirme
que notre modèle est au moins un modèle d’ordre 1 comme nous l’avions démontré dans la proposition 8.6.1.
En fait, quand la cellule périodique est symétrique, le modèle est peut-être d’ordre 3. Tout comme dans le cas
2D, nous n’observons pas d’instabilité quand α = 0, alors que les coefficients D1, D2, A et B ne sont pas tous
positifs. Par ailleurs, le modèle est plus précis quand α est pris égal à 0.
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−1.3 −1.2 −1.1 −1 −0.9 −0.8 −0.7 −0.6
−4.5

−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

Figure 10.6 – Evolution du logarithme décimal de l’erreur relative en norme L2(Ωγ) en fonction du logarithme
décimal de δ pour α = 0.5 (rose, pente moyenne 2.89) et α = 0 (bleu, pente moyenne 3.05) (N compris entre
16 et 64).

10.3 Résultats en géométrie cylindrique

10.3.1 Présentation du test

Nous nous intéressons maintenant à la diffraction d’une onde plane uinc = e2iπx2 (fréquence f = 1) par la
structure présentée sur la figure 10.7 constituée d’un cylindre conducteur parfait de rayon ri = 0.25 entouré
d’une couche périodique mince cylindrique de rayon moyen r∗ = 1. Cela signifie que dans le domaine de calcul
Ω :=

{
(x, y, z) ∈ R3, |z| < 1, ri <

√
x2 + y2 < Re

}
, µδ et εδ satisfont

µδ(r, θ, z) = µ(
r − r∗
δ

,
r∗θ
δ
,
z

δ
), εδ(r, θ, z) = ε(

r − r∗
δ

,
r∗θ
δ
,
z

δ
), (10.3.1)

où

µ(X1, X2, X3) =

{
2 si

√
X2

1 +X2
2 +X2

3 ≤ 0.35,

1 sinon,
ε(X1, X2, X3) =

{
2 si

√
X2

1 +X2
2 +X2

3 ≤ 0.35

1 sinon.

(εδ, µδ) = (2, 2)

(conducteur parfait)

r∗ = 1 ri

Σe

Re

Σi

Σ−

Σ+

Figure 10.7 – Configuration cylindrique étudiée

Remarque 10.3.1. Nous pouvons remarquer que si, dans la cellule périodique (échelle microscopique) les
hétérogénéités sont des boules (cf. figure 10.1), ce n’est plus le cas pour les hétérogénéités de l’anneau périodique
(échelle macroscopique). Celles-ci ont une forme qui évolue quand δ change du fait du changement de variables
non cartésien V = r−r∗

δ , S = r∗θ
δ , Z = z

δ .
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Nous résolvons alors le problème suivant (très proche du problème (9.3.1))

curl curlEδ − ω2Eδ = F dans Ω+ ∪ Ω−,

−[er ×Eδ]Γ = δ

( A
ω2

~curlΓcurlΓ〈(curlEδ)T 〉Γ −D1〈(curlEδ)T 〉Γ
)
,

−[er × curlEδ]Γ = δ
(
B ~curlΓcurlΓ〈(Eδ)T 〉Γ − ω2D2〈(Eδ)T 〉Γ

)
,

n× curlEδ = −iω(Eδ)T sur Σe,

Eδ × ez |Σ− = Eδ × ez |Σ+
, curlEδ × ez |Σ− = curlE1 × n|Σ+

,

n×Eδ = 0 sur Σi.

(10.3.2)

Remarquons que dans ce cas, pour des raisons pratiques, nous écrivons directement les conditions de transmis-
sions sur l’interface médiane Γ (et non entre deux interfaces différentes distantes de 2αδ). On espère, que comme
dans le cas cartésien, nous n’observerons pas d’instabilité.

10.3.2 Résultats

Sur la figure 10.8, nous présentons d’abord la solution du problème limite (problème dans lequel il n’y a pas
de couche mince périodique). Nous montrons ensuite sur les figures 10.9, 10.10 10.11 et 10.12, la composante
suivant e2 des solutions "exactes" et approchées pour N = 32 (δ ≈ 0.19) et N = 64 (δ ≈ 0.09) en champ total
et en champ diffracté. Les solutions sont très proches les unes des autres. Sur la solution exacte, on devine les
variations rapides de la solution au niveau de l’anneau périodique.

,
(a) Champ total (b) Champ diffracté

Figure 10.8 – Solution du problème limite (composante suivant e2)
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,
(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

Figure 10.9 – Solutions "exacte" et approchée en champ total pour N = 32 (composante suivant e2)

,
(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

Figure 10.10 – Solutions "exacte" et approchée en champ diffracté pour N = 32 (composante suivant e2)
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,
(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

Figure 10.11 – Solutions "exacte" et approchée en champ total pour N = 64 (composante suivant e2)

,
(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

Figure 10.12 – Solutions "exacte" et approchée en champ diffracté pour N = 64 (composante suivant e2)
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10.3.3 Taux de convergence

Soit Ωγ est le domaine Ω privé d’un anneau mince centré en r = r∗ :

Ωγ :=
{

(x, y, z) ∈ R3 tels que |z| ≤ 2,
√
x2 + y2 ≤ r∗ − 0.2, 1.2 <

√
x2 + y2 ≤ 1.75

}
.

Nous traçons (figure 10.13) l’évolution de l’erreur relative L2(Ωγ) entre la solution "exacte" et la solution
approchée en fonction du paramètre δ (N varie entre 16 et 92). Nous obtenons une droite de pente environ égale
à 3 (pente moyenne 3.11), ce qui tend à confirmer le fait que notre modèle est au moins d’ordre 1. Par, ailleurs,
nous voyons que notre modèle approché est bien plus précis que le modèle d’ordre 0 qui consiste à prendre la
solution limite (droite bleue sur la figure 10.6).

−1.2 −1.1 −1 −0.9 −0.8 −0.7 −0.6 −0.5 −0.4
−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

1
3

Figure 10.13 – Logarithme décimal de l’erreur relative en norme L2(ΩT ) en fonction du logarithme décimal de
δ pour les modèles d’ordre 0 (bleu) et d’ordre 1 (rouge) (α = 0, N compris entre 16 et 92)





Chapitre 11

Conclusion et perspectives

A l’issue de cette thèse, il est intéressant de faire le point sur le travail réalisé. En deux comme en trois
dimensions, nous avons réussi à construire et à justifier des conditions de transmission approchées d’ordre 1.
Les modèles obtenus sont précis, assez simples à implémenter et bien moins coûteux à simuler que le problème
exact. D’un point de vue technique, nous avons complété les nombreux travaux déjà existants en construisant
d’une part un développement asymptotique semi-explicite à tous les ordres (ce qui permet d’envisager la
construction formelle de conditions de transmission équivalentes à n’importe quel ordre) et d’autre part des
conditions de transmission approchées uniformément stables par rapport au paramètre petit paramètre δ.

Pour terminer, nous nous contentons de lister les points qu’il reste à étudier ainsi que les difficultés que nous
n’avons pas réussi à surmonter.

– Il serait tout d’abord important de justifier le développement asymptotique ainsi que la condition de
transmission approchée dans le cas cylindrique. Dans le chapitre 9, nous nous sommes pour le moment
contentés de faire des calculs formels. La justification du développement asymptotique semble plus
délicate que dans le cas cartésien notamment quand les fonctions ε et µ ne sont pas régulières.

– Dans un deuxième temps, on pourrait étendre notre méthode aux cas de géométries courbes quelconques
et aux cas de couches minces périodiques séparant deux milieux homogènes différents. Ceci semble plutôt
aisé à mettre en oeuvre en deux dimensions, il suffirait d’adapter légèrement la méthode actuelle. En
trois dimensions, les calculs deviendraient bien plus techniques et on rencontrerait les mêmes difficultés
de justification que ceux évoqués dans le point précédent.

– En trois dimensions, il serait intéressant d’étudier le problème dans lequel les hétérogénéités sont rempla-
cées par des conducteurs parfaits. Nous pourrions alors certainement observer le phénomène de cage de
Faraday (phénomène déjà obtenu en deux dimensions dans l’annexe A). On pourrait aussi s’intéresser
à des cas intermédiaires dans lesquels par exemple la conductivité à l’intérieur des hétérogénéités est de
l’ordre de 1/δs.

– Toujours en trois dimensions, il serait également utile de construire des conditions de transmission
équivalentes plus précises. En plus de la technicité des calculs, il est probable qu’on se retrouve face à
des problèmes de stabilité, que l’on peut espérer surmonter à l’aide des remèdes usuels (approximations
de Padé, décalage géométrique...).

– Enfin, nous aimerions pouvoir construire des conditions de transmission approchées dans le cas d’un cy-
lindre de hauteur finie placé dans le vide. Dans ce cas, on observe un phénomène de couche limite au
niveau des extrémités des fils si bien que le développement asymptotique classique n’est plus valide. C’est
peut-être le problème le plus intéressant mais c’est certainement aussi le plus délicat. S’il est peut-être
envisageable d’écrire un développement asymptotique dans ce cas en utilisant par exemple les méthodes
développées par [CCDV06], on ne sait pas, pour le moment, en déduire une condition approchée équiva-
lente.
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Il est intéressant d’étudier un problème très proche du problème (2.1.1-2.1.2) mais dans lequel les hé-
térogénéités diélectriques sont remplacées par des obstacles parfaitement conducteurs. On définit B :=

{(ν, s) ∈ R×]− 1/2, 1/2[} et B un ouvert connexe borné dans B de frontière ∂B. Pour simplifier, on considère
le cas où B est contenue dans ]− 1/2, 1/2[2. On définit alors B0 par

B0 = B \ B. (A.0.1)

Par ailleurs, soient N ∈ N (dans les applications qui nous intéressent N est grand) et r∗ > 0.On pose δ = 2πr∗
N .

On appelle BN l’espace

BδN =

N−1⋃
j=0

(
B0 +

(
j − 1/2

0

))
.

et on définit la transformation φδ comme

φδ : (ν, s) ∈ BδN 7→ (r cos θ, r sin θ) ∈ R2 où

{
r = r∗ + δν,

θ = δs
r∗
.

Alors, le domaine dans lequel on va poser le problème est Ωδ défini par

Ωδ := φδ(BδN ) ∩ Ω avec Ω =
{

(x, y) ∈ R2
√
x2 + y2 ≤ re

}
. (A.0.2)

Plus simplement, le domaine Ωδ est le domaine Ω privé de N obstacles ∂Bδ = ∂Ωδ \ ∂Ω disposés de manière
périodique selon la direction angulaire θ (voir figure A.1(a)) autour du cercle Γ de rayon r∗. On appelle Σ = ∂Ω,
le cercle de rayon re.
On s’intéresse à la solution uδ de l’équation de Helmholtz avec condition de Dirichlet homogène sur ∂Bδ :

∇ · (ε−1
δ ∇uδ) + ω2ρ−1

δ uδ = f dans Ωδ,

u = 0 sur ∂Bδ

∂uδ

∂r
+ iωuδ = 0 sur Σ

(A.0.3)

Les fonctions εδ et µδ sont périodiques dans la variable θ. Plus précisément, nous supposons qu’il existe deux

Σ

∂Bδ
δ

δ

r∗
Γ

(a) Ωδ

s = −1

2
s =

1

2

s

ν

∂B

(b) B0

Figure A.1 – Domaine de définition Ωδ et cellule périodique
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fonctions ε et µ dépendant uniquement des variables dilatées ν et s satisfaisantε(ν, s+ 1) = ε(ν, s),

µ(ν, s+ 1) = µ(ν, s),
et

{
ε(ν, s) = ε∞ si |ν| > 1

2 ,

µ(ν, s) = µ∞ si |ν| > 1
2 .

(A.0.4)

telles que

εδ(r, θ) = ε
(r − r∗

δ
, θ
r∗
δ

)
et µδ(r, θ) = µ

(r − r∗
δ

, θ
r∗
δ

)
∀(r, θ) ∈ R+ × [0, 2π]. (A.0.5)

Les fonctions ε et µ sont bornées inférieurement et supérieurement. Enfin, nous supposons que pour δ assez
petit, le support de f et cet anneau périodique sont disjoints.
Tout comme pour le problème (2.1.1-2.1.2), nous voulons construire une condition de transmission appro-
chée équivalente. Nous appliquons la même démarche que dans la première partie de la thèse (Etude d’un
cas bidimensionnel). Nous en déduisons ensuite une condition de transmission approchée dans le cas symétrique.

Remarque A.0.2. On pourrait remplacer la condition de Dirichlet homogène sur les obstacles ∂Bδ par une
condition de Neumann homogène. En fait ce cas n’est pas très intéressant car il se traite exactement de la même
façon que le cas des hétérogénéités diélectriques étudié en première partie. Les conditions approchées proposées
dans le chapitre 4 restent valables.

A.1 Développement asymptotique

On part de l’Ansatz classique

uδ(R, θ) =


∑
n∈N

δnu±n loin de l’anneau périodique,∑
n∈N

δnU±n dans un voisinage de l’anneau périodique.

Les champs lointains un et les champs proches Un satisfont les équations suivantes :

ε−1
∞ ∆u±n + ω2µ∞u±n = δn(0)f dans Ω±

ν
−2A0Un = −

4∑
k=1

νk−2AkUn−k dans B0

Un = 0 sur ∂B

où les opérateurs Ak sont définis par (3.3.4-3.3.5). On rappelle que A0 = r2
∗div ε−1∇.

De plus, les conditions de raccord ne changent pas, elles sont encore données par (3.4.4) :

`±d (Un) = u±n (r∗, θ), `±n (Un) = ∂ru±n (r∗, θ).

où `d et `n sont définies dans la définition 3.3.1.

A.1.1 Cadre fonctionnel pour la résolution des problèmes de champs proches

Nous cherchons les champs proches dans l’espace

V(B0) =

{
V ∈ D′(R2),V 1-périodique en s, V|∂B = 0,

∫
B0

V 2e−νds dν < +∞
}
.

Proposition A.1.1. Le noyau de A0 dans V(B0) est donné par

Ker(A0) =
{

V 0
0 ,W 0

0

}
. (A.1.1)
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où les fonctions V 0
0 et W 0

0 satisfont



∇ · (ε−1∇V 0
0 ) = 0, dans D′(R2),

V 0
0 = 0 sur ∂B,

`+n (V 0
0 ) = 1,

`−n (V 0
0 ) = 1.

,



∇ · (ε−1∇W 0
0 ) = 0, dans D′(R2),

W 0
0 = 0 sur ∂B,

`+n (W 0
0 ) = 1/2,

`−n (W 0
0 ) = −1/2.

Remarque A.1.2. Quand ν est grand, V 0
0 se comporte comme `±d (V 0

0 ) + ν alors que W 0
0 se comporte comme

`±d (V 0
0 )± ν. Les constantes `±d (V 0

0 ) et `±d (W 0
0 ) ne dépendent que de la géométrie de la cellule B0.

La démonstration de ce problème est basée sur le résultat suivant :

Proposition A.1.3.

Soit V :=

{
V ∈ D′(B0), V 1-s-périodique,V|∂B = 0,∇V ∈ L2(B0),

V√
1 + ν2

∈ L2(B0)

}
espace que l’on munit

de la norme

‖v‖2V = ‖∇v‖2L2(B0) + ‖ v√
1 + ν2

‖2L2(B0)

– V est un espace de Hilbert sur lequel la semi-norme ‖∇v‖2L2(B0) est une norme.
– Si

√
1 + ν2f ∈ L2(B0), le problème

chercher U ∈ V∫
B0

ε−1∇U · ∇V̄ =

∫
B0

F V̄ ∀ V ∈ V
(A.1.2)

est bien posé . La solution U est solution du système d’edp suivant :

div (ε−1∇U) = f dans D′(B0),

U = 0 sur ∂B.
(A.1.3)

De plus, si f est à support compact, il existe 2 constantes C+ et C− telles que

lim
ν→±∞

U = C±.

Remarque A.1.4. La principale différence avec le cas étudié dans le chapitre 3 (proposition 3.5.5) vient du fait
qu’il n’y a pas de condition de compatibilité sur le second membre. L’équation A.1.3 ne donne pas de contraintes
sur [`d(U)] et [`n(U)]. Dans le cas présent, on impose `±n (U) et l’EDP nous donne `±d (U).

A l’aide de la proposition précédente on peut montrer que, pour tout n ∈ N, les champs (u±n ,Un) sont bien
définis :

Proposition A.1.5.

– Supposons que ω2 n’est pas une fréquence propre du problème de Dirichlet intérieur (posé dans Ω−). Alors,
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pour tout n ∈ N, les fonctions u±n et Un existent et sont définies de manière unique par

U0 = 0,


ε−1
∞ ∆u0 + ω2µ∞u0 = f dans Ω±,

u+
0 = u−0 = 0 sur Γ
∂u0

∂r + iωu0 = 0 sur Σ

(A.1.4)

Un =

n−1∑
j=0

j∑
k=0

(
〈∂

k+1un−j−1

∂r∂θk
〉V k
j +

[
∂k+1un−j−1

∂r∂θk

]
W k
j

)
(A.1.5)


ε−1
∞ ∆un + ω2µ∞un = 0 dans Ω±,

(un)± =

n−1∑
j=0

j∑
k=0

(
〈∂

k+1un−j−1

∂r∂θk
〉A±V kj +

[
∂k+1un−j−1

∂r∂θk

]
A±W k

j

)
sur Γ

∂un
∂r + iωun = 0 sur Σ

(A.1.6)

où les fonctions profiles V k
j et W k

j sont des fonctions qui dépendent uniquement de ν et de s. Elles sont
solutions des problèmes récurrents suivants : ∀j ≥ 1, et 0 ≤ k ≤ j,


∇ · (µ∇V k

j ) = fV kj
dans B0,

V k
j = 0 sur ∂B,
`±n (V kj ) = 0.


∇ · (µ∇W k

j ) = fW k
j
dans B0,

W k
j = 0 sur ∂B,

`±n (W k
j ) = 0.

(A.1.7)

où les fonctions fV kj
et fW k

j
sont données par

fV kj
= − 1

r2∗

(
ν−1(A

[0]
1 V k

j−1 +A
[1]
1 V k−1

j−1 ) + (A
[0]
2 V k

j−2 +A
[1]
2 V k−2

j−2 ) + νA3V k
j−3 + ν2A4V k

j−4

)
,

fW k
j

= − 1

r2∗

(
ν−1(A

[0]
1 W k

j−1 +A
[1]
1 W k−1

j−1 ) + (A
[0]
2 W k

j−2 +A
[1]
2 W k−2

j−2 ) + νA3W k
j−3 + ν2A4W k

j−4

)
.

– De plus, pour tout n ≥ 0, pour tout γ > 0, il existe une constante C indépendante de δ et une constante
δ0 > 0 telles que pour tout δ < δ0,

‖uδ −
n∑
l=0

δlu−l ‖H1(Ω−γ ) + ‖uδ −
n∑
l=0

δlu+
l ‖H1(Ω+

γ ) ≤ Cδn+1 (A.1.8)

Remarque A.1.6. Il faut remarquer que la solution u0 du problème limite n’est pas solution du problème
sans anneau périodique (comme c’était le cas dans le chapitre 3, voir en particulier la proposition 3.8.3), mais
d’un problème avec conditions de Dirichlet sur Γ. Plus généralement, les problèmes définissant u+

n et u−n sont
découplés. Cependant, u+

n et u−n dépendent de u+
k et de u−k pour k ≤ n− 1.

A.2 Condition de transmission approchée

Nous allons maintenant construire une condition approchée dans le cas symétrique, c’est à dire le cas où ε, µ et
∂B sont symétriques en ν et en s. En combinant (A.1.4), (A.1.6) et (A.1.5), on a

[u0]Γ = 〈u0〉Γ = 0,

[u1]Γ = A0〈r
∂u0

∂r
〉Γ +A1

[
r
∂u0

∂r

]
Γ

,

〈u1〉Γ = B0

[
r
∂u0

∂r

]
Γ

+B1〈r
∂u0

∂r
〉Γ,



214 Annexe A. Cas des obstacles parfaitement conducteurs

où

A0 =
1

r∗
[ `d(V 0

0 ) ], B0 = 1
r∗

〈
`d(W 0

0 )
〉
,

A1 =
1

r∗
[ `d(W 0

0 ) ], B1 = 1
r∗

〈
`d(V 0

0 )
〉
.

On peut montrer, par le principe de réciprocité que B1 = A1. En fait dans le cas symétrique, A1 = B1 = 0.

Supposons maintenant que B0A0 6= 0. Nous proposons alors le problème approché d’ordre 1 suivant :

chercher ṽδ1 ∈ H1(Ω+) ∩H1(Ω−) telle que

∆ṽδ1 +
ω2ρ∞

µ∞
ṽδ1 = f dansΩ+ ∪ Ω−

〈r ∂ṽδ1
∂r
〉Γ =

1

δA0

[
ṽδ1
]
Γ[

r
∂ṽδ1
∂r

]
Γ

=
1

δB0
〈ṽδ1 〉Γ

∂ṽδ1
∂r + iωṽδ1 = 0 on Σ

(A.2.1)

dont la formulation variationnelle associée est donnée parchercher ṽδ1 ∈ H1(Ω+) ∩H1(Ω−) telle que

aδ(ṽδ1 , ṽ) =
−1

µ∞

∫
Ω+∪Ω−

f¯̃v ∀ ṽ ∈ H1(Ω+) ∩H1(Ω−)

où :

ãδ(u, ṽ) =

∫
Ω+∪Ω−

(
∇ũ · ∇¯̃v − ω2ρ∞

µ∞
ũ¯̃v
)

+ iω

∫
Σ

ũ¯̃v +
1

δA0

∫ 2π

0

[u][̄̃v ] +
1

δB0

∫ 2π

0

〈ũ〉〈̄̃v〉

Ce problème relève de l’alternative de Fredholm. De plus, pour δ > 0, on peut montrer l’unicité si bien que le
précédent problème est bien posé. Néanmoins, pour montrer facilement la stablité du problème (cf .(4.1.10)), il
est préférable d’avoir A0 et B0 positives ce qui n’est pas toujours le cas.
De nouveau, comme dans le chapitre 4 nous allons écrire des conditions de transmission entre deux interfaces
différentes séparées d’une distance 2αδ (α > 0). On pose :

u±α = u±(r ± αδ), [u ]α = u+
α − u−α , 〈u 〉α =

1

2
(u+
α + u−α ).

En utilisant des formules de Taylor, on obtient le problème suivant :

chercher vδ1 ∈ H1(Ω+
αδ) ∩H1(Ω−αδ) telle que

∆vδ1 +
ω2ρ∞

µ∞
vδ1 = f inΩ+ ∪ Ω−

〈r ∂vδ1
∂r
〉α =

1

δAα0

[
vδ1
]
α[

r
∂vδ1
∂r

]
α

=
1

δBβ0
〈vδ1 〉α

∂vδ1
∂r + iωvδ1 = 0 sur Σ

(A.2.2)

où :

Aα0 = A0 + 2α

Bα0 = B0 + 2α

et sa formulation variationnelle associée

chercher vδ1 ∈ H1(Ω+) ∩H1(Ω−) telle que

aδ(vδ1 , v) =
−1

µ∞

∫
Ω+∪Ω−

f v̄ ∀ v ∈ H1(Ω+) ∩H1(Ω−),
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où

aδ(u, v) =

∫
Ω+∪Ω−

(
∇u · ∇v̄ − ω2ρ∞

µ∞
uv̄
)

+ iω

∫
Σ

uv̄ +
1

δA0

∫ 2π

0

[u]α[v̄ ]α +
1

δB0

∫ 2π

0

〈u〉α〈v̄〉α.

Pour montrer la stabilité, on définit aussi une norme

‖u‖Vαδ = ‖u‖H1(Ω+
αδ)

+ ‖u‖H1(Ω−αδ)
+

1

δAα0

∫ 2π

0

|[u]α|2 +
1

δBα0

∫ 2π

0

|〈u〉α|2

On peut alors montrer la proposition suivante :

Proposition A.2.1.

– Pour tout δ > 0, pour tout ω > 0, (A.2.2) est bien posé : De plus

∀δ0 > 0, ∀ω > 0, ∃Cδ0ω > 0,∀δ < δ0,∀u ∈ H1(Ω+
αδ) ∩H1(Ω−αδ),

‖u‖V−αδ ≤ Cδ0ω sup
v∈H1(Ω+

αδ)∩H1(Ω−αδ),v 6=0

a(u, v)

‖v‖Vαδ
(A.2.3)

– De plus, pour tout γ > 0, il existe δ0 telle que, pour tout δ < δ0

‖ uδ − uδ1 ‖H1(Ωγ)≤ Cδ2 (A.2.4)
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B.1 Introduction

Dans les chapitres 6, 7 et 8 de cette thèse, nous avons étudié la diffraction par une structure périodique dans
deux directions et nous avons imposé des conditions limites périodiques sur les bords latéraux (cf. équation
6.1.8). Ceci nous permettait de construire un développement asymptotique relativement simple. Il n’y avait pas
phénomène de couche limite sur les bords latéraux (cf. [BBM10]).
En fait, dans l’application industrielle visée, la structure est de hauteur finie, et donc il y a un terme de couche
limite au niveau de l’extrémité du cylindre périodique (cf. figure 1.1). Nous avons voulu connaître la forme du
terme de couche limite qui apparaît aux extrémités du cylindre.
Ce problème étant très compliqué, on étudie d’abord un problème modèle bi-dimensionnel très simplifié. On
s’intéresse à la résolution d’un problème de Laplace dans un demi-espace bordé d’une couche mince inhomogène
(cf. figure (B.1). Plus précisément le domaine que l’on considère est composé d’un milieu homogène d’indice
µ = 1 auquel est accolée une fine bande d’épaisseur δ ayant un indice µ discontinu en x = 0 :

mu :=


1 si y > 0,

µ+ si y < 0 et x > 0,

µ− si y < 0 et x > 0.

L’épaisseur δ est petite.

y = 0

y = −δ

Qint

Qδ
− Qδ

+

ex

ey

O

Ō

G+G−

G−,−δ G+,−δ
Gδ

m

µ+µ−

µ = 1

Figure B.1 – Configuration étudiée

On définit les domaines suivant :

Qint := R× R+ Qδ− := R−×]− δ, 0[ Qδ+ := R+×]− δ, 0[

G− := R− × {0} G+ := R+ × {0} G := G− ∪G+

G−,−δ := R− × {−δ} G+,−δ := R+ × {−δ} G−δ := G−,−δ ∪G+,−δ
Gδm := {0}×]− δ, 0[ Qδ := Qint ∪Qδ− ∪Qδ+ ∪G

On définit également les coordonnées polaires décalées (r̄,θ̄), coordonnées polaires centrées en 0̄ de coordonnées
(0,−δ) (cf. figure B.1). On étudie le problème suivant :{

Chercher uδ ∈ Vδ,
∇ · (µ∇uδ) = f f ∈ (Vδ)′,

(B.1.1)

où

Vδ = {v tels que ∇v ∈ L2(Qδ),
v

1 + r̄
∈ L2(Qδ), v(x,−δ) = 0} (B.1.2)

On peut y associer une formulation variationnelle en introduisant la forme bilinéaire aδ :

∀(u, v) ∈ (Vδ)2, aδ(u, v) =

∫
Ωδ−

µ−∇u · ∇v +

∫
Ωδ+

µ+∇u · ∇v +

∫
Ω

∇u · ∇v (B.1.3)

Le problème (B.1.1) est équivalent au problème variationnel bien posé (thèse G.Vial [Via03]) suivant :{
Chercher uδ ∈ Vδ,
∀v ∈ Vδ, aδ(uδ, v) = 〈f, v〉 . (B.1.4)
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L’objectif de cette partie est de remplacer la couche mince inhomogène par une condition limite approchée posée
sur l’interface y = 0. Pour cela, on construit un développement asymptotique en fonction de δ en utilisant la
technique des développements raccordés (On est amené à distinguer une zone de champ proche située autour
de Gm et une zone de champ lointain (cf. figure B.2)) :

uδ =


∑
n∈N

δnun(r, θ) loin du point (0, 0),∑
n∈N

δnUn(
r

δ
, θ) autour du point (0, 0).

y = 0

y = −δ

ex

O

Ō

ey

ex

Figure B.2 – Zones de champ proche (bleu), de champ lointain (jaune) et de raccord (vert)

Cette annexe est organisée comme suit : dans la section B.2, on rappelle des résultats techniques préliminaires.
Puis, dans la section B.3 nous détaillons un cadre fonctionnel pour la résolution des problèmes de champ proche.
Dans la partie B.4, nous construisons les premiers termes du développement asymptotique. Enfin dans la section
B.5, nous essayons de construire une condition limite approchée. Malheureusement, on verra que la condition
approchée obtenue n’est pas pleinement satisfaisante et que l’on est face à des difficultés que l’on n’a pas été
capable de surmonter.

Remarque B.1.1. Cette annexe est incomplète, très souvent imprécise et certains résultats ne sont pas dé-
montrés. Pour des justifications précises et une présentation plus didactique de ce travail, nous encourageons le
lecteur à lire la thèse de G. Vial [Via03]. Notre travail s’avère en fait être un exercice technique qui consiste
à faire l’analyse asymptotique du problème (B.1.1) par la méthode des développements asymptotiques raccordés
plutôt que par la méthode des développements multi-échelles utilisée par G. Vial.

B.2 Résultats préliminaires

Cette partie est issue de la thèse de A.Makhlouf [Mak08]

Proposition B.2.1. Soient λ,a,b trois nombres complexes et f une fonction C∞([0, π]). Soit le problème (B.2.1)
λ2u(λ, θ) +

∂2u(λ, θ)

∂θ2
= f(λ, θ),

u(λ, 0) = a(λ),

u(λ, π) = b(λ),

(B.2.1)

On définit également l’opérateur Rint :

Rint : (f, a, b)→ u

Les solutions de (B.2.1) sont les suivantes :
1. Si λ /∈ Z et a, b, et f définies en λ, le problème (B.2.1) admet une solution unique donnée par

u(λ, θ) = a cos(θλ) +
sin(θλ)

sin(πλ)
(b− a cos(πλ)−

∫ π

0

1

λ
sin(λ(π − s))f(s)ds)

+

∫ θ

0

1

λ
sin(λ(θ − s))f(s)ds. (B.2.2)
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2. Si λ = 0 et a, b, et f définies en 0, le problème (B.2.1) admet également une solution unique qui est
donnée par

u(λ, θ) = a+
θ

π
(b− a−

∫ π

0

f(t)(π − t)dt) +

∫ θ

0

f(t)(θ − t)dt. (B.2.3)

3. Si λ ∈ Z∗ et a, b, et f définies en λ, le problème admet une solution (non unique) si la condition de
compatibilité suivante est vérifiée

b− a cos(πλ)−
∫ π

0

1

λ
sin(λ(π − s))f(s)ds = 0. (B.2.4)

Les solutions sont alors données par

u(λ, θ) = C
sin(θλ)

λ
+ a cos(λθ) +

∫ θ

0

1

λ
sin(λ(θ − s))f(s)ds. (B.2.5)

De plus, si λ 7→ (f(λ), a(λ), b(λ)) est méromorphe dans un plan Π ⊂ C, alors λ 7→ u(λ, ·) est méromorphe dans
Π, les pôles étant ceux du second membre et Z∗.

Démonstration.

– Premier cas : λ = 0. L’équation différentielle (B.2.1) devient

∂2
θu(λ, θ) = f(θ).

On peut résoudre explicitement cette équation :

∂θu(λ, θ) = C +

∫ θ

0

f(t)dt,

u(λ, θ) = a+ Cθ +

∫ θ

0

∫ s

0

f(t)dtds,

= a+ Cθ +

∫ θ

0

f(t)(θ − t)dt.

Comme uλ(π) = b, on peut déterminer la constante C et on obtient le résultat (B.2.3) :

C =
1

π
(b− a−

∫ π

0

(π − t)f(t)dt).

– Second cas : λ 6= 0. Etudions le problème intermédiaire suivant :
λ2uc(θ) + ∂2uc(θ)

∂θ2 = f(θ),

u(0) = a,

u′(0) = c.

(B.2.6)

Introduisons les nouvelles inconnues vectorielles U et U ′ définies par

U =

[
uc

u′c

]
, U ′ =

[
u′c

u′′c

]
.

Le problème (B.2.6) est équivalent au système du premier ordre suivant{
U ′ −AU = F,

U(0) = V,

Avec F =

[
0

f(θ)

]
, V =

[
a

c

]
, A =

[
0 1

−λ2 0

]
.
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On cherche la solution sous la forme U = eθAG(θ) (variation de la constante).On a alors

U ′ −AU = eθAG′(θ) = F (θ).

D’où,

G′(θ) = e−θAF (θ),

⇒ G(θ) = G(0) +

∫ θ

0

e−sAF (s) ds,

⇒ U(θ) = V eθA +

∫ θ

0

e(θ−s)AF (s) ds,

Or,

e(θ−s)A =
∑
n∈N

(θ − s)nAn
n!

,

avec A2n =

[
(−1)n(λ2)n 0

0 (−1)n(λ2)n

]
,

et A2n+1 =

[
0 (−1)n(λ2)n

(−1)n+1(λ2)n+1 0

]
.

On obtient alors une expression plus simple de e(θ−s)A et eθA :

e(θ−s)A =

[
cos(λ(θ − s)) 1

λ sin(λ(θ − s))
−λ sin(λ(θ − s)) cos(λ(θ − s))

]
,

eθA =

[
cos(λθ) 1

λ sin(λθ)

−λ sin(λθ) cos(λθ)

]
.

Finalement,

uc(λ, θ) = a cos(θλ) +
c

λ
sin(λθ)−

∫ θ

0

1

λ
sin(λ(θ − s))f(s) ds.

Pour obtenir une solution de (B.2.1), on doit avoir de plus uc(π) = b c’est à dire

c

λ
sin(πλ) = b− a cos(πλ)−

∫ π

0

1

λ
sin(λ(π − s))f(s) ds. (B.2.7)

On doit maintenant distinguer deux nouveaux cas :
– Si λ /∈ Z∗, alors sin(πλ) 6= 0. On obtient alors la valeur de la constante c

c =
λ

sin(πλ)

(
b− a cos(πλ)−

∫ π

0

1

λ
sin(λ(π − s))f(s) ds

)
.

On retrouve bien le résultat (B.2.2).
– Si λ ∈ Z∗, alors sin(πλ) = 0. Le problème admet des solutions si la condition de compatibilité suivante

est vérifiée :

0 = b− a cos(πλ)−
∫ π

0

1

λ
sin(λ(π − s))f(s) ds.

Le problème (B.2.1) admet alors des solutions s’écrivant sous la forme :

u(λ) = a cos(θλ) +
c

λ
sin(λθ)−

∫ θ

0

1

λ
sin(λ(θ − s))f(s) ds,

c quelconque.

On retrouve bien (B.2.4) et (B.2.5).
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On définit maintenant Q̆int et Gµ(Q̆int) par

Q̆int := R+×]0, π[ (Qint repéré en coordonnées polaires) (B.2.8)
Ğ := {R+ × 0} ∪ {R+ × {π}}(G repérée en coordonnées polaires) (B.2.9)

Gµ(Q̆int) :=

{
s(r, θ) = rµ

M∑
m=0

(pm(θ) lnm(r)), pm ∈ C∞([0, π])

}
(B.2.10)

Gµ(Ğ) :=

{
s(r) = rµ

M∑
m=0

(pm lnm(r)), pm ∈ C

}
(B.2.11)

Proposition B.2.2.

4D :

{
Gµ(Kπ)→ (Gµ−2(Kπ)× Gµ(Γ0)× Gµ(Γπ))

f 7→ (4f, f(r, 0), f(r, π))

est surjective pour tout nombre complexe µ et bijective pour tout nombre complexe µ /∈ Z∗.

preuve : on définit P,Q, g0 et gπ par

Q(ln r, θ) =
l∑

j=0

qj(θ)

j!
lnj r, P (ln r, θ) =

s∑
j=0

pj(θ)

j!
lnj r,

g0(ln r) =

m∑
j=0

aj
j!

lnj r, gπ(ln r) =

n∑
j=0

bj
j!

lnj r.

(B.2.12)

Pour simplifier les calculs, on adopte la convention suivante :

qj = 0 ∀j > l pj = 0 ∀j > s,

aj = 0 ∀j > m bj = 0 ∀j > n.

On cherche u sous la forme u(r, θ) = rµP (ln r, θ) telle que
4u = rµ−2Q,

u(0) = rµg0,

u(π) = rµgπ.

On souhaite donc déterminer les différentes fonctions pi. En remplaçant U,Q, g0 et gπ par leurs développement
en puissance de ln r, on obtient :


(µ2 + ∂2

θ )pj = qj − 2µpj+1 − pj+2,

pj(0) = aj ,

pj(π) = bj .

(B.2.13)

On note K = max(l,m, n). D’après l’équation précédente, il est sur que s ≥ K. Il faut maintenant distinguer
trois cas :

1. µ /∈ Z : dans ce cas, s = K convient. En effet, d’après la proposition B.2.1, pour tout j ∈ [0 : s], le
problème (B.2.13) admet une solution unique. Donc les coefficients pj sont définis de manière unique. On
peut les déterminer par une formule de récurrence inverse (on commence par déterminer ps) par :

pj = aj cos(θλ) +
sin(θλ)

λ
(bj − aj cos(πλ)−

∫ π

0

1

λ
sin(λ(π − s))fj(s)ds)

+

∫ θ

0

1

λ
sin(λ(θ − s))fj(s)ds,

fj = qj − 2µpj+1 − pj+2.

4D est donc bijectif de Gµ(Q̆) dans (Gµ−2(Q̆)× Gµ(Ğ−)× Gµ(Ğ+)).
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2. µ = 0 : s = K convient également. En effet, d’après la proposition B.2.1, pour tout j ∈ [0 : s], le
problème (B.2.13) admet une solution unique. Les coefficients pj sont aussi définis de manière unique et
sont déterminés pas récurrence inverse à l’aide de la formule suivante :

pj(θ) = aj +
θ

π
(bj − aj −

∫ π

0

(qj(t)− pj+2(t))(pi− t) dt

+

∫ θ

0

(qj(θ)− pj+2(θ))(θ − t) dt.

4D est donc bijectif de S0(Kπ) dans
(
S−2(Kπ)× S0(Γ0)× S0(Γπ)

)
.

3. µ ∈ Z∗ : on doit séparer deux sous-cas :

(a) La condition de compatibilité suivante est vérifiée :

bK − aK(−1)µ −
∫ π

0

1

µ
sin(µ(π − s))f(s)ds = 0.

Dans ce cas, on prend s = K. D’après la proposition B.2.1, pK existe et

pK = p̃K + cK sin(µθ),

cK est déterminée par la condition de compatibilité sur le problème K − 1. Comme

−2

∫ π

0

(sin(µ(π − s)) sin(µs)ds = π(−1)µ+1,

cK est déterminée par :

cK =
(−1)µ+1

π

(
bK−1 − aK(−1)µ −

∫ π

0

1

µ
sin(µ(π − s))(qK−1(s)− 2µp̃K)ds

)
Par récurrence inverse, on détermine les différentes fonctions pj pour tout j ∈ [0,K] par :

pj = p̃j + cj sin(µθ),

cj = (−1)µ+1

π

(
bj−1 − aj−1(−1)µ −

∫ π

0

1

µ
sin(µ(π − s))(qj−1 − 2µp̃j − 2pj+1)ds

)
,

p̃j = aj cos(µθ) +
∫ θ

0
1
µ sin(µ(θ − s))(qj − 2µpj+1 + pj+2)(s)ds,

c0 indéterminée.

4. Si la condition (B.2.14) n’est pas vérifiée, on pose s = K+ 1 (apparition d’un terme logarithmique d’ordre
supérieur). On définit alors :

pK+1 = cK+1 sin(θµ) (p̃K+1 = 0).

Puis, par récurrence inverse, pour tout j ∈ [0,K], on a :

pj = p̃j + cj sin(µθ),

cj = (−1)µ+1

π

(
bj−1 − aj−1(−1)µ −

∫ π

0

1

µ
sin(µ(π − s))(qj−1 − 2µp̃j − 2pj+1)ds

)
,

p̃j = aj cos(µθ) +
∫ θ

0
1
µ

sin(µ(θ − s))(qj − 2µpj+1 + pj+2)(s)ds

c0 indéterminée.

B.3 Construction des profils pour la résolution des problèmes inté-
rieurs

Cette partie est extraite de la thèse de G.Vial [Via03].
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B.3.1 Description du problème

Nous nous intéressons maintenant aux problèmes de champs proches. Ces problèmes sont posés dans le domaine
normalisé Q constitué du demi-plan supérieur y > 0 bordé d’une bande d’épaisseur 1 :

Qint := R× R+∗ G := R× {0}
Q+ := R+∗×]− 1, 0[ G± := R±∗ × {0}
Q− := R+∗×]− 1, 0[ Gm := {0}×]− 1, 0[

G−1 := R× {−1} G±,−1 := R±0 × {−1}
Q := Qint ∪Q+ ∪Q− ∪G ∪Gm

Les problèmes de champ proche ont la forme suivante : chercher u ∈ H1
loc(Q) telle que

4u = 0 dans Qint ∪Q+ ∪Q−,[
µ ∂u∂n

]
= 0 sur G ∪Gm,

[u] = 0 sur G ∪Gm,
u = 0 sur G−1,

u se comporte comme rn sin(θn) (n ∈ N∗) dans Qint quand r → +∞,

(B.3.1)

où

µ =


1 dans Q,

µ+ dans Q+,

µ− dans Q−.

On note r̄ la distance entre un point x et le point (0,−1). On introduit l’espace variationnel V défini par

V = {v,∇v ∈ L2(Q),
v

1 + r̄
∈ L2(Q), v|G−1

= 0} (B.3.2)

On définit le problème variationnel suivant :

µ4u = f dans Qint ∪Q+ ∪Q−,[
µ ∂u∂n

]
= g sur G,[

µ ∂u∂n
]

= gm sur Gm,

[u] = 0 sur G ∪Gm,
u = 0 sur G−1,

(B.3.3)

f =

{
fint dans Qint,

f± dans Q±,

g =

{
g+ dans G+,

g− dans G−.

La forme bilinéaire associée est :
a(u, v) =< F, v > ∀v ∈ V,

avec,

a(u, v) =

∫
Q

µ∇u∇v,

< F, v >= −
∫
Q

fv +

∫
G

gv +

∫
Gm

gmv.

On a le résultat suivant :
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Théorème B.3.1. Si F ∈ V ′, il existe une unique solution u ∈ V, vérifiant
a(u, v) =< F, v > ∀v ∈ V

De plus, si (1 + r̄)f ∈ L2Q, (1 + r̄)1/2g ∈ L2Q, gm ∈ L2Gm alors F ∈ V ′ et on a le résultat suivant : il existe
une constante C > 0, telle que

‖F‖V′ ≤ C(‖(1 + r̄)f‖0,Q +
∥∥∥(1 + r̄)1/2g

∥∥∥
0,G

+ ‖gm‖0,Gm .

Remarques :
– On va construire une solution de (B.3.1) sous la forme d’une somme de termes non variationnels (résultant
du comportement non variationnel imposé quand r tend vers +∞) et d’un terme variationnel.

– On ne peut pas imposer un comportement variationnel à l’infini, puisque dans ce cas l’unique solution du
problème homogène est la solution nulle.

– On ne peut imposer un comportement à l’infini en rλ sin(λθ) avec λ /∈ Z∗.

B.3.2 Développement asymptotique sur-variationnel

L’objectif de cette partie est de montrer qu’il existe une solution au problème (B.3.1) se décomposant sous la
forme d’une somme finie de termes n’appartenant pas à V définis par récurrence et d’un terme variationnel.

B.3.2.1 Transformation géométrique du domaine Q

On introduit le changement de variables F suivant :

(x, y) 7→ F(x, y) = (r, θ) (B.3.4)

avec


(r, θ) sont les coordonnées polaires si θ ∈ [0, π],

r = x θ = y si θ ∈ [−1, 0],

r = −x θ = π − y si θ ∈ [π, π + 1].

Le changement de variables F transforme le domaine Q en Q̆. On a alors :

Q̆int := F(Qint) =]0,+∞[×]0, π[ Q̆+ := F(Q+) =]0,+∞[×]− 1, 0[ Q̆− :=]0,+∞[×]π, π + 1[

Ğ− := F(G−) =]0,+∞[×{π} Ğ+ :=]0,+∞[×{0} Ğ := Ğ+ ∪ Ğ−
Ğ−1,+ :=]0,+∞[×{−1} Ğ−1,− :=]0,+∞[×{π + 1} Ğ−1 := Ğ−1,+ ∪ Ğ−1,−

On définit ŭ(r, θ) = u(x, y). Par ailleurs, on définit χ, une fonction de troncature C∞ qui vaut 0 quand r < r0 et
1 si r > r1. On définit alors la transformation F∗ qui correspond à la transformation réciproque de F tronquée
par χ :

(F∗v̆)(x) =

{
0 si r ≤ 0,

χ(v̆(F(x))) sinon.

Soit ŭ la transformation de u dans le nouveau repère. ŭ vérifie :

4ŭ = 0 dans Q̆+ ∪ Q̆−,
4̆u = 0 dans Q̆int,
ŭ = 0 sur Ğ−1,

µ
∂ŭ(x, 0−)

∂θ
=

1

r

∂ŭ(x, 0+)

∂θ
,

[ŭ] = 0 sur Ğ.

(B.3.5)

Remarques :
– 4̆ = 1

r2 ((r∂r)
2 + (∂2

θ ) est l’opérateur laplacien en coordonnées polaires.
– On n’ajoute pas les équations de transmission en r = 0 et θ = 0 ou π car on souhaite déterminer

le comportement pour r grand. Les phénomènes se passant près de Gm seront pris en compte par la
résolution variationnelle.

– La présence de l’opérateur laplacien en coordonnées cartésiennes dans Q̆± et le décalage d’une puissance
négative de r dans les conditions des transmissions de la dérivée normale sur Ğ vont nous permettre de
séparer la résolution de (B.3.5) en une série de problèmes posés dans Q̆int ou Q̆±.
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B.3.2.2 Construction du développement sur-variationnel

On définit

Gλ(Q̆) =
{
ŭ telles que ŭint ∈ Gλ(Q̆int), ŭ± ∈ Gλ(Q̆±), ŭint(π) = ŭ−(π), ŭint(0) = ŭ+(0)

}
. (B.3.6)

On cherche ŭ sous la forme d’une série formelle

ŭ =

+∞∑
k=0

ŭn−k avec ŭn−k ∈ Gn−k(Q̆) (ŭn−k = rn−kPn−k(θ, ln r)). (B.3.7)

Soit v̆± ∈ Gλ(Q̆±), alors v̆± = rλP (θ, ln r) où P est un polynôme en ln r dans lequel les coefficients sont des
fonctions de θ. Alors,

∂rv̆± = rλ−1(λP + P ′),

∂2
r v̆± = rλ−2(λ2P + (2λ− 1)P ′ + P”).

Donc,

∂2
r ŭ± =

∑
k∈N

rn−k−2((n− k)2Pn−k + (2(n− k)− 1)P ′n−k + P”n−k).

Donc, en introduisant la série formelle (B.3.7) dans les équations (B.3.5), on a :

∂2
r ŭ± + ∂2

θ ŭ± = rn−k
(
((n− k)2Pn−k+2 + (2(n− k)− 1)P ′n−k+2 + P”n−k+2) + ∂2

θPn−k
)

⇒ ∂2
θ ŭ

n−k
± = −∂2

θ ŭ
n−k+2
± .

Par un raisonnement analogue, on trouve les équations vérifiées par ŭn−k :{
4̆ŭn−kint = 0 dans Q̆int,

ŭn−kint = ŭn−k± sur Ğ,
(B.3.8)


∂2
θ ŭ

n−k
± = −∂2

r ŭ
n−k+2
± dans Q̆±,

µ±
∂ŭn−k±
∂θ =

∂ŭn−k+1
int

∂θ sur Ğ±,

ŭn−k± = 0 sur Ğ−1,±.

(B.3.9)

Si les problèmes (B.3.8) et (B.3.9) aient une solution, on va pouvoir déterminer les fonctions ŭn−k par récurrence.
La proposition suivante montre que les problèmes extérieurs admettent une solution unique.

Proposition B.3.2. Si f̆± ∈ Gµ(Q̆±), ğ± ∈ Gµ(Ğ±), le problème P± ci-dessous admet une solution unique
appartenant à Gµ(Q̆±).

P± :


∂2
θ ŭ± = f̆±(λ) dans Q̆±,
∂θŭ± = ğ±(λ) sur Ğ±,
ŭ = 0 sur Ğ−1,±.

De plus, si λ 7→ (ğ±(λ), f̆±(λ)) sont méromorphes dans un plan Π ⊂ C, alors ŭ± est méromorphe dans Π et les
pôles de ŭ± sont les pôles de f̆± et ğ±

Théorème B.3.3. Soit n ∈ N∗, soit p un entier tel que p−n−1 ≥ 0, il existe un,p ∈ V, p+1 fonctions k̆n,n−j,
j = 0 · ·p appartenant à l’espace Gn−j(Q̆), telles que

kn = un,p +

p∑
j=0

F∗(k̆n,n−p) (B.3.10)
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soit solution du problème (B.3.1). Les fonctions k̆n,n−q peuvent être choisies indépendamment de l’entier p.
Elles sont construites par récurrence à l’aide des équations suivantes :{

4̆k̆n,n−qint = 0 dans Q̆int,

k̆n,n−qint = k̆n,n−q± sur Ğ±,
(B.3.11)


∂2
θ k̆
n,n−q
± = −∂2

r k̆
n,n−q+2
± dans Q̆±,

µ±
∂k̆n,n−q±
∂θ =

∂k̆n,n−k+1
int

∂θ sur Ğ±,

k̆n,n−k± = 0 sur Ğ−1,±.

(B.3.12)

Preuve : La démonstration se fait par récurrence.
– q = 0 : on résout d’abord les problèmes (B.3.12) avec second membre nul dont on sait que l’unique solution
est nulle. On résout ensuite le problème intérieur avec donnée de Dirichlet nulle sur le bord en imposant
le comportement à l’infini en rn sin(nθ). D’après la proposition (B.2.2), l’unique solution appartenant à
Gn(Q̆int) et vérifiant ce comportement à l’infini est k̆n,nint = rn sin(nθ). Le premier terme du développement
est :

k̆n,n =

{
0 dans Q̆− ∪ Q̆+,

rn sin(nθ) dans Q̆int.

– q = 1 : on résout les problèmes (P±) avec comme second membre f̆± = 0 et ğ = 1
µ±
∂kn,nint . On obtient

alors k̆n,n−1
± ∈ G(Q̆±) puis on résout le problème intérieur :{

4̆k̆n,n−1
int = 0 dans Q̆int,

k̆n,n−1
int = k̆n,n−1

± sur Ğ.

D’après la proposition B.2.2, ce problème admet une solution (non unique si n− 1 6= 0) dans Gn−1(Q̆int).

Remarque : Dans le cas où n − 1 6= 0, k̆n,n−1
± = rnPn−1

± (θ, ln r) avec Pn−1
± de degré 0. Par contre si

µ+ 6= µ−, k̆
n,n−1
int = rn−1Pn−1

int (θ, ln r) avec deg(Pn−1
int ) = 1. On a l’apparition d’un terme logarithmique.

– q quelconque : on résout les problèmes (P±) avec comme second membre f̆± = −∂2
r k̆
n−q+2
± et ğ =

1
µ±
∂kn,n−q+1

int . On obtient alors k̆n,n−q± ∈ G(Q̆±) puis on résout le problème intérieur (qui a une solution
non unique pour n− q 6= 0 et unique pour n− q = 0) :{

4̆k̆n,n−qint = 0 dans Q̆int,
k̆n,n−qint = k̆n,n−q± sur Ğ,

A priori, on pense qu’a chaque étape, si k̆n,n−qint = rn−qPn−qint (θ, ln r) alors deg(Pn−qint ) = q.
– Traitement du terme variationnel : il s’agit de montrer que pour p suffisamment grand un,p = u −

p∑
i=0

F∗(k̆n,n−i) appartient à l’espace variationnel V. Or un,p vérifie le problème suivant :



4un,pint = ϕpint dans Qint,
µ±4un,p± = ϕp± + φp± dans Q±,

[un,p] =
[
µ∂u

n,p

∂n

]
= 0 sur Gm,

[un,p] = 0 sur G,

µ±
∂un,p±
∂n =

∂un,pint
∂n + Ψp

± sur G,
un,p± = 0 sur G−1,

(B.3.13)

avec (B.3.14)
ϕp±, ϕ

p
int fonctions à support compact dans la bande, [r0, r1]

φp± = F∗(∂2
r (k̆n,n−p± + k̆n,n−p+1

± )) ∈ F∗(Gn−p−2(Q̆±) + Gn−p−1(Q̆±)),

Ψp
± = F∗( 1

r∂θk̆
n,n−p
int ) ∈ F∗(Gn−p−1(Ğ)).

(B.3.15)
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On souhaite savoir à quelle condition sur p le second membre du problème (B.3.13) appartient à V ′. Pour
cela, il suffit que rϕpint ∈ L2(Qint),r(ϕ

p
± + φp±) ∈ L2(Q±) et r1/2(ψp±) ∈ L2(S±). Comme ϕpint et ϕ

p
± sont

à support compact, pour tout p, rϕpint ∈ L2(Qint) et rϕp± ∈ L2(Q±). De plus

rφp± ∈ L2(Q±) ⇔
∫ ∞
r0

r(2−2n−2p−2)dr < +∞ ⇔ n− p < −1

2
,

r1/2(ψp±) ∈ L2(S±) ⇔ 2n− 2p < 0.

Donc si on choisit p ≥ n+ 1, alors un,p ∈ V.
Remarque : si on continue le développement pour p > n + 1, on ne va pas obtenir d’information supplémen-
taire sur le comportement de u en +∞. En effet, comme nous allons voir, quelle que soit la valeur de p, le
développement de un,p contiendra des termes appartenant à G−q(Q̆), q ∈ N.

B.3.3 Développement sous-variationnel

Dans cette partie, on cherche à connaître le développement de un,p pour r grand sous la forme :

χun,p =

N∑
i=0

un,p−i +O(r−(N+1)).

Pour cela, on introduit un nouveau changement de variable t = ln r (qui simplifie l’opérateur laplacien en
coordonnées polaires), des espaces à poids et la transformée de Mellin.

B.3.3.1 Espaces à poids et transformée de Mellin

Proposition B.3.4.

F∗(Gλ(Q)) ⊂ V ⇔ λ < −1/2.

preuve :

vint
r
∈ L2(Qint) ⇔

∫ +∞

C

r2λ−2rdr < +∞ ⇔ λ < 0,

∇vint ∈ L2(Qint) ⇔
∫ +∞

C

r2(λ−1)rdr < +∞ ⇔ λ < 0,

v±
r
∈ L2(Q±) ⇔

∫ +∞

C

r2λ−2dr < +∞⇔ λ <
1

2
,

∇v± ∈ L2(Q±) ⇔ λ <
−1

2
.

On introduit le changement de variables T (r, θ) 7→ (t = ln r, θ). On introduit à nouveau les domaines transformés
par ce nouveau changement variables :

Q̃int := R×]0, π[ Q̃+ := R×]− 1, 0[ Q̃− = R×]π, π + 1[

G̃+ := R× 0 G̃− := R× π G̃ = G̃+ ∪ G̃−
G̃−1,+ := R×−1 G̃−1,− := R× π + 1 G̃−1 = G̃−1,+ ∪ G̃−1,−

Ce changement de variables n’est pas bijectif, mais nous nous intéressons uniquement au comportement quand
r > r0, c’est à dire t > t0. On pose ũ(t, θ) = ŭ(r, θ). Apres changement de variable, le problème variationnel
(B.3.3) devient : 

(∂2
t + ∂2

θ )ũint = e2tf̃int dans Q̃int,

µ(∂2
θ ũ± + e−2t((∂2

t − ∂t)ũ±) = f̃± dans Q̃±,

e−t∂θũint − µ±∂θũ± = g̃ sur G̃,

[ũ] = 0 sur G̃,

ũ± = 0 sur G̃−1.

(B.3.16)
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On introduit maintenant les espaces à poids suivants :

Définition B.3.5. • Soient m ∈ N et γ ∈ R. On définit :

Km
γ (Q̃int) =

{
ṽ ∈ L2

loc(Q̃int)),∀|β| ≤ me(γ−m)t∂β ṽ ∈ L2(Q̃int))
}
,

Km
γ (Q̃±) =

{
ṽ ∈ L2

loc(Q̃±)),∀|β| ≤ me(γ−m)t∂β ṽ ∈ L2(Q̃±))
}
,

K
m−1/2
γ−1/2 (G̃) =

{
g̃ ∈ L2

loc(G̃)),∃q̃ ∈ Kn
γ (Q̃int)q̃|G̃ = g̃

}
.

On munit ces espaces des normes suivantes :

‖ṽ‖2Km
γ (Q̃int)

=
∑
|β|≤m

∥∥∥e(γ−m)t∂β ṽ
∥∥∥

0,Q̃int
≈
∥∥∥e(γ−m)t∂β ṽ

∥∥∥
m,Q̃int

,

‖ṽ‖2Km
γ (Q̃±) =

∑
|β|≤m

∥∥∥e(γ−m)t∂β ṽ
∥∥∥

0,Q̃±
≈
∥∥∥e(γ−m)t∂β ṽ

∥∥∥
m,Q̃±

,

‖g̃‖2
K
m−1/2

γ−1/2
(G̃

= inf
{
‖q̃‖2Km

γ (Q̃int)
, q̃ ∈ Km

γ (Q̃int) et q̃|G̃ = g̃
}
.

• On note alors :

Km
γ (Q̃) =

{
ṽ, ṽint ∈ Km

γ (Q̃int), ṽ± ∈ Km
γ−1/2(Q̃±) et ṽint = ṽ± sur G̃

}
.

Remarques diverses :
– Comparaison de L2(Q̃int) et K0

γ(Q̃int) : Soit ṽ à support dans [c0,+∞[,
L2(Q̃int) = K0

0 (Q̃int),

K0
γ(Q̃int) ⊂ L2(Q̃int) si γ > 0,

L2(Q̃int) ⊂ K0
γ(Q̃int) si γ < 0,

Plus γ est grand, plus le comportement en +∞ est contraint. Cette remarque est valable pour K0
γ(Q̃±).

– Explication de l’apparition du terme e−mt dans la définition de Km
γ (Qint) : pour comprendre ce terme il

faut revenir aux coordonnées polaires :

∇v =
1

r
((r∂rv̆~er + ∂θv̆~eθ)

= e−t(∂tṽ~er + ∂θṽ~eθ)

En dérivant une fois, le terme e−t apparaît. Si on dérivait m fois, le terme e−mt apparaîtrait.
– Explication peu convaincante de l’apparition du terme e−mt dans la définition de Km

γ (Q±) :

∇v =
1

r
(r∂rv̆) + ∂θv̆),

= e−t∂tṽ + ∂θṽ.

On peut penser qu’il faut juste mettre un poids en e−mtt où mt et le nombre le dérivées en t. On peut
aussi se dire que dans la suite du travail les dérivées en θ ne sont pas créatrices de singularités en t. Donc
si eγtṽ ∈ L2(Q̃±), alors eγt∂θṽ ∈ L2(Q̃±) et donc e(γ−m)t∂θṽ ∈ L2(Q̃±).

– Explications de normes. On se demande pourquoi
∑
|β|≤m

∥∥∥e(γ−m)t∂β ṽ
∥∥∥

0,Q̃int
≈
∥∥∥e(γ−m)t∂β ṽ

∥∥∥
m,Q̃int

. Il faut

remarquer que si
∥∥e(γ−j)t∂j ṽ

∥∥
0,Q̃int

< +∞ pour tout j ≤ m, alors
∥∥∂j(e(γ−j)tṽ)

∥∥
0,Q̃int

< +∞ pour tout
j ≤ m.

– Explication de l’espace Km
γ (Q̃). On souhaite comprendre pourquoi on prend ṽ± ∈ Km

γ−1/2(Q̃±) alors que
ṽint ∈ Km

γ (Q̃int). Ici encore il faut revenir aux coordonnées (r, θ) pour comprendre ce choix. Soit v, un
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fonction nulle dans un voisinage de Gm.∫
Qint

v2dx =

∫ π

0

∫ +∞

C0

v̆2rdrdθ =

∫ π

0

∫ +∞

ln(C0)

ṽ2e2tdtdθ,∫
Q+

v2dx =

∫ 0

−1

∫ +∞

C0

v̆2drdθ =

∫ 0

−1

∫ +∞

ln(C0)

ṽ2etdtdθ.

Pour Q̃int la pondération est de e2t alors que cette pondération est uniquement de et dans Q̃±. C’est
pourquoi on prend l’espace Km

γ−1/2(Q̃±) et non Km
γ (Q̃±).

On définit ũ0 = χ̃ũn,p, solution variationnelle tronquée au coin exprimée dans les coordonnées (t, θ). ũ0 vérifie :



(∂2
t + ∂2

θ )ũ0
int = f̃int dansQ̃int,

(e−2t(∂2
t − ∂t)ũ0

± + ∂2
θ ũ

0
±,= f̃± dans Q̃±,

e−t∂θũ0
int = µ±∂θũ0

± + g̃± sur G̃±,

[ũ] = 0 sur G̃,

ũ± = 0 sur G̃−1,±.

avec,

f̃int fonction à support dans [ln r0, ln r1],

f̃± = ϕ̃± + φ̃±I[t>ln r1],

ϕ̃± fonction à support dans [ln r0, ln r1],

φ̃± = et(n−p−1)
N1∑
0

(pj,1± (θ)tj) + et(n−p−2)
N1∑
0

(pj,2± (θ)tj)

g̃± = ϕ̃±,g + φ̃±,gI[t>ln r1],

ϕ̃± fonction à support dans [ln r0, ln r1],

φ̃± = et(n−p−1)
N3∑
0

(cj±(θ)tj)

Dans la suite on utilisera les trois résultats suivants (thèse Vial page 65-66)

Lemme B.3.6. Soient m ∈ N et γ,γ′,λ ∈ R,
– Km

γ (Q̃) ⊂ K0
γ−m(Q̃),

– γ > γ′ ⇒ K0
γ−m(Q̃) ⊂ K0

γ′−m(Q̃),

– Soit v̆ ∈ Gλ(Q̆) non nul. On définit ṽ(t, θ) = v̆(r, θ). Alors,

χṽ ∈ Km
γ (Q̃)⇔ λ < −γ.

On a également, dans ce cas, χṽ ∈ Km
γ+m(Q̃)

– Si v ∈ V et χṽ(t, θ) = χv(x, y), alors χṽ ∈ K0
0 (Q̃).

On a aussi un résultat de régularité (celui-ci est complètement admis) :

Théorème B.3.7. Soit ũ solution de (B.3.16). Si les données vérifient, pour m ≥ 2 et γ ∈ R,

f̃int ∈ Km−2
γ (Q̃ ∩ [t > −1]) f̃± ∈ Km−2

γ+m−2(Q̃ ∩ [t > −1]) g̃ ∈ Km−3/2
γ−1/2 (G̃ ∩ [t > −1]),

et si de plus
ũ ∈ K0

γ−m(Q̃ ∩ [t > −1]),

alors
ũ ∈ Km

γ (Q̃ ∩ [t > 0]).
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On déduit des deux résultats précédents un résultat de régularité sur ũ0 :

Proposition B.3.8. Pour tout m ≥ 0, ũ0 ∈ Km
m (Q̃).

On définit maintenant la transformée de Mellin d’une fonction ṽ.

Définition B.3.9. Soient λ ∈ C et

ṽ =

{
ṽ± dans Q̃±,
ṽint dans Q̃int,

v̂ =

{
v̂± si θ ∈ [−1, 0]∪]π, π + 1[,

ûint si θ ∈ [0, π],

ûint =

∫
R
e−λtũint(t, θ)dt, (B.3.17)

û± =

∫
R
e−λtũ±(t, θ)dt. (B.3.18)

(B.3.19)

On pose
Θ =]− 1, 0[∪]0, π[∪]π, π + 1[.

On admet la proposition suivante qui donnent les propriétés fondamentales de la transformée de Mellin dans
des espaces à poids.

Proposition B.3.10. Soit γ ∈ R et m ∈ N. On pose ξ = m− γ + 1
2 .

– Si ũ ∈ Km
γ (Q̃), alors la transformée de Mellin û de ũ est bien définie pour Re(λ) = ξ comme fonction de

L2 de R à valeur dans Hm(Θ) :

η 7→ û(ξ + iη, ·) est dans L2(R, Hm(Θ)).

De plus, on a :

‖ũ‖Km
γ (Q̃) =

(∫
R
‖û(ξ + iν)‖2Hm(θ,|η|) dη

)1/2

,

où pour ρ > 0, la norme ‖v̂‖Hm(θ,ρ) est définie par :

‖v̂‖Hm(θ,ρ) =
∑
|β|<m

∥∥ρβ1∂β2 v̂
∥∥
L2(Θ)

, avec β = (β1, β2).

– Réciproquement, si U(λ) est défini pour Re(λ) = ξ et que l’application (ν, λ) 7→ U(ξ + iη, θ) est dans
L2(R, Hm(Θ)) avec de plus ∫

R
‖U(ξ + iη)‖2Hm(θ,|η|) dη < +∞,

alors, pour tout λ tel que Re(λ) = ξ, U(λ) est la transformée de Mellin û(λ) d’une fonction u ∈ Km
γ (Q̃).

ũ peut être reconstruite à l’aide de la formule de Mellin inverse

ũ(t, θ) =
1

2π

∫
R
e(ξ+iη)tU(ξ + iη, θ)dη.

B.3.3.2 Détermination du développement sous-variationnel

On pose κ = ˆ̃u0, f̂ =
ˆ̃
f et hg = ˆ̃g. Alors κ vérifie :

(λ2 + ∂2
θ )κint = f̂int(λ− 2) θ ∈]0, π[,

κint = κ± en θ = 0 et θ = π,

∂2
θκ± = f̂±(λ)− (λ+ 2)(λ+ 1)κ(λ+ 2, θ) θ ∈]− 1, 0[∪]0, π[,

µ±∂θκ± = ∂θκint(λ+ 1)− ĝ±(λ) θ = 0 et θ = π,

κ± = 0 θ = −1 et θ = π + 1.

(B.3.20)



232 Annexe B. Développement formel pour le traitement de l’extrémité des fils

On note, pour a ∈ R,
Πa = {λ ∈ C, Re(λ) > a}

On va montrer que κ se prolonge de façon méromorphe à l’ensemble du plan complexe. Pour cela, on montre
d’abord que κ est holomorphe sur Π 1

2
. Puis, on montre que f̂int,f̂± et ĝ± admettent un prolongement méro-

morphe sur C. A l’aide du problème (B.3.20), on pourra déterminer un prolongement méromorphe de κ à tout
le plan complexe : ceci est possible car, grâce à la transformée de Mellin, on peut séparer la résolution dans le
domaine intérieur ]0, π[ de la résolution dans les domaines extérieurs ]− 1, 0[∪]π, π + 1[.

Détermination d’un prolongement méromorphe de κ

Lemme B.3.11. κ est holomorphe dans Π 1
2
.

preuve : on a vu que χ̃ũ0 ∈ K0
0 (Q̃). Donc, en utilisant la proposition B.3.10 κ est définie pour Re(λ) = 1

2 .
Mais, comme χ̃ũ0 a son support dans ] ln r0,+∞[, κ est également bien définie pour Re(λ) > 1

2 . Le caractère
holomorphe provient directement des formules (B.3.17) et (B.3.18).

Proposition B.3.12. Les fonctions f̂int,f̂± et ĝ± admettent un prolongement méromorphe sur C, holomorphe
sur C \ {n− p− 1, n− p− 2}.

preuve :
– f̃int est à support dans ] ln r1, ln r2[, donc f̂int est holomorphe.
– f̃± = ϕ̃± + φ̃±I[t>ln r1] : comme ϕ̃± est à support dans ] ln r1, ln r2[,alors ϕ̂± est holomorphe dans C. Par

ailleurs, on peut calculer explicitement la transformée de Mellin de φ̃±I[t>ln r1]. En effet, soit une fonction
ṽ = eµt(t−ln r1)jI[t>ln r1]p(θ). Alors v̂ = p(θ)

∫ +∞
ln r1

e(µ−λ)t(t−ln r1)jdt. Or, on peut montrer par récurrence
que si Re(µ) < Re(λ), ∫ +∞

r1

e(µ−λ)ttjdt =
(−1)l+1l!

(µ− λ)l+1
r

(µ−λ)
1 .

Donc, en posant λ1 = n− p− 1 et λ2 = n− p− 2, pour Re(λ) > Re(λi)

f̂± = ϕ̂± +

N1∑
j=0

(−1)j+1j!

(λ1 − λ)j+1
pj,1(θ)rµ−λ1 +

N2∑
j=0

(−1)j+1j!

(λ2 − λ)j+1
pj,2(θ)(−1)j+1j!rµ−λ1 .

Cette fonction se prolonge de manière méromorphe à l’ensemble du plan complexe par ∀λ /∈ {0, 1},

f̂± = ϕ̂± +

N1∑
j=0

(−1)j+1j!

(λ1 − λ)j+1
pj,1(θ)rµ−λ1 +

N2∑
j=0

(−1)j+1j!

(λ2 − λ)j+1
pj,2(θ)(−1)j+1j!rµ−λ1 .

Proposition B.3.13. κ se prolonge de façon méromorphe à l’ensemble du plan complexe, holomorphe dans
C \ V où V = {−n, n ∈ N∗}.

preuve :

Etape 0 : on résout les problèmes extérieurs : on cherche κ∗ tel que
∂2
θκ
∗
± = f̂±(λ)− (λ+ 2)(λ+ 1)κ(λ+ 2, θ) θ ∈]− 1, 0[∪]0, π[,

µ±∂θκ± = ∂θκint(λ+ 1)− ĝ±(λ) θ = 0 et θ = π,

κ± = 0 θ = −1 et θ = π + 1.

– f̂±(λ)− (λ+ 2)(λ+ 1)κ(λ+ 2, θ) holomorphe dans Π− 1
2
,

– ∂θκint(λ+ 1)− ĝ±(λ) holomorphe dans Π− 1
2
.

Donc il existe κ∗± holomorphes dans Π− 1
2
. On résout maintenant le problème intérieur :{

(λ2 + ∂2
θ )κ∗int = f̂int(λ− 2) θ ∈]0, π[,

κ∗int = κ∗± en θ = 0 et θ = π.
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– f̂int(λ− 2) holomorphe sur Π− 1
2
,

– κ∗± holomorphe sur Π− 1
2

Il existe κ∗int méromorphe sur Π− 1
2
. Cette fonction n’a pas de pôle sur 1

2 ≤ Re(λ) ≤ + 1
2 car 0 n’appartient

pas au noyau de Rint.
κ∗ vérifie les même équations que κ dans Π 1

2
. Donc, κ = κ∗ sur Π 1

2
(les pôles éventuellement apparus

sont artificiels). Donc κ∗ est un prolongement holomorphe de κ à Π− 1
2
. Pour simplifier les notations, on

appelle maintenant κ∗ = κ.
Etape1 : on résout les problèmes extérieurs : de nouveau, on cherche κ∗ tel que

∂2
θκ
∗
± = f̂±(λ)− (λ+ 2)(λ+ 1)κ(λ+ 2, θ) θ ∈]− 1, 0[∪]0, π[

µ±∂θκ± = ∂θκint(λ+ 1)− ĝ±(λ) θ = 0 et θ = π

κ± = 0 θ = −1 et θ = π + 1

– f̂±(λ)− (λ+ 2)(λ+ 1)κ(λ+ 2, θ) méromorphe dans Π− 3
2
(pôle éventuel provenant de f̂±(λ) en −1)

– ∂θκint(λ+ 1)− ĝ±(λ) méromorphe dans Π− 3
2
(pôle éventuel venant de ĝ±(λ) en −1)

Donc il existe κ∗± méromorphe dans Π− 3
2
. On résout maintenant le problème intérieur :{

(λ2 + ∂2
θ )κ∗int = f̂int(λ− 2) θ ∈]0, π[

κ∗int = κ∗± en θ = 0 et θ = π

– f̂int(λ− 2) holomorphe sur Π− 3
2
,

– κ∗± méromorphe sur Π− 3
2
.

Il existe κ∗int méromorphe sur Π− 3
2
. Le pôle −1 a été introduit : on peut éventuellement le trouver dans

le second membre κ∗± mais surtout il est introduit par l’opérateur Rint. On a trouvé un prolongement
méromorphe de κ sur Π−3/2.

Etape k : l’algorithme peut être poursuivi par récurrence en résolvant successivement les problèmes extérieurs puis
intérieur. Les pôles apparaissent soit par un décalage des pôles déjà existants dus aux termes ((λ+ 2)(λ+

1)κ(λ + 2), ∂θκint(λ + 1)) soit avec l’opérateur Rint. Cependant tous ces pôles appartiennent toujours à
l’espace V .

Remarque : une fois qu’un pôle est créé, il est transporté. Si par exemple, on a un pôle purement variationnel
en −1, on va avoir un pôle variationnel en −2 de multiplicité 2 = (1 + 1), puis de multiplicité 3 en −3 et ainsi
de suite.

Détermination du développement sous variationnel par transformée de Mellin inverse :

A partir des informations obtenues sur κ on va pouvoir déterminer un développement de χũ0

On admet le lemme (dont je n’ai pas compris la démonstration) suivant

Lemme B.3.14. Soit a ∈ R+, il existe ũa telle que :
– ũa ∈ Km

m+a(Q̃) pour tout entier m,
– κ est la transformée de Mellin de ũa pour tout λ tel que Re(λ) > −a.

Proposition B.3.15. :

– Soit j ∈ N.Il existe des fonctions k̆n,kvar et k̆n,krec ∈ Gk(Q̆) telles que

χun,p =
∑

k∈−N∗,−j≤k
F∗(k̆n,kvar) +

∑
k∈−N∗,−j≤k<n−p

F∗(k̆n,krec ) + qj ,

avec q̃j ∈ Km
m+j+δ(Q̃).

– les termes k̆n,krec peuvent être choisis indépendamment de p et sont construit par récurrence :

{
4̆k̆n,krec,int = 0 dans Q̆int,

k̆n,krec,int = k̆n,k± sur Ğ,


∂2
θ k̆
n,k
rec,± = −∂2

r k̆
n,k+2
rec,± dans Q̆±,

µ±
∂k̆n,krec,±
∂θ =

∂k̆n,k+1
rec,int

∂θ sur Ğ±,

k̆n,krec,± = 0 sur Ğ−1,±.
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preuve :
– Soient a et b tels que a < b ≤ 0 et η > 0. On définit Gη le contour orienté dans le sens trigonométrique

du rectangle du plan complexe défini par

a < Re(λ) < b et |Im(λ)| < η

On définit également Ck, contour de Cauchy autour de k (ne contenant que le pôle k) orienté dans le sens
trigonométrique. L’application du théorème des résidus donne :∫

Gη
eλtκ(λ, θ)dλ =

∑
−k∈N∗,a≤−k≤b

∫
Ck
eλtκ(λ, θ)dλ,

∫
Gη
eλtκ(λ, θ)dλ = −

∫ η

−η
e(a+is)tκ(a+ is, θ)ids+

∫ η

−η
e(b−is)tκ(b− is, θ)ids,

+

∫ b

a

e(s−iη)tκ(s− iη, θ)ds−
∫ b

a

e(s+iη)tκ(s+ iη, θ)ds.

On fait tendre η vers +∞. Comme η 7→ κ(s + iη) ∈ L2(R, Hm(Θ)), les cotés horizontaux ne comptent
pas :

lim
η→+∞

∫ b

a

e(s−iη)tκ(s− iη, θ)ds = lim
η→+∞

∫ b

a

e(s+iη)tκ(s+ iη, θ)ds = 0.

De plus, sur les coté verticaux, les transformées de Mellin inverses apparaissent :

lim
η→+∞

(
−
∫ η

−η
e(a+is)tκ(a+ is, θ)ids+

∫ η

−η
e(b−is)tκ(b− is, θ)ids

)
= 2iπ(−M−1

a (κ) +M−1
b (κ)).

Finalement,

2iπ(−M−1
a (κ) +M−1

b (κ)) =
∑

−k∈N∗,a≤−k≤b

∫
Ck
eλtκ(λ, θ)dλ.

On choisit un contour de Cauchy Ck circulaire centré autour de k de rayon r < 1 : on a la paramétrisation
suivante λ = k + reis, s ∈ [0, 2π[. Dans un voisinage de k (par exemple la boule de centre k et de rayon
r < 1), on a :

κ(λ, θ) = Hk(λ, θ) +

Nk∑
j=1

cj(θ)

(λ− k)j
avec Hk holomorphe.

Donc, ∫
Ck
eλtκ(λ, θ)dλ =

Nk∑
j=1

cj(θ)

∫
Ck

eλt

(λ− k)j
dλ.

Or,

eλt = e(λ−k)tekt,

= ekt
∑
n∈N

(λ− k)ntn

n!
.

Comme on peut intervertir l’intégrale et le signe somme, on a alors :∫
Ck
eλtκ(λ, θ)dλ = ekt

∑
n∈N

tn

n!

∫ 2π

0

reins

rjeijs
rieisds,

= ekt
∑
n∈N

irn+1−jtn

n!

∫ 2π

0

ei(n+1−j)ds,

= 2iπekt
tj+1

(j + 1)!
.
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Donc :

∫
Ck
eλtκ(λ, θ)dλ = 2πi ekt

Nk−1∑
j=0

ck,j+1(θ)

j!
tj


︸ ︷︷ ︸

∈G(Q̃)en repassant aux variables(r,θ)

.

−M−1
a (κ) +M−1

b (κ) = ekt

Nk−1∑
j=0

ck,j+1(θ)

j!
tj

 .

On choisit maintenant a = −j−δ et b = 0.On aM−1
0 (κ) = ũ0 D’après le lemme B.3.14, qj =M−1

−j−δ(κ) ∈
Km
m+j+δ ∀m ∈ N. Finalement, en repassant aux coordonnées (r, θ), on a le résultat souhaité.

– Pour démontrer la seconde partie de la preuve, il faut remarquer que un,p+1 = .un,p − F∗(k̆n,n−p−1
rec ). On

en déduit que

bkn,n−p−1
p = k̆n,n−p−1

p+1︸ ︷︷ ︸
noyau de Mellin

+k̆n,n−p−1
rec ,

= k̆n,n−p−1
var + k̆n−p−1

rec .

B.3.4 Bilan

B.3.4.1 Développement asymptotique des profils intérieurs pour r grand

Proposition B.3.16. Le problème

P


4u = 0 dans Qint ∪Q+ ∪Q−,[
µ ∂u∂n

]
= 0 sur G ∪Gm,

[u] = 0 sur G ∪Gm,
u = 0 sur G−1,

u se comporte comme rn sin(θn) (n ∈ N∗) dans Qint quand r → +∞,

admet une solution dont le développement est le suivant :

χu =
∑

k∈N,n−k≥−P
F∗(k̆n,n−krec ) +

∑
k∈−N∗,k≥−P

F∗(k̆n,n−kvar ) + o(
1

rp
). (B.3.21)

Les termes k̆n,n−krec sont indépendants de p et sont construits par récurrence

{
4̆k̆n,n−qrec,int = 0 dans Q̆int,

k̆n,n−qint = k̆n,n−qrec,± sur Ğ,


∂2
θ k̆
n,n−q
rec,± = −∂2

r k̆
n,n−q+2
rec,± dans Q̆±,

µ±
∂k̆n,n−qrec,±
∂θ =

∂k̆n,n−k+1
rec,int

∂θ sur Ğ±,
k̆n,n−krec,± = 0 sur Ğ−1,±.

B.3.4.2 Détermination des fonctions k̆1,1−p
rec et k̆2,2−p

rec

On pose

C =
1

µ−
− 1

µ+
(B.3.22)
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• n = 1 : {
k̆1,1
rec,int = r sin(θ),

k̆1,1
rec,± = 0,
k̆1,0
rec,int = 1

µ+
+ C θ

π ,

k̆1,0
rec,+ = 1

µ+
(θ + 1) = 1

µ+
(Y + 1),

k̆1,0
rec,− = 1

µ−
(π + 1− θ) = 1

µ−
(Y + 1),

k̆1,−1
rec,int = 1

r

(
−ccp1,−1,1 sin(θ) ln r + ccp1,−1,0(θ)

)
,

avec

{
ccp1,−1,1 = −C2

π2 ,

ccp1,−1,0 = C
µ+π

cos(θ)− 2ccp1,−1,1

∫ θ
0

sin(θ − s) sin(s)ds,

k̆1,−1
rec,+ = C

µ+π
(θ+1)
r = C

µ+π
(Y+1)
r ,

k̆1,−1
rec,− = − C

µ−π
(π+1−θ)

r = − C
µ−π

(Y+1)
r .

• n = 2 : {
k̆2,2
rec,int = r2 sin(2θ),

k̆2,2
rec,± = 0,

k̆2,1
rec,int = r(ccp2,1,1 sin(θ) ln r + ccp2,1,0(θ),

avec


ccp2,1,1 = −2C

Π ,

ccp2,1,0(θ) = 2
µ+

cos(θ)− 2ccp2,1,1

∫ θ

0

sin(θ − s) sin(s)ds,

k̆2,1
rec,+ = 2r

µ+
(θ + 1) = 2r

µ+
(Y + 1),

k̆2,1
rec,− = −2r

µ−
(π + 1− θ) = −2r

µ−
(Y + 1),

k̆2,0
rec,int = p2,0,0(θ) + ln(r)p2,0,1(θ),

avec

 p2,0,0(θ) =
(ccp2,1,0)′(0)

µ+
+ θ

π (
(ccp2,1,0)′(π)

µ−
− (ccp2,1,0)′(0)

µ+
),

p2,0,1(θ) =
ccp2,1,1
µ+
− θccp2,1,1( 1

µ−
+ 1

µ+
),

k̆2,0
rec,+ = θ+1

µ+
(ccp2,1,1 ln r + (ccp2,1,0)′(0)) = Y+1

µ+
(ccp2,1,1 ln r + (ccp2,1,0)′(0)),

k̆2,0
rec,− = θ−π−1

µ−
(−ccp2,1,1 ln r + (ccp2,1,0)′(0)) = −(Y+1)

µ−
(−ccp2,1,1 ln r + (ccp2,1,0)′(0)).

B.4 Développement asymptotique

B.4.1 Ansatz du développement asymptotique

On pense qu’il n’est pas possible de trouver un développement de uδ valable dans tout l’espace. C’est pourquoi
on va distinguer deux zones différentes dans lesquelles on pourra expliciter la forme du développement.

– Zone extérieure : champ lointain

uδ(x, y) =


∑
n∈N

δnuint,n(ln δ, r, θ) y > 0,∑
n∈N

δnU±n (ln δ, x,
y

δ
) y < 0.

(B.4.1)

– Zone intérieure : champ proche

uδ(x, y) =
∑
n∈N

δnun(ln δ,
x

δ
,
y

δ
). (B.4.2)
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B.4.1.1 Développement asymptotique extérieur

Déterminons les équations vérifiées par le développement asymptotique extérieur (dans la suite, on ne mentionne
plus la dépendance en ln δ).

– Hors couches minces (y > 0)

4uint,n =

{
f si n = 0,

0 sinon.
(B.4.3)

– Dans les couches minces (y < 0) {
∂2U±n
∂Y 2 = −∂

2U±int,n−2

∂x2 ,

U±n (x,−1) = 0.
(B.4.4)

– Raccord en y = 0.  uint,n(x, 0) = U±n (x, 0),

µ± ∂U
±
n (x,0)
∂Y =

∂uint,n−1(x,0)
∂y .

(B.4.5)

On a la proposition suivante qui permet d’exprimer de façon explicite les termes U±n
Proposition B.4.1.

1.

∀x 6= 0 U±n (x, Y ) = (Y + 1)
1

µ±
∂uint,n−1(x, 0)

∂y
+ (Y + 1)

∂2

∂x2

∫ 0

−1

U±n−2(x, t) dt

− ∂2

∂x2

∫ Y

−1

(Y − t) U±n−2(x, t) dt. (B.4.6)

2.

∀x 6= 0 uint,n(x, 0) =
1

µ±
∂uint,n−1(x, 0)

∂y
+

∂2

∂x2

∫ 0

−1

U±n−2(x, t)dt

+
∂2

∂x2

∫ 0

−1

t U±n−2(x, t)dt. (B.4.7)

Preuve : il suffit d’intégrer deux fois les équations B.4.4 et d’utiliser les équations de raccords en y = 0 (B.4.5).

∂U±n
∂Y

(x, Y ) =
∂U±n
∂Y

(x, 0)−
∫ 0

Y

∂2U±n
∂Y 2

(x, t) dt,

=
∂U±n
∂Y

(x, 0) +

∫ 0

Y

∂2U±n−2

∂x2
(x, t) dt.

On intègre une nouvelle fois en utilisant cette fois la condition de Dirichlet homogène en Y = −1 :

U±n (x, Y ) = U±n (x,−1) +

∫ Y

−1

∂U±n
∂Y

(x, s) ds,

= (Y + 1)
∂U±n
∂Y

(x, 0) +

∫ Y

−1

∫ 0

s

∂2U±n−2

∂x2
(x, t) dtds.

Or, ∫ Y

−1

∫ 0

s

∂2U±n−2

∂x2
(x, t) dtds =

∫ Y

−1

∫ 0

−1

∂2U±n−2

∂x2
(x, t) dtds−

∫ Y

−1

∫ s

−1

∂2U±n−2

∂x2
(x, t) dtds,

= (Y + 1)

∫ 0

−1

∂2U±n−2

∂x2
(x, t) dt−

∫ Y

−1

(Y − t)∂
2U±n−2

∂x2
(x, t) dt.
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En utilisant la deuxième équation de B.4.5, on obtient alors le résultat souhaité :

U±n (x, Y ) = (Y + 1)
1

µ±
∂un−1(x, 0)

∂y
+ (Y + 1)

∂2

∂x2

∫ 0

−1

U±n−2(x, t) dt

− ∂2

∂x2

∫ Y

−1

(Y − t) U±n−2(x, t) dt.

Pour obtenir la seconde partie de la proposition, il suffit d’utiliser le fait que un(x, 0) = Un(x, 0) et de calculer
Un(x, 0) à l’aide de (B.4.6).

B.4.1.2 Développement asymptotique intérieur



4Un = 0,

Un(X, 0+) = Un(X, 0−),

µ± ∂Un∂Y (X, 0−) = ∂Un
∂Y (X, 0+),

Un(0+, Y ) = Un(0−, Y ),

µ+ ∂Un(0+,Y )
∂X = µ− ∂Un(0−,Y )

∂X

Un(X,−1) = 0.

(B.4.8)

B.4.2 Conditions de raccord

Du fait de la géométrie du problème, le développement des termes Un et un va faire apparaître des puissances
entières de r ou R (r et R sont les coordonnées polaires). Formellement, on a :

Un(R, θ) =

nn∑
k=−∞

RkUn,k, un(r, θ) =

∞∑
k=mn

rkun,k. (B.4.9)

On peut représenter sous forme de graphique les puissances k admissibles (cf. figures B.3).

A l’aide de la figure B.3, on peut voir que les conditions de raccord sont données par

Un+k,k(
r

δ
, θ) = un,k(r, θ), (B.4.10)

Um,k(R, θ) = um−k,k(Rδ, θ). (B.4.11)

On pourrait également représenter schématiquement le raccord des développements dans le plan (Rk,δm) mais on
n’obtiendrait pas d’information supplémentaire. Voici les différentes étapes de la construction du développement
asymptotique :

• Etape 0 : on doit obtenir (u0,0 = U0,0)

• Etape 1 :

• u1,−1 = U0,−1

• U1,1 = u0,1

}
(⇒ U1,0 = u1,0)

• Etape 2 :

• u2,−2 = U0,−2 u2,−1 = U1,−1

• U2,2 = u0,2 U2,1 = u1,1

}
(⇒ U2,0 = u2,0)
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δn

× ×

× × ×

× × × ×

× × × × ×

× × × × × ×n

k

Cn,k =
∂kun−k(R0, θ)

∂rk

1

k!

VkU0

U1

U2

u0u1u2

Figure B.3 – plan (rk,δm)
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B.4.3 Constructions des premiers termes du développement asymptotique

B.4.3.1 Quelques Remarques sur les champs proches

Tout comme dans la partie 2, on introduit le changement de variable Fcl qui transforment les coordonnées
cartésiennes en coordonnées polaires (un peu modifiées) :

(x, y) 7→ Fcl(x, y) = (r, θ), (B.4.12)

avec


(r, θ) sont les coordonnées polaires si θ ∈ [0, π],

r = x θ = Y si θ ∈ [−1, 0],

r = −x θ = π − Y si θ ∈ [π, π + 1].

On définit v̆(r, θ) = v(x, y). Par ailleurs, on définit χ, une fonction de troncature C∞ qui vaut 1 quand r < r0 et
0 si r > r1. On définit alors la transformation F∗cl qui correspond à la transformation réciproque de Fcl tronquée
par χ :

(F∗clv̆)(x) =

{
0 si r ≥ r1,

χ(v̆(Fcl(x))) sinon.

L’espace variationnel associé aux termes de champ lointain intérieurs est

V0 = {v tels que ∇v ∈ L2(Qint),
v

1 + r
∈ L2(Qint), v(x, 0) = 0}.

On introduit également l’espace V0,∗ :

V0,∗ = {v tels que χ(r)v ∈ V, ∀χ}, (χ ∈ C∞ s’annulant dans un voisinage du point (0, 0))

Soit f ∈ F∗cl(Gλ(Q̆)) et g ∈ F∗cl(Gµ(Ğ)). On souhaite savoir quand le problème Pchint suivant admet une solution
appartenant à l’espace variationnel V0.

Pchint
{
4u = f dans Qint,
u(x, 0) = g sur G.

Pour avoir une solution variationnelle, il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées :
– f ∈ L2Qint ⇔ 2λ+ 1 > −1 ⇔ λ > −1 .
– g ∈ H 1

2 (G) : on ne peut en particulier pas avoir de discontinuité en 0. C’est pourquoi µ > 0.
Dans le cas de puissances µ et λ entière, u sera dans l’espace variationnel si µ ≥ 1 et λ ≥ 0.

B.4.3.2 Termes d’ordre 0

On appelle V∗ = {v tels que χ(r)v ∈ V, ∀χ} , χ fonction C∞ s’annulant dans un voisinage du point (0, 0).

• Champ proche : U0 vérifie :

4U0 = 0,

U0(X, 0+) = U0(X, 0−),

µ± ∂U0

∂Y (X, 0−) = ∂U0

∂Y (X, 0+),

U0(0+, Y ) = U0(0−, Y ),

µ+ ∂U0(0+,Y )
∂X = µ− ∂U0(0−,Y )

∂X ,

U0(X,−1) = 0,

U0 se comporte comme C(θ, lnR) quand R→ +∞.

(B.4.13)

D’après la partie 2, le comportement en R0 n’est pas possible. Donc l’unique solution est

U0 = 0.

Remarque : On en déduit immédiatement que un,−n = 0 est nulle pour tout n



B.4. Développement asymptotique 241

• Champ lointain : (u0, U+
0 , U−0 )

D’après la proposition (B.4.6), on a U±0 = 0. De plus u0 vérifie
Chercher u0 ∈ V0,∗

4u0 = f,

u0(x, 0) = 0 ∀x 6= 0,

lim
r→0

u0(r, θ) = 0.

L’unique solution à ce problème est la solution du problème variationnel suivant
Chercher u0 ∈ V0,

4u0 = f,

u0(x, 0) = 0 ∀x ∈ R.

Ainsi le développement de u0 au voisinage du coin est donné par :

χŭ0(r, θ) =


∑
n∈N∗

c0,n sin(nθ)rn dans Q̆int,

0 dans Q̆±,

=
∑
n∈N∗

c0,nk̆
n,n
rec , (B.4.14)

ŭ0,n = c0,n
k̆n,nrec
rn

. (B.4.15)

B.4.3.3 Termes d’ordre 1

• Champ lointain : (u1, U+
1 , U−1 )

– Dans les bandes Q± : en utilisant la proposition B.4.6, on a

U±1 =
(Y + 1)

µ±

∂u0

∂y
(x, 0) ∀x 6= 0.

En passant en coordonnées polaires, on obtient le développement en U±1 pour r petit :
χŬ+

1 = (θ + 1)
∑
n∈N

c0,n+1
n+ 1

µ+
rn =

∑
n∈N

c0,n+1k̆
n+1,n
rec,+ ,

χŬ−1 = (π + 1− θ)
∑
n∈N

c0,n+1
(−1)n(n+ 1)

µ−
rn =

∑
n∈N

c0,n+1k̆
n+1,n
rec,− .

(B.4.16)

Remarque : les termes s’expriment uniquement en fonction de (u0, U+
0 , U−0 ). Il n’y a pas de raccord

avec le champ proche, puisque le seul terme à raccorder est U±−1,1 et il est nul.
– Dans le domaine intérieur Qint. En utilisant la proposition B.4.6, Le terme u1 vérifie :

4u1,int = 0 Dans Qint,

u1,int(x, 0) =

{
1
µ+

∂u0,int

∂y (x, 0) si x > 0
1
µ−

∂u0,int

∂y (x, 0) si x < 0

Le seul terme non variationnel de u1 est un terme d’ordre 0. En effet d’après (B.4.16), les termes
1
µ+

∂u0

∂y (x, 0) et 1
µ−

∂u0

∂y (x, 0) ont un terme d’ordre 0, qui est discontinu au voisinage de (0, 0) puisque
µ+ 6= µ−.

Si on passe formellement aux coordonnées polaires, on a

 4ŭ1,int = 0,

ŭ1,int =
∑
n∈N

c0,n+1k̆
n+1,n
rec,± sur Ğ.
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c’est pourquoi on cherche u1 sous la forme

u1,int = u1,int,var,p +

p∑
k=0

c0,k+1F∗cl(k̆n+1,n
rec,int).

Pour p > 0, u1,int,var,p existe puisqu’il vérifie le problème variationnel suivant :

4u1,int,var,p =

p∑
k=0

c0,k+14(F?cl(k̆n+1,n
rec,int))︸ ︷︷ ︸

à support dans ]0,π[×]r0,r1[

,

u1,var,p = 1
µ+

(1− χ)∂u0

∂y − χ
+∞∑

k=p+1

(k + 1)c0,k+1r
k

 sur G+,

u1,var,p = 1
µ−

(1− χ)∂u0

∂y −
+∞∑

k=p+1

F∗cl((k + 1)(−1)kc0,k+1r
k)

 sur G−,

Comme 4u1,int,var,p et u1,intvar,p s’annulent près du coin (0, 0), on a

χŭ1,var,p =

p∑
1

ccl1,v,p,n sin(nθ)rn + o(rp).

Finalement, le développement de u1 pour r petit et pour tout p > 0 est

χŭ1 =

p∑
n=1

k̆cl1,v,p,n +

p∑
n=0

c0,n+1k̆
n+1,n
rec + o(rp), (B.4.17)

avec

k̆cl1,v,p,n =

{
ccl1,v,p,n sin(nθ)rn dans Q̆int,
0 dans Q̆±,

χŭ1 =

p∑
n=1

ccl1,v,p,nk̆
n,n
rec +

p∑
n=0

c0,n+1k̆
n+1,n
rec + o(rp), (B.4.18)

ŭ1,n =
(c0,n+1k̆

n+1,n
rec + k̆cl1,v,p,n)

rn
. (B.4.19)

Les termes c1,v,p,n sont les termes purement variationnels et ils dépendent de p. En revanche, les termes
(ccl1,n,1 sin(nθ) ln(r) + ccl1,n,0(θ)) sont des termes récurrents (qui proviennent de u0) et il sont choisis
indépendamment de p.

• Détermination du champ proche d’ordre 1 U1

Les conditions de raccord imposent U1,1 = u0,1, c’est à dire U1,1 = c0,1R sin(θ). On peut appliquer
directement le résultat de la partie 2 pour n = 1. Comme on souhaite faire un développement à l’ordre
2, on ne s’intéresse qu’aux termes de U1 en Rα avec α ≥ −1. On obtient donc le développement de U1 à
l’ordre 1 pour R grand :

ξU1(R, θ) = c0,1(k̆1,1
rec + k̆1,0

rec + k̆1,−1
rec + k̆1,−1

var ) + o(
1

R
). (B.4.20)

k̆1,1
rec, k̆1,0

rec et k̆1,−1
rec sont indépendants de p. Par contre k̆1,−1

var est un terme purement variationnel dépendant
de p (que l’on a pris égal à 1). Il ne contient pas de terme logarithmique. Plus précisément, il est de la
forme :

k̆1,−1
var =

{
cCP1,−1,var

R sin(θ) dans Qint
0 dans Q±

= −ccp1,−1,vark̆
−1,−1
rec .

On a

U1,−1 = R(k̆1,−1
var + k̆1,−1

rec ).
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B.4.3.4 Termes d’ordre 2

• Champ lointain : les conditions de raccord imposent

ŭ2,−1(r, θ, ln δ) =
r

δ
(k̆1,−1
var (

r

δ
, θ) + k̆1,−1

rec (
r

δ
, θ)).

On va voir que le terme de k̆1,−1
rec est presque automatiquement ’inclus’ dans le développement asymptotique

extérieur. Par contre, on va devoir prendre en compte le terme issus de la résolution variationnel de U1 à
savoir k̆1,−1

var .
– Champs proches extérieurs : écrivons les équations vérifiées par Ŭ2

± en coordonnées polaires :

∂2
θ Ŭ±2 = 0 dansQ̆±,
∂θŬ±2 = 1

µ±r
∂θu1,int sur G̃±,

Ŭ±2 = 0 sur G̃−1,±,

Ŭ2,± se comporte comme 1
r ( rδ (h1,−1

var,±(
r

δ
, θ)︸ ︷︷ ︸

=0

+h1,−1
rec,±( rδ , θ)).

Comme,

χ
1

rµ+
∂θŭ1,int =

p−1∑
n=0

c1,v,p,n+1
(n+ 1)

µ+
+

p−1∑
n=−1

c0,n+2
1

µ+
∂θk̆

n+2,n+1
rec,int (r, 0),

χ
1

rµ−
∂θŭ1,int =

p−1∑
n=0

c1,v,p,n+1
(−1)n+1(n+ 1)

µ−
+

p−1∑
n=−1

c0,n+2
1

µ−
∂θk̆

n+2,n+1
rec,int (r, π),

on en déduit le développement de Ŭ2,± pour r petit et p donné :

χŬ2,± =

p−1∑
n=0

ccl1,v,p,n+1k̆
n+1,n
rec,± +

p−1∑
n=−1

c0,n+2k̆
n+2,n
rec,+ + o(rp−1).

– Le champ intérieur vérifie alors le problème suivant :
4ŭ2,int = 0 dans Qint,

u2,int = 1
µ±

∂u1,int

∂y =
∑p−1
n=0 c

cl
1,v,p,n+1k̆

n+1,n
rec,± +

∑p−1
n=−1 c0,n+2k̆

n+2,n
rec,+ + o(rp−1),

ŭ2,int se comporte comme 1
r ( rδ (k̆1,−1

var,int(
r
δ , θ) + k̆1,−1

rec,int(
r
δ , θ)).

Mais
1

r
k̆1,−1
rec,int(

r

δ
, θ) = k̆1,−1

rec,int(r, θ)−
1

r
ln δ

C2

π2
sin(θ).

Ce terme fait partie du noyau du problème extérieur. On peut donc chercher u2,int sous la forme forme
d’une somme d’un terme variationnel et d’une somme de termes récurrents :

u2,int = u2,int,var,p + c0,−1(F?cl(
ln δC2

rπ2
sin θ) + F?cl(

ccp1,−1,var

r
sin θ))

+

p−1∑
n=0

ccl1,v,p,n+1F?cl(k̆n+1,n
rec,int) +

p−1∑
n=−1

co,n+2F?cl(k̆n+2,n
rec,int).

On trouve le développement de ŭ2,int pour r grand et p donné :

χŭ2,int = c0,1((
ln δC2

rπ2
sin θ) +

ccp1,−1,var

r
sin θ) + k̆1,1

rec,int(r, θ))

+

p−1∑
n=0

ccl1,v,p,n+1k̆
n+1,n
rec,int +

p−1∑
n=0

c0,n+2k̆
n+2,n
rec,int

+

p−1∑
n=1

ccl2,v,p,n sin(nθ)rn + o(rp−1).
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Voici finalement le développement de u2 près de Gm :

bu2 = c0,1

(
k̆1,−1
rec − k̆−1,−1

rec (
ln δC2

π2
+ ccp1,−1,var)

)
(B.4.21)

+

p−1∑
n=0

ccl1,v,p,n+1k̆
n+1,n
rec +

p−1∑
n=0

c0,n+2k̆
n+2,n
rec

+

p−1∑
n=1

ccl2,v,p,nk̆
n,n
rec + o(rp−1). (B.4.22)

• Champ proche : les équations vérifiées par le champ proche sont



4U2 = 0,

U2(X, 0+) = U2(X, 0−),

µ± ∂U2

∂Y (X, 0−) = ∂U2

∂Y (X, 0+),

U2(0+, Y ) = U2(0−, Y ),

µ+ ∂U2(0+,Y )
∂X = µ− ∂U2(0−,Y )

∂X ,

U2(X,−1) = 0,

Ŭ2 se comporte comme R2Ŭ2,2 +RŬ2,1 quand R tend vers +∞.

(B.4.23)

De plus, les conditions de raccord imposent

Ŭ2,2(R, θ) = ŭ0,2(Rδ, θ) = c0,2
k̆2,2
rec

(δR2)
(Rδ, θ),

Ŭ2,1(R, θ) = ŭ1,1(Rδ, θ) =
c0,2k̆

2,1
rec + k̆cl1,v,p,1
δR

(Rδ, θ).

Or

R2
k̆2,2
rec,int

(δR)2
(Rδ, θ) = k̆2,2

rec,int(R, θ),

R2
k̆2,2
rec,±

(δR)2
(Rδ, θ) = 0 = k̆2,2

rec,±(R, θ),

R(
k̆2,1
rec,±
δR

(Rδ, θ)) = k̆2,1
rec,pm(R, θ) + ln δ R cCP2,2,1 sin(θ),

R(
k̆2,1
rec,int

δR
(Rδ, θ)) = k̆2,1

rec,int(R, θ) + ln δ R cCP2,2,1 sin(θ).

On obtient alors le comportement de Ŭ2 pour R grand :

Ŭ2 = c0,2(k̆2,2
rec + k̆2,1

rec + k̆2,0
rec) + c1,v,p,1(k̆1,1

rec + k̆1,0
rec)

+c0,2(cCP2,1,1 ln δ k̆1,1
rec) + o(R0). (B.4.24)

B.5 Condition Approchée

B.5.1 Validation partielle de la condition approchée d’ordre 1

Soit vδ la solution du problème suivant :{
4vδ = f dansΩ,
vδ(x, 0) + δ

µ±
∂vδ

∂n = 0 sur G.
(B.5.1)
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Ce problème approché ne prend pas en compte les singularités qui apparaissent au niveau de (0, 0) du fait de
la discontinuité de µ.
On cherche le développement raccordé de vδ :

vδ =


∑
n∈N

δnvn(r, θ) loin du point(0, 0),∑
n∈N

δnVn(
r

δ
, θ) autour du point (0, 0).

On souhaite comparer vn avec un (champ lointain du problème exact) ainsi que Vn et Un (champ proche du
problème exact). On obtient :

– v0 = u0 et v1 = u1 mais v2 6= u2.

– V0 = U0 = 0 mais V1 6= U1

On sait qu’au voisinage de (0,0), le champ u0 peut être décomposé en série de Fourier :

u0(r, θ) =
∑
n∈N∗

c0,nr
n sin(nθ)

On sait également que U1 = c0,1U1, dans lequel U1 est le profil exact : U1 vérifie le problème suivant posé dans
la géométrie normalisée (Q1

+ ∪Q1
− est la bande normalisée) :


µ4U1 = 0 dans Qint ∪Q1

+ ∪Q1
−,

[µ∂nU1] = [U1] = 0 sur G1
m ∪G,

U1 ∼ R sin(θ) quand R→ +∞.

On peut montrer que V1 = c0,1V1 où V1 est appelé profil approché :
4V1 = 0,

V1 + 1
µ± ∂nV1 = 0 sur G,

V1 ∼ R sin(θ) quand R→ +∞.
(B.5.2)

On peut montrer le résultat suivant :

Proposition B.5.1.

U1 − V1 ∼
1

R
(L−1(U1)− L−1(V1)) quand R→∞, (B.5.3)

où L−1(U1) = ce−1 sin(θ) et L−1(V1) = ca−1 sin(θ).

De plus on a les estimations d’erreurs suivantes :

‖∇(uδ − vδ)‖L2(Qint) ≤ Cδ, (B.5.4)

‖uδ − vδ‖L2(Qint) ≤ Cδ2, (B.5.5)

∀R0 > 0, ∃ δ0 > 0, ∀δ < δ0, ‖uδ − vδ‖H1(Qint\BR0
) ≤ Cδ2. (B.5.6)

où BR0
= {(x, y) ∈ R2,

√
x2 + y2 ≤ R0} et C est une constante indépendante de δ.

B.5.2 Ajout d’un terme correcteur

Pour obtenir une condition approchée plus précise, l’idée est de corriger vδ par un correcteur Πδ(vδ) pour que
le comportement de ṽδ = vδ + Πδ loin du point (0, 0) soit proche de celui de u0 + δu1 + δ2u2.
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Comme vδ = u0 + δu1 + δ2v2, il suffit de supprimer v2 et de le remplacer par u2 : on sait que u2 − v2 vérifie :
4(u2 − v2) = 0 dans Qint,
u2 − v2 = 0 sur G,

u2 − v2 ∼
1

R
c0,1 (L−1(U1)− L−1(V1)) .

On introduit donc d2 unique solution du problème :
4d2 = 0 dans Qint,
d2 = 0 sur G,

d2 ∼
1

R
(L−1(U1)− L−1(V1)) .

Ainsi, vδ + δ2c0,1d2 se comporte comme u0 + δu1 + δ2u2.
Il faut maintenant estimer c0,1 en fonction de vδ. On remarque que, pour r ≤ R0 donné (il faut se placer en
dehors du support de f pour que la décomposition en série de Fourier soit valide),

r c0,1 =
1

π

∫ π

0

u0(r, θ) sin(rθ)dθ

Or, pour δ assez petit, il existe r? ≤ R0 tel que vδ(r, θ) = u0(r, θ) +O(δ).
Ainsi,

c0,1 =
1

πr?

∫ π

0

vδ(r, θ) sin(rθ)dθ +O(δ).

Finalement on choisit donc
Πδ(vδ) = δ2d2

(
1

πr?

∫ π

0

vδ(r, θ) sin(rθ)dθ

)
.

La fonction ṽδ approche donc bien les trois premiers termes du champs lointain du développement asymptotique
de uδ.

ṽδ = vδ + δ2d2

(
1

πr?

∫ π

0

vδ(r, θ) sin(rθ)dθ

)
.

On a donc bien obtenue la précision souhaitée :

∀R0 > 0, ∃ δ0 > 0, ∀δ < δ0, ‖uδ − ṽδ‖H1(Qint\BR0
) ≤ Cδ3. (B.5.7)

Remarque B.5.2. Cette condition approchée n’est pas vraiment satisfaisante puisqu’elle n’est pas calculée
en une fois : on calcule d’abord vδ que l’on corrige par la suite à l’aide de d. La construction de conditions
approchées d’ordre supérieur reste une problème que l’on ne sait pas traiter.

B.6 Annexe : construction de l’opérateur Neumann To Dirichlet en
champ proche

Soit le problème suivant : 
4U = 0,
∂U
∂Y = g,

U(X,−1) = 0.

(B.6.1)

L’objectif est d’exprimer U(X, 0) en fonction de ∂U
∂Y quand U et g sont des séries formelles.

On suppose que g = Rngn(lnR) et on cherche U sous la forme

U(R, Y ) =
∑
k∈N

Rn−kUn−k(lnR, Y ).
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On a alors,
∂2Un−k
∂Y 2 = −(n− k + 2)(n− k + 1)Un−k+2 − (2n− 2k + 5)∂RUn−k+2 − ∂2

R2Un−k+1,

Un−k(lnR,−1) = 0,
∂Un−k
∂θ = δk0gn(lnR).

(B.6.2)

Famille di

On définit la famille (vi)i∈N 
∂2v0

∂θ2 = 0,

v′0(0) = 1,

v0(−1) = 0,


∂2vi
∂θ2 = −vi−1,

v′i(0) = 0,

vi(−1) = 0.

Expression de Un−k

Soit g appartenant à Plog, on définit l’opérateur Tn−2k par

Tn−2k :


Plog → Plog,

g 7→ Tn−2k(g) =

{
(n− k + 2)(n− k + 1)g + (2n− 2k + 5)∂Rg + ∂2

R2g ∀ k ≥ 1,

g si k = 0,

On montre par récurrence que la solution du problème B.6.2 est à variables séparées et est donnée par{
un(lnR, Y ) = gn(lnR)v0(Y ),

un−2k(lnR, Y ) = ((Tn−2k)(Tn−2k+2) · · · (Tn−2)gn(lnR)) vk(Y ),

Finalement,

U(R, Y ) =
∑
k∈N

1

r2k
(RnTn−2k(Tn−2k+2 · · ·Tn−2Tn(gn)))vk(Y ).

On peut ensuite montrer (par récurrence) le résultat suivant :

Rn (Tn−2k(Tn−2k+2 · · ·Tn−2gn)) = R2k ∂
2kg

∂R2k
(B.6.3)

Finalement,

U(R, 0) =
∑
k∈N

1

r2k
P2kg) (B.6.4)

P2k(g) = R2k ∂
2kg

∂R2k
vk(0) (opérateur homogène)

Opérateur Neumann to Dirichlet

On utilise maintenant les conditions de sauts suivantes :

Uint(X, 0)− U+(X, 0) = 0,

∂Uint(X, 0)

∂Y
− µ± ∂U±(X, 0)

∂Y
= 0.

On passe maintenant aux coordonnées polaires et on obtient les relations suivantes :

Uint(R, 0) +
∑
k inN

1

Rk
P+
k (

1

R

∂Uint(R, 0)

∂θ
) = 0 (B.6.5)

P+
k =

{
0 si k impair,
− 1
µ+
Pk si k pair,

Uint(R, π) +
∑
k inN

1

Rk
P−k (

1

R

∂Uint(R, π)

∂θ
) = 0, (B.6.6)

P−k =

{
0 si k impair,

1
µ−
Pk si k pair.
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Résumé : dans cette thèse, nous nous intéressons à la résolution des équations de Maxwell dans une
structure périodique constituée d’un anneau mince de matériau diélectrique de rayon moyen r∗ à l’intérieur
duquel s’enroulent deux nappes de fils hélicoïdaux. L’épaisseur de l’anneau et la distance entre deux fils
consécutifs sont du même ordre de grandeur δ et nous supposons que δ est bien inférieur à la longueur
d’onde λ de l’onde incidente ainsi qu’au rayon moyen r∗. La présence des deux échelles δ et λ rend les
simulations numériques directes difficiles (il est alors nécessaire de mailler la structure à l’échelle du fil). C’est
pourquoi nous construisons des modèles approchés dans lesquels l’anneau périodique est remplacé par une
condition de transmission posée sur l’interface médiane Γ. La résolution du modèle approché par une méthode
d’éléments finis est bien moins coûteuse que celle du problème exact car il n’y a plus besoin de mailler les
fils. La construction des modèles approchés repose sur un développement asymptotique de la solution en
fonction du petit paramètre δ. Nous utilisons une méthode couplant les techniques d’homogénéisation et des
développements asymptotiques raccordés. Les conditions de transmission approchées se construisent alors à
l’aide du développement asymptotique tronqué. Nous accordons une attention particulière à la stabilisation des
modèles approchés ainsi qu’à leur justification théorique. Enfin, nous validons nos modèles par des simulations
numériques.

Mots clés : développements asymptotiques raccordés, homogénéisation périodique, conditions de transmis-
sion approchées, équations de Maxwell, équation de Helmholtz.

Abstract : This work is dedicated to the study of asymptotic models associated with electromagnetic
waves scattering from a complex periodic ring. This structure is made of a dielectric ring which contains
two layers of wires winding around it. We are interested in situations where both the thickness of the ring
and the distance between two consecutive wires are very small compared to the wavelength λ of the incident
wave and the diameter of the ring. One easily understands that in these cases, numerical computation of the
solution would become prohibitive as the small scale parameter (denoted by δ) goes to 0, since the mesh used
needs to accurately follow the geometry of the heterogeneities. In order to overcome this difficulty, we shall
derive approximate models where the periodic ring is replaced by effective transmission conditions on the
interface Γ. The numerical discretization of approximate problems is expected to be much less expensive than
the exact one, since the mesh no longer needs to be constrained by the small scale. From a technical point
of view, these approximate models are derived from the asymptotic expansion of the solution with respect
to the small parameter δ. Our method mixes matched asymptotic expansions and homogenization. We build
the approximate transmission conditions from the truncated expansion. We pay particular attention to the
stabilization of the effective transmission conditions. Error estimates and numerical simulations are carried out
to validate the accuracy of the models.

Keywords : matched asymptotic expansions, periodic homogenization, approximate transmission conditions,
Maxwell equations, Helmholtz equation.
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