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CHAPITRE 1

Introduction générale

Présentation du probléme

Le laboratoire LETI du CEA-Grenoble s’intéresse a la simulation numérique de la diffraction d’une onde élec-
tromagnétique par la structure complexe présentée sur la figure Cette structure est constituée d’un anneau
fin de diélectrique d’épaisseur §, de rayon moyen r, et de hauteur L., & l'intérieur duquel s’enroulent hélicoi-
dalement deux nappes de fils (dans deux sens différents). Chaque nappe de fils contient N fils réguliérement
espacés suivant la variable angulaire 6 : N est compris entre 300 et 600. La distance entre deux fils consécutifs
(donnée par 277, /N) est du méme ordre de grandeur que I’épaisseur ¢ de Panneau et est bien inférieure au
rayon 7, ainsi qu’a la longueur d’onde A\ de ’onde incidente.

FIGURE 1.1 — Structure périodique

La présence de deux échelles bien distinctes (échelle microscopique § et échelle macroscopique A) rend les
simulations numériques difficiles. En effet, si on veut utiliser la méthode des éléments finis pour réaliser cette
simulation, il faut utiliser un maillage trés fin qui suit la géométrie des fils si bien que la taille du systéme
linéaire & résoudre explose.

Objectif

L’objectif de cette thése est de construire une méthode numérique adaptée a la simulation numérique de la
diffraction par cette structure complexe. Plus précisément, on va chercher a remplacer les deux nappes de fils
par une condition de transmission approchée posée sur l'interface médiane I'. Ce modéle approché, posé sur
un domaine homogéne, permet de calculer précisément la solution loin des deux nappes de fils. La simulation
numérique du modéle approché par une méthode d’éléments finis est bien moins cotiteuse que la simulation du
probléme exact puisqu’il n’est plus nécessaire de mailler ’anneau périodique & I’échelle des fils.

D’un point de vue technique, nous construisons notre condition approchée & l'aide d’un développement
asymptotique du champ électrique en fonction du parameétre §. Ce développement mixte la théorie de
I’homogénéisation périodique et la technique des développements asymptotiques raccordés. Nous obtenons
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ensuite une condition de transmission approchée en tronquant le développement asymptotique & un ordre donné.

Choix de modélisation

Pour comprendre la diffraction par la structure périodique de la figure nous étudions les solutions E? et H
des équations de Maxwell dans R? : le champ électrique E? et le champ magnétique H? satisfont

curl E® —iwpSH® = 0, dans R?,
(1.0.1)
—curl H? — iwe’E? = —-L f  dans R3.

La complexité géométrique de la structure présentée sur la figure [I.]] est prise en compte au travers de la
perméabilité magnétique ;° et la permittivité électrique €®. Ces fonctions prennent des valeurs différentes a
I'intérieur des fils, dans ’anneau de diélectrique et & l'extérieur de I’anneau.

Précisions et hypothéses sur la géométrie

Nous rappelons d’abord que 1’équation d’une hélice circulaire de rayon r, est donnée par
=Ty,
VEe RS O(t) = b + &,
z =1,

ou a et Oy sont des constantes données. Nous faisons I’hypothése que la section des fils reste constante sur chaque
plan z = C et plus précisément nous supposons que nous pouvons exprimer €® a laide d’une fonction eg qui ne
dépend que de deux variables (cf. figurdl.2)) :

€(

5 8 L2) Vr <7y,
e(r,0,2z) =4 ,
0

0=t
€0+ 22) Vr>r,.

1 4

En fait, les valeurs de la fonction €’ a une hauteur z fixée se déduisent de maniére explicite de la fonction €}

FIGURE 1.2 — exemple de fonction €}

(correspondant & €°(r,#,0)) & 'aide d’une rotation. Nous avons séparé le cas r < 7, et r > r, pour prendre
en compte le fait que les deux nappes de fils s’enroulent dans des sens opposés. Remarquons que le cas a = 0
correspond au cas des fils droits. Par ailleurs, comme les fils sont également réguliérement espacés dans la
direction angulaire, il est clair que €} est périodique dans la variable angulaire 6, si bien qu’en fait on va étudier
les cas oil

T — Ty Ty0

1),

e5(r,0) = eo( (1.0.2)



avec

(1.0.3)

N |

eo(v,s) =e(v,s+1) et e(v,s) =1quand |v| >

Finalement

5 EO(r}r*’rga — %) Vr<r,,
€ (r,0,z) = (ot 0 4 azy (1.0.4)
o5, 55 7)) V>

Ainsi € est non seulement périodique dans la variable angulaire # de période ¢ mais également dans la variable
z de période T, = %Z. La méme remarque s’applique bien entendu & 0 :

r—re <0 az
- - — <
//LO( 5 ) 5 5 ) vr = Ty,

uo(r,0,z) = r—r. 0 az y (1.0.5)
pol—5— & +5) Vr>r.
ou
1
wo(v,s) = po(v,s+1) et po(v,s) =1quand |v| > 5 (1.0.6)

Remarque 1.0.1.

— Il faut remarquer que le choix de modélisation est important pour la suite du travail. En
effet, nous allons donc nous intéresser a différents problemes modéles aux difficultés croissantes, dans
lesquels le milieu étudié est périodique dans une direction en 2 dimensions et dans deuz directions en 3
dimensions. Nous allons davantage utiliser la périodicité du milieu plutot que Uhélicité des fils. Pour des
travauz sur les fils hélicoidauz, nous renvoyons le lecteur auzx travauz de R.A. Waldron ([Wal58]) et de
F. Treysseéde ([Tre08] et [Tre07]).

— Nous pouvons également remarquer qu’un anneau périodique constitué d’une nappe de fils hélicoidauz
torsadés (de section droite) ne satisfait pas exactement ’hypotheése : en effet, dans ce cas, il n’y a

pas de fonction €o(v, s) vérifiant (m) telle que €§(r,0) = eo(“5==, %).

— Par ailleurs, on rappelle que l’objectif de notre travail est d’obtenir une condition de transmission pour un
nombre N de fils donné (N compris entre 300 et 600). Pourtant, pour obtenir ce modéle approché, nous
allons construire un développement asymptotique de la solution E° en fonction de § = 2’;\;* , 0 tendant
vers 0. Nous insistons donc sur le fait que le choiz de modélisation et donc l'asymptotique
choisie a une influence sur la condition de transmission obtenue. C’est seulement a posteriori que nous
pouvons vérifier que l'asymptotique choisie correspond bien a la configuration physique que l’on souhaite

simuler numériquement.

Repéres bibliographiques

Il existe de nombreux travaux relatifs & la construction de modéles approchés pour simuler des problémes
contenant plusieurs échelles. Sans étre exhaustif, voici une liste de travaux présentant des similitudes avec le
notre.

— Conditions limites approchées pour la diffraction par un obstacle fortement conducteur : en
1948, M. A. Leontovich ([Leo48|) a établi une condition d’impédance de surface qui lie le champ électrique
et le champ magnétique par un coefficient de type impédance. Des conditions d’ordres élevés sont
aussi proposées par T.B.A. Senior et J.L. Volakis ([SV95]). Dans les travaux précédents, les conditions
limites équivalentes sont dérivées sans la construction préalable d’'un développement asymptotique. Plus
récemment, H. Haddar and P. Joly et H.M. Nguyen (JELINOS|,[HINO05],[DHJ06]) ont obtenu, & partir d’un
développement asymptotique, des conditions limites d’ordres élevés pour la diffraction par un obstacle
régulier fortement conducteur. La construction du développement asymptotique a été étendue au cas
d’un obstacle polyédrique par V.Peron [Per09].
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— Conditions limites approchées pour la diffraction par un obstacle parfaitement conducteur
recouvert d’une couche mince diélectrique : en 1975, R.F.Harrington et J.R.Mautz [HM75] ont
écrit une condition limite équivalente a ’aide d’une représentation intégrale et en faisant des hypothéses
sur la forme des courants, le domaine de validité de leur condition approchée devenant alors assez limité.
Puis, en 1993, B.Engquist et J.C.Nedelec ont construit et justifié une condition limite équivalente a
laide d’une approximation polynomiale de la solution & lintérieur de la couche mince ([EN93|). Par
une méthode différente, consistant & écrire un développement asymptotique de la solution en fonction
de D’épaisseur de la couche mince, A.Bendali et K.Lemrabet ([BL96]) ont retrouvé ces conditions (dans
le cas d’un domaine régulier). Ils ont aussi dérivé une condition d’ordre 3 mais celle-ci s’avére instable.
Cette instabilité a été corrigée par N.Bartoli et A.Bendali (|[BB02]) grace a l'utilisation d’approximations
de Padé. Par ailleurs, G.Caloz, M.Costabel, M.Dauge et G.Vial ([CCDV06]) ont étendu la construction
du développement asymptotique de la solution au cas d’un obstacle polyédrique. Dans ce cas cependant,
il semble difficile d’obtenir des conditions limites d’ordres élevés.

— Conditions limites approchées pour la diffraction par un obstacle rugueux ou un obstacle
parfaitement conducteur recouvert d’une couche mince périodique : les conditions limites
équivalentes modélisant la diffraction par un conducteur recouvert d’une couche mince contenant des
conducteurs parfaits disposés périodiquement ont été introduites en électromagnétisme par M.Artola et
M.Cessenat (JAC91a]-[ACI1D]) et Y.Achdou ([Ach89]). Ce dernier a obtenu une condition limite appro-
chée d’ordre 1 en écrivant un développement asymptotique basé sur les techniques d’homogénéisation
développées par A.Bensoussan, J.L.Lions, G.Papanicolaou et E.Sanchez-Palencia ([BLP7S8]|, [SP85] et
[SP80]). La méthode a ensuite été étendue aux géométries cylindriques pour 1’équation de Helmholtz
par A.Zebic ([Zeb94]) puis aux géométries quelconques par T.Abboud et H. Ammari (JAA96D]). Cette
méthode a également été généralisée au cas d’une couche mince périodique diéléctrique par H.Ammari
et C.Latiri-Grouz (JALG99]) et M. Tlemcani ([T1e09]). Des conditions d’ordres élevés pour les surfaces
périodiques fortement oscillantes ont été développées par A.L.Madureira et F.Valentin ([MV07]) dans le
cas de I’équation de Laplace et par J.R.Poirier, A.Bendali, P.Borderies et S.Tournier ([PBB06|, [PBBT09])
pour ’équation de Helmholtz.

— Conditions de transmission approchées pour la diffraction par des couches minces : le
cas de couches minces homogeénes fortement conductrices a été étudié par K.Schmidt ([SchOg]) : il a
obtenu un développement asymptotique & tout ordre ainsi que des conditions de transmission d’ordres
élevés. Dans le cas des couches minces diélectriques, S.Chun, H.Haddar et J.S.Hesthaven (JCHH]) ont
construit des conditions de transmission approchées d’ordres élevés pour les équations de Maxwell en
régime temporel. En ce qui concerne les couches minces périodiques, D.Drissi ([Dri03]), E.Rohan et
V.Lukes ([RL10]), D.Bresch et V.Milisic ([BM06]) et, plus récemment, I.Ciuperca, M.Jai et C.Poignard
([CIP10],[CTP09al,[CTPO9D]) ont elaboré des conditions de transmission approchées d’ordre 1 et 2 pour
les couches minces périodiques. J.B.Bellet (|[Bell0]) a quant-a lui écrit une condition de transmission
approchée pour la simulation d’une couche mince périodique séparant un milieu homogéne d’un milieu
périodique.

Dans le paragraphe précédent, nous nous sommes peu étendus sur les techniques utilisées. Nous y reviendrons
en détails au cours des différents chapitres de la thése.

Plan de la thése et résultats

Cette thése comporte deux parties principales. Dans une premiére partie, nous étudions un probléme modéle
bi-dimensionnel, qui peut étre vu comme une coupe suivant un plan perpendiculaire & I'axe du cylindre du
probléme complet. Nous nous intéressons a la résolution de ’équation de Helmholtz dans un domaine constitué
d’un anneau diélectrique fin et périodique placé de le vide. Nous commencons par décrire le probléme étudié
(chapitre [2)) puis nous construisons et justifions un développement asymptotique complet de la solution de ce
probléme (chapitre . Nous en déduisons des conditions de transmission approchées (chapitre . Nous prétons
particuliérement attention & la stabilité de ces conditions. Enfin, nous montrons des résultats numériques qui



confirment la précision et la stabilité de nos modeéles (chapitre [5)).

Dans une seconde partie, nous nous intéressons au probléme tri-dimensionnel complet. Pour des questions
techniques, nous présentons d’abord un probléme posé en géométrie cartésienne (on peut imaginer qu’on déplie
lanneau périodique) avec des conditions périodiques sur le bord du domaine (chapitre @ Tout comme en
dimension 2, nous écrivons d’abord un développement asymptotique de la solution (chapitre [7)) puis nous en
déduisons un modeéle approché stable (chapitre . Méme si la démarche globale reste similaire au cas bi-
dimensionnel, les équations de Maxwell rendent les calculs plus techniques et I'analyse plus délicate. Nous
expliquons ensuite formellement comment obtenir un modeéle approché dans le cas d’une géométrie cylindrique
(chapitre E[) et nous terminons cette partie par des résultats numériques qui la aussi confirment efficacité de
notre modele (chapitre [10)).






Premiére partie

Etude d’un cas bi-dimensionnel






CHAPITRE 2

Présentation du cas bi-dimensionnel

Sommaire
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2.1 Présentation du probléme
Soit €2, le disque de centre 0 et de rayon re.
Q:={xeR? x| <r.}.
Nous nous intéressons 4 la résolution du probléme : chercher u® € H'(f) satisfaisant
V(5 'Vul) + w?psu’ = f dans Q, (2.1.1)

et la condition limite
O’ +iwu’ =0 sur 0. (2.1.2)

65_1 et us sont les permittivité et perméabilité du milieu, w est la fréquence et f est un terme source donné.
Soit 7, un réel positif strictement inférieur a r.. On appelle I' le cercle de centre 0 et de rayon 7.
Di={xeR?[x|=r.}. (2.1.3)

Le domaine § est constitué¢ d’un anneau de diélectrique périodique {|r — r.| < §/2} placé dans un milieu ho-
mogene (cf. figure . L’anneau est périodique au sens ot il contient de nombreuses hétérogénéités disposées
périodiquement suivant la variable angulaire 6. Cela signifie en particulier que les fonctions caractéristiques du
milieu 65_1 et ug sont périodiques dans la direction angulaire 6.

.— support de f

o0

FIGURE 2.1 — Domaine 2

Pour définir plus précisément cette périodicité, nous introduisons les variables tangentielle et normale dilatées
scRTetveR

s = 9%* et v=—s (2.1.4)
Nous supposons alors qu’il existe deux fonctions € et p dépendant uniquement des variables dilatées v et s
satisfaisant
e(v,s+1) =¢(v,s), e(v,8) =€ si|v| >3,
et (v 8) _ i : (2.1.5)
/L(I/,S-I—].):/L(I/,S), H’(V’S):MOO S1 |V|>§'
telles que
65(T,9):6(T;T*,9%) et us(r,6) :ﬂ(r‘a”,e%*) Y(r,0) € R* x [0, 2. (2.1.6)

Les fonctions € et p sont bornées inférieurement et supérieurement, c’est a dire qu’il existe une constante
strictement positive « telle que o < e < 1/aet a < p < 1/a.
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(v.5) (r,0)

FIGURE 2.2 — Changement de variables

Remarque 2.1.1. Nous pouvons remarquer que le changement de variables s = 0r, /6, v =r —r./d n’est pas
cartésien. Cela signifie par exemple que si les hétérogénéités sont circulaires a l’échelle microscopique, elles ne
le seront pas a l’échelle macroscopique (cf. figure .

Nous nous intéressons aux situations dans lesquelles le paramétre § est bien inférieur & la longueur d’onde
A= %’“ de I'onde incidente. Enfin, nous faisons I’hypothése que suppf N T = 0.

Nous rappelons par ailleurs que le probléme variationnel associé au probléme (2.1.1)) et (2.1.2) est donné par

chercher w® € H(Q) telle que a’(u®,v) = / fodx Yve HY(Q),
Q
(2.1.7)
<6 _ -1 T B P -
ou a’(u,v) —/ (65 'Vu- Vo — w’psuv) dx + iwey, / ud do.
Q o9

11 est bien connu que ce probléme est bien posé (voir par exemple [CK98|). Par ailleurs, on peut également
montrer une condition de type inf-sup, uniforme par rapport au paramétre 9.

Proposition 2.1.2. [ existe une constante C strictement positive et indépendante de § telle que

6 (0,0
||U6HH1(Q) <C sup M vl e Hl(Q) (2.1.8)
vEH(Q),v#£0 [Vl 1.2

Démonstration. Nous démontrons ce résultat par absurde (voir par exemple le théoréme 2.1 de [HINOH], le
lemme 12.14 de [Tor04] ou le théoréme 1.2.1 de [Cla08] pour des preuves similaires).

Supposons que U'inégalité (|2.1.8) soit fausse. Alors il existe une suite d,, qui tend vers 0 et une suite de fonctions
u, telle que

a’ (un, v)|

[unllmi@) =1 (a) et lim sup =0 (b).

N0 4y e H1(Q),v#£0 ||”||H1(Q)

Comme u,, est bornée dans H;(Q), il existe une fonction u € Hy(£2) et une sous suite (que I'on note aussi uy,)
telles que, u,, converge faiblement vers u dans H'(Q) quand n tend vers 'infini. De plus, comme 2 est borné
alors u,, converge fortement vers u dans L2(f2). Remarquons par ailleurs que, pour tout v € H'(12),

lim ||(egﬂ1 - egol)VvHLz(Q) =0 et

n—+400 Ll)r-")iloo H(N(S" - MOO)U”Lz(Q) =0.

n

En effet €5, et us, tendent presque partout vers € et pioo dans 2. On peut donc montrer que

lim  a® (upn,v) = ao(u,v), (2.1.9)

n—-+4oo

ap(u,v) = / (€X' Vu - Vo — w?pocud) —|—/ HootwuD.
Q SR



12 Chapitre 2. Présentation du cas bi-dimensionnel

En combinant (2.1.9)) et 'hypothése (b), on obtient
ao(u,v) =0 Yv e HY(Q).

ce qui signifie exactement que u est solution de l’équation de Helmholtz homogéne dans ) et satisfait

la condition d’impédance O,u + iwu = 0 sur IQ. Donc u = 0 (voir par exemple [CK98| ou [NédOl1]) et
lim ||un||L2(Q) =0.

n—-+00

De plus, comme u,, est solution de I’equation de Helmholtz,
Va2 < € (10 (uny wn)] + llun 22y ) -
En prenant la limite quand n tend vers 400, on obtient

ce qui contredit ’hypothése (a). O

Remarque 2.1.3. Le cas bidimensionnel étudié correspond au cas 3D dans le cas ou le cylindre est de hauteur
infinie et ou les fils sont droits et paralléles o 'axe du cylindre.

2.2 Objectifs

Nous souhaitons construire un modéle approché dans lequel ’anneau périodique est remplacé par une condition
de transmission posée sur linterface I'. La simulation numérique du modéle approché par une méthode
d’éléments finis sera bien moins cotiteuse que la simulation du probléme exact puisqu’il ne sera plus nécessaire
de mailler 'anneau périodique & 1’échelle §. Pour cela nous écrivons d’abord un développement asymptotique de
la solution en fonction du petit paramétre § (chapitre . Nous en déduisons des problémes approchés stables
et bien posés (chapitre [4]). Enfin nous présentons des résultats numériques dans le chapitre (chapitre [5). Pour
compléter cette premiére partie, on pourra lire 'annexe [A] dans laquelle on étudie le cas ou les hétérogénéités
sont remplacées par des obstacles conducteurs.

Comme nous ’avons déja mentionné, la construction de conditions de transmission ou de conditions limites
approchées pour simuler une couche mince périodique a fait 'objet de nombreux travaux, citons par exemple
[Ach89],JAA9GD], [PBBOG] et [CJP10]. Notre objectif est de compléter les précédents travaux dans deux directions
principales. Tout d’abord nous construisons et justifions un développement de la solution u’ & tout ordre.
D’autre part nous construisons des conditions de transmission équivalentes d’ordres 2 et 3 et nous montrons
que les problémes approchés associés sont bien posés et stables.
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3.1 "Ansatz" du développement asymptotique

Il n'est pas possible d’écrire un développement asymptotique de u’ solution du probléme en
fonction de ¢ uniforme sur tout le domaine €2 : en effet, la solution varie rapidement dans le voisinage de
Ianneau périodique. Il y a en fait un phénoméne de couche limite au niveau de ’anneau périodique. Pour
prendre en compte ce phénoméne nous allons utiliser un développement asymptotique qui mixte des techniques
issues de I’homogénéisation périodique et des développements asymptotiques raccordés.

La technique des développements raccordés consiste a considérer deux zones différentes (une zone de champ
lointain et une zone de champ proche) et a écrire le développement de la solution dans chaque zone (les
développements pouvant étre différents), les deux développements coincidant dans une zone intermédiaire
dite zone de raccord. Cette technique a été développée par Van Dyke ([VD64]) pour étudier des problémes
de perturbations singuliéres en mécanique. Elle a été formalisée et analysée par l’école russe, citons par
exemple [II'92], [Gad03|, [IDZ03] et [MNPOQ]. Plus récemment, cette méthode a été appliquée aux problémes
de propagation d’onde [JT06],[JT08],[CIa08], [JSO8] [BHT™09).

Dans notre cas, nous supposons 'existence du développement suivant :

— Loin de I’anneau périodique nous cherchons un développement de la solution 1’ de la forme suivante :

Z Shut(r,0) 1>y,
A0 =4 " (3.1.1)

Z 0"u, (r,0) 1<K,

neN
ou les champs lointains uf, indépendants de 4, sont définis dans QF (fig. 13.1(a)) :
Q ={xeR x| <r.}, QF:={xeR* r.<[x|<r}.
On appelle u,, : @ — C le champ dont la restriction aux domaines QF est uf

— Au niveau de 'anneau périodique, on doit tenir compte du fait que p et p sont périodiques. C’est pourquoi
Nnous SuUpposons que

W)= " Un(r;”,rgo;o), (3.1.2)

neN

Un(s,v;0) : R x R x R — C périodique de période 1 en s,

Comme les termes de champs proches U, sont périodiques, on peut les identifier a leur restriction au
domaine B*
B*:=Bx|[0,2r] oan B:=]-1/2,1/2[xR (3.1.3)

La cellule de périodicité B est présentée sur la figure [3.1(b)|

Ce type de développement est classique dans la théorie de I’homogénéisation ([AlI02],[BLP7S]). On le
retrouve également lors de I’étude de frontiéres rugueuses par exemple dans [Ach89], [AA9GD|, [Zeb94],
[CTP09a] et [PBBTOY.

— Les deux développements coincident dans deux zones de raccord QXL s €t Qs (fig. [3.1(c)|) définies par :
D5 = {(r,0) eR% = (0) <7 —r <y (9)}
Qs = {(r,0) €R* = (0) < —(r — 1) <" (9)},

ot, T vérifient,

0<n~ <nt, limnpt =0 i 0 _ 3.1.4
n-<nt, lmgT =0, im = Fo0. (3.14)

6—0 )
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Par exemple, on peut prendre 7 (8) = V3 et 77 (§) = 2.

Pour les champs lointains (échelle macroscopique (r,0)), les zones de raccord correspondent & des zones
ou r est proche de r.. Ces méme zones correspondent par contre a des zones ou v est grand (v tend vers
+00) pour les champs proches (échelle microscopique (v, s)). Les conditions de raccord vont donc lier les
comportements de champs proches a l'infini aux comportements des champs lointains au voisinage de I'.

(a) QT et Q™ (b) B (c) zones de raccord

FIGURE 3.1 — Domaine de définition des champs lointains et des champs proches

Remarque 3.1.1. Il existe une alternative a la méthode des développements raccordés, la méthode des dé-
veloppements multi-échelles. En fait, ces deux méthodes sont "équivalentes”. Dans Uarticle [TVDOG), les deux
méthodes sont comparées.

On va maintenant étudier les problémes satisfaits par les termes de champs lointains (section [3.2)) et les termes
de champs proches (section [3.3]). Puis nous en déduirons les conditions de raccord (section [3.4]).

3.2 Termes de champs lointains

3.2.1 Equations satisfaites par les champs lointains

Pour obtenir les équations satisfaites par les champs lointains, il suffit de substituer «° dans (2.1.1) et (2.1.2)
par son développement en champ lointain (3.1.1)), puis de séparer formellement les différentes puissances de 0.
On obtient :
et AuE + Wl psut = £6° dans QF, ( )
3.2.1
Orul +iwul = sur 052,

ot §2 est le symbole de Kronecker (63 = 1 et §° = 0 pour tout entier n # 0). Le systéme (3.2.1)) ne permet pas
de définir u; entiérement : il manque des conditions de transmission entre u; et u;, au niveau de l'interface I'.
Ces informations vont nous étre fournies par les conditions de raccord.

3.2.2 Développement des champs lointains au voisinage de l’interface I"

Nous rappelons que les conditions de raccord font intervenir le comportement des champs lointains au voisinage
de l'interface I'. Aussi, il est intéressant de connaitre et de préciser ce dernier.

Soit
PI=T — Ty (3.2.2)
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En plus d’étre solution du systéme (3.2.1)) nous supposons que les termes de champ lointain u;’ et u, sont trés
réguliers dans un voisinage de T’ (hypothése qui sera vérifiée dans la suite), ce qui nous permet de les exprimer
a l'aide de leur développement de Taylor :

E(re +p,0) Zp un,C ol urilk( )= yaf,f ut(r,, ). (3.2.3)
keN

Comme u satisfait aussi l’equatlon de Helmholtz homogéne prés de la frontiére I', nous allons montrer que le
developpement de Taylor de u ne dépend en fait que des donnees de Cauchy u(r.,0) et d,u(r.,0). Nous
allons aussi donner une expression explicite du développement ({3.2.3]) ne dépendant que de ces deux données.
La preuve de ce résultat est basée sur une décomposition de I’ operateur r?(e} A + w?ps) en fonction de p.

3.2.2.1 Décomposition de 'opérateur r?(e; A + w?p)

A Taide de 'expression du Laplacien en coordonnées polaires on montre que
1A
Au =12 (e 1A + wipo)u = —2 Z i (p0,, Op)u, (3.2.4)
j=0

ou les opérateurs A;(pd,,dy),(j =0---4), sont donnés par
Ao (0, Og)u = r2e [(pa )2 — pap}u
A1(pdy, 0p)u = 1ye [ (pd,)? — pap}u,
Aa(p), 00)u = |ex (pDp)? + L0 + pocts™r?]u, (3:25)
A3(p0,, 09)u = 2w oo 1
Ay(p0,, 09)u = wpisou.

Les opérateurs A;(pd,, dp) sont invariants par le changement de variable v = £. De plus ils sont homogénes au
sens ot si u(p, 0) = pFux (), alors il existe une fonction iy (#) ne dépendant que de 6 telle que Aju = piy(6).
Cette derniére remarque nous incite & introduire les opérateurs A;(k, ) :

C3 (10, 27]) — €3 (]0, 27[),

(3.2.6)

v Aj(k,9p) - v i= p~FA;(pD,, o) {p*v}.
Ces operateurs sont des opérateurs différentiels en 6. Nous remarquons par ailleurs que Ao(k, 0p) = 0( ) =
r2e; ) (k* — k). Ao(k) est donc inversible sauf pour k = 0 ou 1, d’inverse Ag(k) " v(6) = v(0)/ [rZe ! (k* — k)].

3.2.2.2 Comportement des champs lointains au voisinage de l’interface T’

Les opérateurs A;(k) vont nous permettre d’écrire un développement de Taylor des champs lointains
qui tient compte du fait que ceux-ci sont solutions de I’équation de Helmholtz homogéne dans un voisinage de
I'. Nous allons expliquer notre démarche dans le cas ot r > r, mais le développement pour r < r, s’obtient de
maniére analogue.

Commengcons par définir la notion de série asymptotique : pour toute fonction v € H2(Q) et toute suite

(vk)ken dont les termes vy, appartiennent a C3°(]0,27(), on dit que la série Zpkvk(ﬂ), converge au sens des
k>0
séries asymptotiques vers v si

27
Vn > 0,3C, > 0 telle que / Zp v (0 ‘ do < C,p" Vn > 0. (3.2.7)
0
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On dira alors que v admet une série asymptotique et on écrira, :

v="3"ptv.+0(p")
k=0

Considérons maintenant une fonction v € H'(QT) vérifiant e ! Av+w?10ov = 0 dans un voisinage de l'interface
I'. En utilisant les résultats de régularité elliptique (cf [Bre99]), nous savons que v(p, ) admet un développement
de Taylor a tout ordre si bien qu’elle admet une série asymptotique, v = Zk>0 pFup(0). Comme v vérifie
I’équation de Helmholtz homogéne, les fonctions vy ne sont pas indépendantes : en effet, en insérant la série
asymptotique de v dans I’équation de Helmholz décomposée & I'aide des opérateurs A; , on obtient

DD A (o) =

j=0 keN

qui devient, aprés réarrangement des termes de la somme

Zp{ZA —7,09) vk,j(Q)}—O e Z.A k—j,09) - vp—j(0) =0 VE=0

k>0 7=0

Par convention v; = 0 pour j < 0. Remarquons que si les fonctions v (#) et v1(#) sont connues, les équations
précédentes nous permettent de construire de maniére itérative toutes les fonctions v (). En effet, pour k
supérieur a 2, Popérateur Aj est inversible si bien que

= —Ay(k ZA k—75,00) ve_j, YVk=>2 (3.2.8)

Dans ce processus de construction, les deux premiers termes de la série asymptotique vg (), v1(6) jouent le role
de conditions initiales. Noter que ces deux données sont en fait les trace et trace normale de v sur l'interface I :

vo(0) = v| it and v1(0) = 9,0l . (3.2.9)

La construction des termes vy, peut étre formalisée en introduisant (s?) et (si), deux familles d’opérateurs
différentiels en 6. Ces opérateurs sont construits par une procédure itérative qui mime la formule (3.2.8]).

4
s9(09) = —Ao(k) 1Y Aj(k — §,09) - s3_;(0p) k=2

j=1
(3.2.10)
Si(@g) =0 Vk < 0, 81((99) =0, 81(89) =

4
st(99) = —Ao(k) ™1 Aj(k — 5, 09) - sj_;(09) k> 2
J=1

Proposition 3.2.1.
Soit v € H2(Q) une fonction satisfaisant e Av + w?poov = 0 dans un voisinage de T'. La série asymptotique

de v (au sens (3.2.7)) est donnée par
Zp (sk (Do)v|f + s;lc(ﬁg)arvhf) + O(p™) Vn > 0. (3.2.11)

Démonstration. Puisque v est trés réguliére au voisinage de I', v admet une série asymptotique : plus précisément,

v(p,0) = Y pen PPur(0) ou vi(0) = (k!)~'0kv[f . Pour prouver la formule (3.2.11)), il suffit de montrer par
récurrence que vy (9y) = s%(9g)vo + si(Fp)v1. Linitialisation pour k = 0 et k = 1 est immeédiate. Supposons
maintenant que vg(6) = 52(89)1)0 + sjl- (Op)v1 pour tout j < k. En utilisant (3.2.8) on a

k
vk (0) = —Ao(k+1)7" Y Arp1—;(5.0) - (sg(ae)vo(e)ﬂ;(ae)vl(a))
j=k—

i 3
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ce qui prouve exactement (3.2.11)), par définition des opérateurs 59(89) et 3]1 (Op). O

Bien sur, la proposition reste vraie pour des fonctions définies dans Q. En appliquant directement cette
derniére aux termes de champ lointain u,, on obtient une forme explicite du développement de Taylor des champs
lointains

wE(r,0) = 3 (r = )" (@) unlE + 5L @)DualE ) + O(r=7)") . Y00 (3.2.12)
k=0

Notation 3.2.2. On notera désormais s9{v} and sj{v} a la place de s3(9p)v et s;(0p)v. Par ailleurs, pour
toute fonction v € HY(QF) telle que Av € L2(QF), nous définissons ses saut et moyenne ainsi que les saut et
moyenne de sa trace normale par

ol +olp

8Tv|1f + 0pv|p
2 ’ '

[O,v]r = 00| — Opv|f and  (Opv)p = 5

[vr =vff —=vlp, (v)p= (3.2.13)

3.3 Termes de champs proches

3.3.1 Equations satisfaites par les champs proches

Ce paragraphe est consacré a la dérivation formelle des équations satisfaites par termes du développement en
champ proche (3.1.2).

Commencons par introduire une notation utile pour passer des variables microscopiques (v, s) aux variables
macroscopiques (r, ) : pour toute fonction U(v, s 8) dépendant de trois variables, nous définissons la fonction
(U)(r,0) (dépendant de deux variables) par

r—rye 740
6 87

(U)°(r,0) :=U( 0). (3.3.1)

On voit immédiatement que

oU)  1,0U\ ow)? oUu 1, 0U\9
= —| — t = —_— _ .
o i) ¢ w5
Posons UJ = (U,)% et 720 := 1% (V.(€5 ' V) + psw?). En utilisant les régles de dérivation (3.3.2)), on a

(3.3.2)

5
P2AUD = 5% (720 (7 0U) + 0, (0,U) ) )
1 5
+ 5 (r*( 200, (eflﬁyUn) +e'9,U, + 8, (eflagUn) + eflasagUn))

b
+ (6_11/8,,Un + 129, (e_lﬁyUn) + e_lagUn + 72 wQUn)
b
+ 4 (QV’I“*MOJQUn)

+ 62 (V2,u w2Un)2.

Par ailleurs u’ satisfait 1’équation de Helmholtz homogéne au voisinage de T, si bien qu’en substituant u® par
son développement en champ proche (3.1.2), on a

> 6 rPAUD =0,
neN

qui devient, en utilisant la formule précédente et en séparant formellement les différentes puissances de 4§,

4
V2 Ag(0,,05) Up = =12 Y 1/ A; U, inR? x [0, 2n]. (3.3.3)
j=1
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Par convention, U,, = 0 si n < 0. L’opérateur différentiel Ag = Ag(d,,ds) est défini par
Ao(8y,8,)U = r2y2( 8, (e710,U) + 05(e~18,U) ) (3.3.4)

Noter que 'opérateur Ag est indépendant de 6. Cette propriété jouera un role important lors de la construction
des termes de champ proche. Les autres opérateurs A;,1 < j < 4 sont également des opérateurs différentiels en
(v,s,0) et sont définis par

. ) A[lolU = 2r, V&V( Lvo, U) —re tvd,U
AU =AU + AY (9U)  with
A[ll]U =T, 33(671U) +evr, 0,0,

AP = v8, (e v, U) + wpurU, (3.3.5)
AU = ADU + APV (93U)  with
A[QQ]U = eilU,

AU = 2w ur, U,
AU = w?uU.

Remarque. [l est intéressant de remarquer que, pour toute fonction U(v,s,0) = U(v,0) indépendante de S
A0y, 0s,00)U = Ak (0y,09)U pour k=0,...,4 et |v| > 1/2.

L’équation ([3.3.3]) est complétée par des conditions limites périodiques
Un(v,s+1;0) = U, (v, s;0). (3.3.6)

Tout comme pour les champs lointains les équations (3.3.3) et (3.3.6) ne permettent pas de définir entiérement
les champs proches. Par exemple, la fonction constante est périodique et satisfait - pour n = 0. Tout
comme dans le cas des champs lointains, les informations manquantes proviendront des conditions de raccord.

3.3.2 Comportement des champs proches a l’infini

Comme nous l'avons déja mentionné, les conditions de raccord font intervenir les comportements a linfini
des champs proches. Nous allons voir que les équations (3.3.3) nous donnent déja des informations sur ces
comportements.

3.3.2.1 Définitions et notations

Tout d’abord, nous faisons I’hypothése standard que les champs proches U, ne sont pas exponentiellement
croissants quand v tend vers +oo. Cela nous incite a chercher U, (., .;#) dans D'espace V1 (B)

Vi(B) = {U € H (R?) ||UH§,IC Z / 1890°U (v, s)|2e” "V dvds < +00 ( |
a+B<1 3.3.7

et Uy, —1/2) = U(r,1/2) }

On introduit également V! (B),

VL(B) = { UeHLRY) | UG = > / |0285U (v, s)|?el’ldvds < 400
a+8<1 (3.3.8)

et Uy, —1/2) = U(r,1/2) }

Les espaces Vi (B) et VL (B) munis de la norme || [ly% sont des espaces de Banach et on a VL(B) c VL(B).

Les fonctions de V1 (B) sont évanescentes quand v tend vers +oo.

Par ailleurs, on définit la propriété P> :
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Définition 3.3.1. Soit U une fonction de Vi (B). On dit que U satisfait la propriété P>, ’il existe deux suites
de polynomes ((p¢(v)*)eez) telles que

U=pgv)+ Z pj(u)e_zﬂw‘”ezmes Yv > 2,
7)00 Lel* ]
U=p, )+ Z pf(u)e%‘e‘”em”es Vv < —2.
L€z

Pour tout U satisfaisant P> on définit £ (U) et £F(U)
GU) =p5(0), & (U):=(p5)(0),
ainsi que les moyennes et sauts de £,(U) et £y(U) :

. _
%(12 W) +£5(U), [6U)] = 65(U) =65 (U), (3.3.9)
2

(O +5U), [(U)] =6(U) = £5 (V).
Remarque. Si U(.,.;0) vérifie la propriété P> pour tout § € [0,27], on définit £=(U)(0) et £E(U)(0) par
G O)O0) = U(50),  (U) = (U 50))-

De méme

Enfin, on pose

BT :={(v,s) €]2, +o0[x] —1/2,1/2[}, B~ = {(v,5) €] — 00, —2[x] — 1/2,1/2[} . (3.3.10)

3.3.2.2 Développement en séries de Fourier des champs proches

Pour comprendre le comportement des champs proches U, pour v grand, nous allons les décomposer en série
de Fourier.

(v,80) =Y Upo(v;0) ™. (3.3.11)
LeZ

Nous allons exprimer U, ¢ uniquement dans les zones ou p et u sont constants, c’est & dire quand |v| > 1/2.
Quand on substitue U,, par son développement en série de Fourier ([3.3.11)) dans les équations (3.3.3)), on obtient

A07g Umg = —Z/ALg Un—l,é - I/2A27g Un_g,( — I/3A3,g Un_g,[ — 1/4A4,[ Un_4,[, V |I/| > VE S Z (3312)
ou
Ao U = 126 ( 92U — (216)2U ) (3.3.13)

et,
A[10]£U =r.ess ((19,)°U — v, U)
AU = A U+A1e(89U) with
A[ll}eU = 2ure M (2iml)U,

A[20][U _1(1/8 ) —|—w2/Jzoo7ﬂEU7 (3314)
Ag U = A[]U+A2€(80 ) with
AU = U,

As U = 202 oo U,
AU = w? oo U.

Remarque 3.3.2. Remarquons que pour 0 < j <4 A; o= Aj, ot les opérateurs A; définis par sont les
opérateurs intervenant dans le développement de Taylor des champs lointains.
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Comme nous le verrons dans la suite, pour ¢ # 0, ’expression explicite des opérateurs n’est pas trés importante.
Nous allons plutoét nous intéresser a leur action sur certains espaces de fonctions. En particulier nous introduisons
Pj; I'espace des polynomes de la variable v dont les coefficients appartiennent a C3°(]0, 27]) :

k

pEPL = p0)=> p;(0)r), p;eCF(0,2n). (3.3.15)
7=0

De méme on appelle e Py, 'espace des fonctions de Py, multipliées par e=*”. On peut alors montrer facilement
les trois propriétés suivantes qui nous seront utiles pour établir le principale résultat de ce paragraphe, a savoir

la proposition [3.3.3] :
Py~ Pour tout £ # 0, 'image de 'espace eT2™® P}, par opérateur A; ¢ est incluse dans I'espace e ™2™ Py ;.
P,- Soit U(v, s) € V. (B). Pour tout £ # 0, si Ag¢ U appartient a eF2mv Py alors U appartient a e T2 Py 4
Pg— ke’l"(AO’()) = {171/}.

On peut maintenant déduire le comportement des champs proches pour v grand :

Proposition 3.3.3. Il existe pt(v;0) € P, et, pour tout £ # 0 pie(y; 0) € Pa,, tels que

Un(v,s;0) = pE(v;0) + Z pig(u;ﬁ) e T2ty 2imls |y > 1/2 (3.3.16)
Lez\{0}

si bien que les champs proches U, satisfont la propriété P>°. De plus,

n+1

pEs0) = > v (sp{eE Ua )} + st {6 U} ). (3.3.17)

On rappelle que les opérateurs s?, sk sont définis par [3.2.10} et que la propriété P> et les formes linéaires ¢
et £F sont définies dans la définition

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence. On distingue le cas £ # 0 du cas £ = 0.

e /(#£0:
— Initialisation pour n = 0. Quand n = 0, I’équation (3.3.12)) devient
0?Uo e 9 9
52 -4 Upe =0 VEv>1/2.

Comme Uj n’est pas exponentiellement croissante (Uy € C*(]0, QW[aV.l;. (B))), on a
Vv >1/2, Uyy :paw) T2y ¢ F2mlly p

—2m|¢]|

— Supposons que pour tout k < n, Uy, appartienne a Poge vl quand |v| > 1/2. Alors, en utilisant la

propriété Py,
Var >1/2, A1gUn 10+ AopUp o+ AsgUn 34+ AsgUp_gp € T2V Py,

si bien que d’apreés la propriété P», U, ¢ appartient a eF2mltlv Py quand lv| > 1/2.

e/=0:
— Initialisation pour n = 0. Pour n = 0 et [ = 0, I’équation (3.3.12)) devient
Vv >1/2 ~ =0
v /% ov? ’

si bien que U, = Uy o = po(v, 0) € Py. Les formules (3.3.16) et (3.3.17)) sont donc vérifices pour n = 0.
0,0 ;
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— Supposons maintenant que la formule (3.3.17]) soit vraie pour tout & < n. Pour alléger les notations, posons

szt,o = €§(Uq) and cfﬁl = Ef(Uq), q = 0...n — 1. En utilisant 'hypothése de récurrence et la remarque

4 4 4
Z l/kAhoUn_k = Z VkAk70pn_k Z l/k.Akpf_k (3318)
k=1 k=1 k=1

Puis, on réarrange les termes de la somme en utilisant les définitions des opérateurs Ay et si (3.2.443.2.5
3.2.10) :

4 4 n+l-k
Z VkAk,oU,jf_k = Z Z v A1 (52 {C'r:f—k:—qﬁ} + 5(11 {cj;_l_k_q,l}) ,
k=1 k=1 ¢q=0
4 n+1
- Z Z VIAk(g =k, ) (sgfk {Cf—q,o} + Séfk {cf-‘rl—q,l}) ) (¢+k—q)
k=1 q=k
n+1 4
= Z vIAy(q =k, ) (8249 {Cf—q,o} + Séfk {cf-‘rl—qﬂ}) )
q=1 k=1
n+1
= v1Ao(q) (591 {Cffq,o} + 5(11 {Cf+1fq,1}) ; (3.3.19)
q=2
n+1
= Aooby (11,0) oupr(v,0) =" Vq( et ot + st 1) ) (3.3.20)
q=2

P satisfait bien I'équation |3.3.12] : Ag opit (v, 0) = Zi:l ukAk,OUf_k. D’apres la propriété Ps, U, o sera
de la forme

Un,O = pﬁm(yv 0) + Cio + Cily7

ce qui termine la preuve.

3.4 Conditions de raccord

Une nouvelle fois, nous insistons sur le caractére formel de cette étape. Cette derniére sera justifiée a posteriori
par D'analyse d’erreur (section [3.9). Les conditions de raccord traduisent de maniére condensée le fait que les
développements de champ proche et de champ lointain coincident dans les zones de raccord. Plus précisément,
le développement du champ proche quand v tend vers oo doit coincider avec le développement du
champ lointain au voisinage de I'. Or en utilisant la proposition et en ne prenant en compte que
le comportement polynomial des champs proches, on a d’une part

—+oo “+o00 n+1
Z 5nUn(V7 S, 9) = Z o Z Vk( 52{ éJDr(Un—k) } + Sllc{ g;lk(Un+l—k) } )
n=0 n=0 k=0
“+o00 n+1 P k
~ Sy (5) ( LU i)} + sE{ 6 (Uni1x) } )
n=0 k=0
+oo +oo

12

> ch"pk(sﬁ{@wn)}+sk{£3(Un+1>})- (3.4.1)

n=—1k=0
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et d’autre part,

+oo +oo +oo
Z " un(p, ) ~ Z Z 6”pk< sH{un |t} + sp{0vunli} ) (3.4.2)
n—=0 n=—1k=0

Par convention u_; = 0. Il est facile de voir que les développements (3.4.1)) et (3.4.2)) coincident si ¢ (U,) = u,|{+
and £ (Uy,) = Orun—1]f ¥n = 0. On obtient bien sur les mémes conditions pour v — —oco et p — 0_, Finalement
les conditions de raccord sont données par

(EU) = unlE et (5 (U) = Oruna|E ¥n>0. (3.4.3)

On peut aussi écrire les conditions de raccord uniquement en fonction des moyennes et de sauts des champs
proches et champs lointains :

[un]r = [€o(Un)], [Ortin_1]r = [£x(Un)]
vn >0, (3.4.4)

{(6o(Un)) = (un)p, (€(Un)) = (Orttn-1)p -

C’est sous cette derniére forme que nous utiliserons les conditions de raccord dans la suite de notre analyse.
Noter que ces conditions prennent la forme de conditions de transmission.

Remarque 3.4.1. Les conditions de raccord sont équivalentes aux conditions suivantes : le comportement
polynomial des champs proches est donné par

n ok okt (15, 0)
pE(v:0) Z e (3.4.5)

3.5 Cadre fonctionnel pour la résolution des problémes de champs
proches

3.5.1 Cadre variationnel pour la résolution des probléme de champs proches
A 0 fixé, les problémes de champs proches sont du type, chercher U € V! (B) vérifiant
div (e 'VU) = F dans D'(R?), (3.5.1)

ou
F=V-g—f (f,gc€ lOC(RQ) X Lloc(RQ)27 (f,g) 1-périodiques en s. (3.5.2)

Dans un premier temps, on cherche un cadre variationnel adapté a la résolution du probléme (3.5.1)). On introduit
'espace & poids W(B)

U 1 1
wWYB):={U e H..(B), ——— € L*(B),U(v,=) =U(v,—=) }, 3.5.3
(B) = {U € Hyl B), oy € P2(B). Ul 5) = Ul =) } (353)
muni du produit scalaire o
— vuv
1= . Y . 5.4
(U, V)w /BVU VVdsdv + /BlJrVQ ds dv (3.5.4)

On remarque que la fonction constante appartient & W1(B). On définit aussi le sous espace fermé de W(B)
Wy (B 7{U€W / U+/ U=0} avec 'y :={+{2}x] —1/2,1/2[}. (3.5.5)
r+ -
Par l'inégalité de Hardy ([HLP88|, [Bre99]), la semi-norme

Ul = (/B |VU|? ds dy)E (3.5.6)
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est une norme sur Wg(B), équivalente a la norme W(B). Nous allons chercher la solution U telle que sa
restriction & la cellule périodique B appartienne & l'espace W (B). Pour espérer obtenir I'existence d’une
solution, il faut faire une hypothése supplémentaire sur le second membre :

((1 4 2)i f,g) € L2(R?) x L2(R?)?, (3.5.7)
On peut alors montrer le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Proposition 3.5.1. Supposons que f et g satisfont Uhypothése (3.5.7). Alors, le probleme admet une
unique solution dans Wi (B) si et seulement si la condition de compatibilité suivante est satisfaite :

(Fo1)p o= — /B fdsdv =0, (3.5.5)

Démonstration. On note H{(R?), 'ensemble des fonctions de H'(R) & support compact. On définit aussi
Hy(B) = {V € Hy, (B) | V(r,1/2) = V(v,=1/2) }, H,..(B) := Hyy(B) N H'(B) et enfin H; ..(B) le

sous espace de B) constitué des fonctions & support compact dans B.

per(

Soit U € V! (B) N W (B) satisfaisant le probleme (3.5.1)). Il est clair que

/vu%:/ g-W+/ %, Vee HNR?) (3.5.9)
R2 R2 R2

On introduit 'opérateur S
(RQ) — H per(B),

c,per

o Sy ZQD (v, s +i (3.5.10)
€L

On peut réécrire (3.5.9)) (de maniére équivalente) a 'aide de 'opérateur S (S commute avec lopérateur V) :

/VU'VS(QD)Z/ g-VS(p) / f-S(p), Veec HLR?). (3.5.11)
B
Or, l'opérateur S est surjectif. Donc,
/VUVTD:/ g~vTa+/ [ VeeH!,.,(B). (3.5.12)
B R2 R2
Comme de plus H} ,.,.(B) est dense dans W'(B) ([Ben07]),
/qu:/ g-VT)Jr/ {2, VYoeWi(B). (3.5.13)
B R2 R?
En particulier,
/vu%:/ g'vaJr/ %, YeeWy(B). (3.5.14)
B R2 R2

Toute solution U € Wi (B) du probléme (3.5.1) est solution du probléme (3.5.14). Or ce probléme admet une
unique solution (Lax-Milgram).

Réciproquement, soit U 1'unique fonction de W (B) satisfaisant (3.5.14). Nous allons montrer que U satisfait

(3.5.1]). Tout d’abord, d’aprés la condition de compatibilité (3.5.8), I’équation (3.5.14) reste vraie pour toute
fonction p € W1(B) : en effet, toute fonction ¢ € W (B) peut s’écrire sous la forme

p=¢+c, avecc:/ cp—l—/ o, et pe WH(B).
r+ -
Soit ¢ € D(R?). Alors, comme S(¢) appartient & W!(B), on a

/BVU-W:/ g-VS(p) /f S(p), Ve e HYR?).
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Or on a vu que I’équation précédente est en fait équivalente a

VU-Wz/ g-%—k/ f-@, VeocDRY.
R2 R2

R2

Cela signifie exactement que div (e 7!'VU) = divg — f dans D'(R?) et donc que U est solution du probléme
B51). 0

Remarque 3.5.2. On déduit de la proposition que le noyau du probléeme réduit a l’espace W1(B)
est un espace de dimension 1, constitué des fonctions constantes.

On peut préciser la proposition quand g et f satisfont la propriété P, :

Proposition 3.5.3. Plagons nous sous les hypothéses de la proposition [3.5.] et supposons que f et g appar-
tiennent a C(B7T), satisfont la propriété P> et vérifient

/ FPel < too, / lgPe < too,
B B

Alors, U satisfait P> et de plus il existe une constante a € C et deuz fonctions wt € VL (B¥T) telles que
U=+a+wt.

La preuve de cette proposition repose sur le résultat classique (voir par exemple [F1i09]), démontré en annexe

B.I0.1

Proposition 3.5.4. Posons BT = {(v,s) € RT x| —1/2,1/2[}. Soit f € L*(BT)NVT(BT)NC>®(B*) satisfaisant
la propriété P>, et soit u une fonction de WY (B+)NC>®(B*) vérifiant

AU = f dans BT

(3.5.15)
92(0,5) =0
Alors U satisfait la propriété P> et il existe une constante a et une fonction w € VI (B*) telles que
U=a+w dans BT (i.e pourv > 2) (3.5.16)
1/2
De plus, pour tout v > 2, / w(v, s)ds = 0.
—1/2

Démonstration. (Proposition [3.5.3)) Soit x* une fonction de troncature définie sur R™ et a valeur dans [0, 1]
telle que

1 siv>2,
xt(v) = (3.5.17)
0 siv<l.

Posons Ut = X" ()U. AU appartient a L2(B1) N VL (B1) N C>®(BT) et vérifie ,U(0,s) = 0. D’aprés la

proposition U (et donc U) satisfait la propriété P>°. De plus il existe une constante a™ et une fonction
1/2

wt € VL(BT) qui vérifie / wt (v, s)ds = 0 pour tout v > 2 telles que
~1/2
U=U=a"+w" dans BT.

at et w' sont indépendants de la fonction y. De méme, il existe une constante a~ et une fonction w= € V (B™)

1/2
qui vérifie / w™ (v, 8)ds = 0 pour tout v < —2 telles que
—1/2

U=a +w~ dans B™.

Comme U € W (B), alors fr+ U+ fr— U = 0. Donc a~ = —a™ ce qui termine la preuve. Remarquons que si U
appartient a W*(B) et satisfait P>°, alors 2((,(U)) = [, U+ [ U. O
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3.5.2 Caractérisation du noyau des problémes de champs proches

On a trouvé un cadre variationnel pour lequel le probléme (3.5.1)) est bien posé. Par contre, ce méme probléme
est mal posé dans V! (B) : en effet la fonction constante 1 appartient a V! (B) et est solution de (3.5.1). De
méme quand e~ = 1, la fonction v appartient a VL(B) et est solution de . L’objectif de cette partie est
de caractériser le noyau N du probléme (3.5.1) :

N :={U € H,,.(R*),Ujp € VL(B),div(e 'VU) =0 dans D'(R?)}. (3.5.18)
Proposition 3.5.5. Il existe une unique fonction N' € N telle que

|IN(v,s) —v] est bornée dans B, (3.5.19)

Nds+ [ Nds=0. (3.5.20)
T r_

De plus N satisfait la propriété P> et il existe une constante No et deuz fonctions w* € VL (BT) telles que
N =£Ny +wt VEv>2
Enfin
N = span{1,N}. (3.5.21)

Démonstration.
Existence et unicité de N/

— Unicité : soient N7 et My deux fonctions de N vérifiant (3.5.19) et (3.5.20). Posons D = N} — Ns.
Remarquons d’abord que D est bornée :

D] =[N = No| S Vi —v|[+ v =N < C (3.5.22)

Donc, comme par hypothése D € Vi_ (B), D appartient & W!(B). Comme de plus

/ D+ [ D=0,
T+ -

Alors D € W{(B) et D € N. La proposition montre que D = 0.
— Existence : soit A/ 'unique solution appartenant & Wi (B) du probléme

9! — (€o0) ™)

div (671VA~/) =— E» dans D’'(R?).
(Ce probléme entre dans le cadre d’application de la proposition [3.5.1] : il suffit de prendre f = 0 et
g = (et — (€)1, 0)). Il est clair que v + A appartient & N et vérifie les conditions ([3.5.19) et (3.5.20)

si bien que 'unicité donne

N = ./\~/'—|— V.
Comportement a ’infini de N

D’aprés la proposition m il existe une constante N, et deux fonctions w € V! (B*) telles que

1/2

N = 4N, +wF avec/ wE(v,s)ds =0 Y+v>2,
—1/2
si bien que
1/2
N =2+No + v+ avec/ wE(v,8)ds =0 YV+v>2.
—1/2

Caractérisation du noyau N
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Soit U une fonction du noyau N. En écrivant la décomposition de U en série de Fourier, on obtient le compor-
tement de U pour v > 1/2

1 .
V+v> X U=a*+bvrv+ Z afe2mlllvig2inls, (3.5.23)
LeZ*
De plus, comme div (6_1VU) =0, alors b* = b~ : en effet, pour tout v > 1/2,
1/2 v 12
bt —b :/ o,U(v,s) — 0,U(v,s)ds = / / div (e7'VU) = 0.

—1/2 —1/2

Soit U = U — bN. Nous allons montrer que U € W'(B) : posons V(v,s) = > ez aFe2mllvig2ints - Qoit
vg >1/2. Comme U € VL (B),

1/2
o, S s = a, |“e < 400.
174 2d th —4r|l|vo
—1/2 ez

Par ailleurs, pour tout v > vy,

1/2
/ Vi, s)Pds = 3 |aEf2etmliv,

—1/2 eez”
— § : |azt‘26—47r|l\1/06—47r\l|(u—1/0)7

LeL™
< Ce—47r(11—1/0) E |a2|:|26—471'|l|1/07

LeZ*

1/2
< 06_4”(”_”")/ |V (vo, s)|ds,
—1/2

ce qui prouve que V est exponentiellement décroissante et donc que U est bornée. Comme de plus U appartient
aVi(B) alors U € W!(B). Donc U est dans le noyau du probléme (3.5.1)) réduit & W (B), si bien qu’en utilisant
la remarque U est constante. On a donc montré que pour tout U € N, il existe deux constantes a et b
telles que U = a + bN. O

Remarque 3.5.6. [] est intéressant de remarquer que

((1)) =0, [6M]=0, (LA)=1 e [L1)]=0 (3.5.24)
(V) =1, (6] =0, (L)) =0 e [LU)]#0 (aprior). -

3.5.3 Un résultat général d’existence et d’unicité

Si le probléme ({3.5.1)) admet des solutions, elles sont définies aux deux fonctions du noyau prés. Pour obtenir
I'unicité, il faut donc fixer les deux fonctions du noyau. En fait, si le second membre vérifie la propriété P>, on
va voir qu’il est possible de fixer ces deux fonctions en imposant (¢, (U)) et (4x(U)) (cf. (3.5.24)).

Proposition 3.5.7. Soient (o, 3) € C?, et (f,g) € L} (R?) x (L7,
telles que
- f e C®(Bn{lv| >1/2}) satisfait la propriété P> et il existe deur polynémes p? et deux fonctions
w% € VL (B*) tels que

(R%))2 deuz fonctions 1-périodiques en s

1/2
f= p% + w]jf dans BT avec / w}ﬂf(u, s)ds =0 pour tout £v > 2.
~1/2
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— g € (C®(Bn{lv| >1/2}))? satisfait la propriété P> et il existe deux polyndmes p_f]t et deux fonctions
wE € VL(B*)? tels que
1/2
g = p;t +wt dans BT avec / wi(v,s)ds =0 pour tout +v > 2.

g g
—1/2

Alors le probleme, chercher U € V! (B) satisfaisant

div(e7'VU) = divg — f dans D' (R?), (a)

Uo(U)) = a, (b) (3.5.25)
(tn(U)) = B (c)
admet une unique solution qui dépend continiiment des données :
100 gy < Ol 3y + lal + 18] (3.5.26)
De plus U satisfait la propriété P> et il existe deux polynémes p$ et deux fonctions wﬁ € VL (B?*) tels
que
1/2
U =pit +wt dans BE, avec / wE(v,s)ds =0 Y+v>2. (3.5.27)
—-1/2
Démonstration.
Unicité

Soit U solution du probléme (3.5.25) avec « = 8 = 0, f = 0, g = 0. Alors, U € N si bien que d’aprés la
proposition U=a+bN. Or,
(to(U)) = a+b{l(N)).

Donc a = 0. De méme,

si bien b = 0 et donc U = 0.

Existence

On va maintenant construire une solution du probléme (3.5.25)). L’idée principale de la preuve consiste a
construire U comme la somme d’une fonction U appartenant a W¢(B), d'une fonction P polynomiale quand
v > 2 (qui prendra en compte le comportement ’extra-variationnel’ de U) et enfin d’une combinaison linéaire
des deux fonctions du noyau N. Remarquons d’abord qu’il existe deux polynoémes pf- et deux fonctions expo-
nentiellement décroissantes wE € VL (B*) tels que

1/2
divg — f zpi- —l—w%— avec /1/211)?_-(1/,5)(13 =0 V+v>2
Soient PT et P~ les uniques polynémes satisfaisant
(PE)" =p%, PE(0) = (P)(0) =0. (3.5.28)

On définit la fonction P;
P1=x"(w)PT +x"(v)P™

ot x* est la fonction de troncature introduite en (3.5.17) et x~(v) = x*(—v). Remarquons que /5 (P;) =
(£ (Py) = 0. )
Posons F; = divg — f — div (e 'VPy). Fi = divg + f avec

= 1-xNg+(1-x)g.
xT(divg — f) +x (divg — f) —div (e 'VP) +g-Vx  +g-Vx~

+1=xT)f+(1—x)e

sy R
Il
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g appartient a L?(B) et est a support compact si bien que g € V! (B¥) et satisfait la propriété P>°. De méme,
par construction f appartient a V! (BT) et satisfait la propriété P>. Cependant, en général,

<]:151> 7&07

ce qui ne nous permet pas de construire directement U comme l'unique solution appartenant a W¢(B) du
probléme div (E_IU ) = Fi1. Clest & ce niveau qu’intervient le comportement polynomial de degré 1. Posons
X = X + x~. Remarquons que la fonction x|v| appartient & Cper(B) et est polynomiale pour v > 2 (et donc
satisfait la propriété P>°). De plus,

{Eo(xv)) = o (XDl = (I (xIv])) = 0, [Eu(x[v])] = 2 et /Bdiv ('Y (xlvD) = 2¢-

De plus div (e7*V (x|v|)) appartient a L?(B) est a support compact. Puisque (F; — %= (F1,1) (x|v]),1) = 0,
on peut par contre maintenant définir U comme 1'unique solution appartenant a W¢(B) du probléme

div (e710) = Fy — %"(]-‘1, Ddiv (7'V (x[v]) - (3.5.29)
D’aprés la proposition il est facile de voir que U satisfait la propriété P>, et qu'il existe deux polynomes
pg et deux fonctions wy € VL (B¥) tels que
~ 1/2
U= pg +wg dans BE, avec / w%(y, s)ds=0 V+v>2 (3.5.30)

—1/2

De plus (puisque U € Wi (B))
((0)) = (6:(0)) = [tx(0)] = 0. (3.5.31)

Remarquons également qu’a priori [£,(U)] n’est pas nul.
Maintenant nous allons construire une solution U du probléme (3.5.25)) sous la forme

- 1
U=U-+ (731 + 5(]:1, 1>XZ/|> +bN +a. (3.5.32)

P
Par construction U ainsi définie satisfait (3.5.25ta). Nous allons déterminer les constantes a et b pour que la
fonction U vérifie aussi (3.5.2510) et (3.5.25tc¢) :

a=a+{60)) = (6(0)) + ((Pr)) +%<f1, 1) (6o (x[V])) +b (£p(N)) -

=0 =0 =0 =0
Donc a = a. De méme,
B = (tu(U)) = (u(U)) + (£(P1)) +%<J-'1, 1) {Eu(x|v])) +b (€x(N))

si bien que 8 = b, ce qui termine la preuve d’existence. La formule (3.5.27)) peut étre déduite aisément & partir
de l'équation (3.5.32) et du comportement de U pour |v| > 2 (3.5.30). Enfin la continuité par rapport aux
données f, g, a et 5 est une conséquence directe de la construction précédente et de I'unicité. O

Au vu de la proposition précédente, les problémes de type champ proche (3.3.3]) seront bien posés si on spécifie
les moyennes (¢5(U,,)) et (¢x(Uy,)). Ces quantités sont d’ailleurs données par les conditions de raccord :

(to(Un)) = (un)r,  (6(Un)) = (Ortin—1)r-
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3.6 Cadre fonctionnel pour la résolution des problémes de champs
lointains

Le cadre fonctionnel adapté & la résolution des problémes de champs lointains est beaucoup plus classique : en
effet ces problémes, définis par (3.2.1] [3.4.4)) sont du type : chercher v € H*(Q2T) N H(Q™) telle que

2Vu — w?lsou = f dans D'(QF),

[ulr = g,
[aru]l“ = h7

(3.6.1)

O +iwu =0 sur Of).

Proposition 3.6.1. Supposons que f appartienne a L*(QF) et soit a support compact dans QF, que g soit
H1/2(1") et que h appartienne a H‘l/Q(F). Alors le probléme (3.6.1) admet une solution unique qui dépend
continiment des données :

el sy + Nl @y < C (Ifllzaary + 1@y + 19l + 1l -

Démonstration. Tout d’abord il est clair que le probléme (3.6.1) admet au plus une solution. Nous allons
maintenant construire une solution en utilisant un relévement de la fonction g : soit x une fonction de troncature
appartenant a C=(R™) telle que

1 siOSrSTe;r*,
x(r) = _
0 sirzre I

et on définit alors le relévement R de g

X(r—7e)g  sir >y,
R::{ ( )

0 sir < 7.
Il est clair que ||R| 1) < Cllgllgr/2ry- De plus, [Rlr = g et, comme R est constant au voisinage de T',

[rO,R]r = 0. On cherche maintenant u sous la forme u = @ + R. Par construction [a]r = 0 si bien que
@ € HY(Q). De plus, @ satisfait le probléme variationnel suivant :

- / et Vi -V +/ W itooll - P — iw/ tpds = L(p) Vo € HY(Q) (3.6.2)
Q+tuQ— Q+tuQ— o0

avec
L(y) :=/ f-so+/ 6;1VR-W—/ W oo RP + g-172(1) (€5 By (0)1) 172 (1) -
QtuQ- Q+ ot
La forme linéaire L est continue : [L(p)| < C'[|¢[| g1 (q)- Le probléme (3.6.2) admet donc une solution @. Par
suite le probléme (3.6.1)) est bien posé. O

3.7 Construction des termes du développement asymptotique : exis-
tence et unicité

En rassemblant les équations (3.2.1)), (3.3.3)) et (3.4.4) obtenues formellement dans les parties précédentes, pour
tout n > 0, il est logique de construire les termes du développement asymptotique u:(p, 0), U, (v, s,0) comme
les solutions du systéme couplé suivant :
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Trouver u, € H'(Q) x HY(Q™), et U, € C3([0,2], Vi (B)) satisfaisant
et ANy + W ooy, = f 60 dans 5
Oruy +iwu, =0 sur f,
[unlr = [6o(Un)] et [Orun]r = [Iu(Unt1) ], (3.7.1)

4
Ao(0y,05) Up = = > 1V A;U,_; dansD'(R?), V0 € (0,2nm)

j=1

(6o(Un)) = (un)p et (£u(Un)) = (Ortin_1)p.

On rappelle que l'espace V1 (B) a été défini par (3.3.7) et que les opérateurs différentiels A; sont définis par

(13.3.4)-(3.3.5)). Les définitions des sauts et moyennes sont données par (3.2.13)) et (3.3.9)).

3.7.1 Reéécriture des problémes récurrents

Supposons que les termes uy et Uy soient définis pour £ = 0...n — 1. On aimerait montrer que le probléme
est bien posé. Malheureusement, ce résultat semble difficile & montrer directement parce que la condition
[Orun|r = [€n(Uns1)] fait intervenir le terme de champ proche d’ordre n + 1. On retrouve ce type de difficulté
lors de la construction du développement asymptotique d’une couche mince homogeéne (cf. partie 3 de [ST10]).
Pour contourner ce probléme, on va séparer les champs lointains wu,, et les champs proches U,, en deux parties :

posons

Alors,

U,=U74+U) avec (U (US)Y=0 et UZ=UL() .

n

De méme, w,, = up + u), ol u;, et u) sont les solutions des deux problémes suivants :

Trouver ul € HY(QT) x HY(Q7) telle que  Trouver ul € HY(QT) x HY(Q7) telle que
e AUR + wPlooul = f -0, dans QF, e AUl + wleoul = 0 dans QF,
Orup + +iwup =0  sur 0N Oruy +iwuy =0 sur 09,

[up]r = [unlr , [Orup]r =0, [un]lp =0, [Orup]r = [Ortn]r.

(3.7.2)

(3.7.3)

(3.7.4)
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Plutot que de chercher directement u,,, et U,, comme les solutions du probléme (3.7.1)), on va utiliser le change-
ment d’inconnues précédent et chercher a chaque étape les termes U}, UP_, ul, et uy_; et résoudre le probléme

trouver w2 € HY(QF) x HY(Q7), «¥_; € HY(QT) x HY(Q7)

n—1

et Up_y € CE([0,27]), Uy € C;"([O,%r],V}F(B)) satisfaisant

e AUR 4 wpsoul = f6° dans QF,
Oruy, + iwu, =0 sur IN

[up]r = [6(UY)] =0 et [9ul]r =0

AU+ wisoul ) =0 dans QF,

aru:l_l + iwu’lr\ll—l =0 sur 89 (375)

[Un_1lr =0 et [Oruy_4]r — [L(Uy)] =0

Ao(ay,as)Ug + I/Al' 5_1
4

=—vAUY =) VAU, ;  dansD'(R?), V0 € [0,2n]
j=2

(6(U)) =0 and  (L(Uy)) = (Ortin 1)y

Il
T~
S
=
30
L
~——
>

{ Uy — <Uz—1>p = <u2—1>1"

Remarque 3.7.1. Les suites de problémes et sont équivalentes : si (Up,upn)nen est solution
de la suite de problémes , on peut pour tout m définir UYL, Uy, ub et ul par les formules et
(d’aprés la proposition les problémes définissant ub et u) sont bien posés). Inversement si la
suite (UN,UP_1,up,u¥_1)nen est solution de la suite de problémes , alors la suite (un = ub +ud, Uy, =
UP + Ul )nen est solution de la suite de problemes .

3.7.2 Reésultat d’existence et d’unicité

L’objectif de cette partie est de montrer le résultat suivant
Proposition 3.7.2. Pour tout n € N, le probléme admet une solution unique.

La démonstration est décomposée en trois parties. Nous montrons d’abord successivement 1'unicité puis I’exis-
) : N 2 D , N N D

tence d’une solution du probléme 1| pour n donné en supposant up,uy_,,U;" et Up_; connues pour

k=0...n— 1. Enfin, nous initialisons le processus récurrent en construisant une solution du probléme (3.7.5)

pour n = 0.

3.7.2.1 Unicité

Proposition 3.7.3.
upposons que pour tout k = 0...n — 1, uz,uz_l,Uév et Up_, sont des données connues. Alors le probléeme
admet au plus une solution.

Démonstration. Soit v°, v € HY(QT) x HY(Q7), VN € € ([0,27], Vi(B) ) et V" € C3(0,2m) une solution du
probléme (3.7.5) avec second membre nul. On doit montrer que v = v =0, VN =0et V® = 0.
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Dans une premiére étape, on montre que [( (V)] = 0. Puisque V? est indépendant de v et s, —v "> Ay - VP =
7. (0pVP)0s(e 1) (cf. (3.3.5) pour la définition de A1). Or, ds(e~ ') =divg ot g = (0,e ! —e!). g appartient
a L?(B) et est a support compact. Soit (y) € C*°(|R) une fonction de troncature qui satisfait

1 sifv| <3,
x(v)=x(-v)VveR, et x(v)=
0 si|v| > 4.
Comme Y ne dépend pas de s,
/ g-Vx=0 (3.7.6)
B
Donc,
/ VVY .- Vx. =1.(0sV" )/ g-Vx=0. (3.7.7)
B B
Par ailleurs, le développement en série de Fourier de V™ donne
1/2
VY = (E(VN) + (5 (VY +wt dans B, avec / wrds =0 Vv > 2.
—1/2

si bien que

4 3
/BVVN.vxzmx/N)/3 xdu+£;(VN)/ Vv = [eH V).

—4

Donc [} (VN)] = 0.

On en déduit que [9,v"] = 0 si bien que v™ appartient & H'(Q) et est la solution de I’équation de Helmholtz
homogene dans le domaine entier 2. Donc, v™ est elle aussi nulle. On en déduit que V® = 0 puis que (¢4 (V")) = 0.
La proposition donne alors VN = 0. Enfin, v® appartient & H*(Q2) et satisfait elle aussi ’équation de
Helmholtz homogéne dans si bien que v® = 0. O

3.7.2.2 Existence

Proposition 3.7.4 (Existence).
Supposons que, pour tout k=0...n—1, up,u)_q, Uév et Uy _, soient connues. Alors le probléme admet
au moins une solution.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, par hypothése de récurrence —vA,U)_; — Z?:z V-jAjUn,j
satisfait les hypothéses de la proposition si bien qu’on peut construire V,, € C3( [0, 27], VL(B) ) comme
I'unique solution du probléme

4
Ao(0y,05) Vi = —v AL UY_y =Y v/ A;U,—; dans D'(R?), V0 € [0, 2],

=2

Notons qu’a priori [(5(V;,)] # 0 et [€x(V4)] # 0. Maintenant définissons u_; € HY(QT) x HY(Q27) comme
'unique solution appartenant & H!(Q7) N H'(27) du probléme

AUl |+ wiusoul ) =0 dans QF
Oruy_1 +iwuy_4 =0 sur 9 (3.7.8)
[uplr =0 and  [Dyuy 4]0 = [6x(V2)]

On verra a posteriori que u}_; satisfait aussi [0,u)_;]p = [(4(UY)]. On pose ensuite Up_; := (u) ;) +{(up_; ).
Nous pouvons & présent construire U)). Pour cela on introduit W,,, solution du probléme intermédiaire bien posé
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(d’apreés la proposition
W, € C¥([0,27],Vi(B))
v 2A0(8,,0,)W,, = —v A UP_, dans D'(R?), V0 €|0,2n], (3.7.9)
(Lo(Wn)) =0 et (I(Wn)) = (Frup_y)p + (Ortin_q )

Comme U]_; est indépendante des variables s et v, on peut reproduire la premiére partie de la preuve de la
proposition et montrer que [{y(W,,)] = 0. Si nous définissons

Uy =V, +W,,
alors U} vérifie bien le troisiéme systéme d’équations de (3.7.5). Par ailleurs, [0yul_1] = [(x(Vn)] = [¢n(Uy)]
si bien que u,_; défini par (3.7.8)) satisfait en fait aussi le second systéme d équation de (3.7.5)). Une fois les
fonctions U,), UP_, et u)_, entiérement définies, u; est complétement déterminée par le premier systéme de
(3.7.5). O

3.7.2.3 Initialisation

Pour terminer la preuve de la proposition m il suffit de montrer que 'on peut construire Uj, U, u¥; et
ug (initialisation de la procédure récurrente). Or, en reproduisant pas a pas les différentes étapes de la preuve
de la proposition on peut construire une solution (qui est aussi l'unique solution) du probléme pour
n = 0. Ainsi, on montre d’abord que Uy, U”; et u; sont nulles. ug est alors définie comme la solution du
probléme limite

e LAY + wipsoud = f dans QF,
Orug +iwuy, =0 sur 99, (3.7.10)

[uglr =0 et [Orug]lr =0

3.8 Une forme semi-explicite du développement asymptotique

Dans la partie précédente, nous avons montré 1’existence et 'unicité du développement asymptotique mais nous
n’avons pas obtenu d’expression explicite de chacun de ses termes. C’est ’objet du paragraphe qui suit dont le
résultat principal est donné par la proposition [3.8:3] En particulier, nous allons montrer que les champs proches
U,, s’écrivent sous la forme suivante :

- ! O™ (Un—i)r 1 S ok Qp—1—j i
Un=) > —aiVi+D > sl Wy, (3.8.1)
7=0 k=0 j=0 k=0

ou les fonctions ij et W]k, aussi appelées fonctions profils, ne dépendent que des variables lentes s et v. Dans
la formule précédente, la variable 0 est séparée des variables v et s. Elle n’apparait en fait qu’au travers des
dérivées tangentielles des moyennes des traces et des traces normales des champs lointains sur I". Remarquons
que les fonctions ij sont associées aux dérivées tangentielles des moyennes des traces des champs lointains alors
que les fonctions W]lC sont associées aux dérivées tangentielles des moyennes des traces normales des champs
lointains. L’exposant k est quant-a lui associé a la dérivée k-iéme par rapport & 6 des moyennes des traces ou
traces normales des champs lointains.

Pour comprendre la construction que nous allons mettre en place, nous avons jugé utile d’expliquer au préalable
la, construction des premiers termes du développement. En vertu de la remarque dans les parties [3.8.1] et
m nous allons travailler directement sur les problémes récurrents dont nous savons désormais qu’ils
sont bien posés.
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3.8.1 Construction des termes Uy, U; et U,
Construction de Uy
Uy est la solution du probléme

Trouver Uy € C;&o( [0, 27], Vi (B) ) satisfaisant

div (e 'VUp) = 0 dans D'(R?), V6 €]0,2n],
<£D(U0)> = <UO>F7
<£N(UO) > =0.

Remarquons que la variable 6 intervient comme un paramétre. Comme Up(.,.;0) € N, Uy = a(8) + b(O)N
(proposition |3.5.5). Les conditions (£,(Up)) = (uo)p et ({x(Up)) = 0 donnent a = (ug) et b = 0. Finalement

UQ = <U0>F . (382)

Uy est indépendante des variables microscopiques v et s.
Si on pose VY = 1, alors Uy = (uo)p VY et est bien de la forme (3.8.1) souhaitée. On en déduit par ailleurs que

[uo|r = [£o(Uo)] = 0. (3.8.3)

Construction de U;
U; est la solution du probléme

Trouver Uy € CF ([0, 27], VL(B)) satisfaisant

ridiv (e7'VU;) = —(Dpuo)r r*% dans D'(R?), V6 €]0,2x[, (a)
(€o(Uh)) = (un)yp, (b) (3.8.4)
(€x(U1)) = (Oruo)p - (c)

Nous allons maintenant utiliser la linéarité des équations (3.8.4}(a)-(b)-(¢)) pour obtenir une expression semi-
explicite de U; de la forme (3.8.1) dans laquelle la variable 6 est séparée des variables v et s. Pour cela on
introduit la fonction "profil" Vi!, indépendante de 6, solution du probléme

Trouver V' € VY (B) satisfaisant

-1
r2div (e*lvvf) = Ty o)
s

(L)) = (6(17) ) = 0.

La proposition donne Dexistence et I'unicité de la fonction Vi'. De plus, on peut montrer que [¢y(Vi!)] = 0
(cf. section [3.10.2)).

dans D' (R?),

On cherche alors U; sous la forme
Uy = a(8) + b(O)N + (Dguo )r Vi

11 est clair que la fonction Uy ainsi définie veérifie (3.8.4f(a)). On va déterminer a(f) et b(6) pour qu’elle vérifie

également (3.8.4+(b)-(c)) :
(Oruo )p = b(0) {£x(N)) +(Druo )p (Lu (V1) ) -
=1 =0

Donc b = (0yug ). De méme, a = (u ) puisque

(w1 )p = a(8) +b(0) (L(N)) + (Bruo )p (€a(V7) ) -
————

=0 =0
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Finalement,

U, = <’LL1 >F + <87~U0 >I‘N+ <89’LL0 >F Vll. (385)

De nouveau, si on pose W = N et V? = 0, U; est bien de la forme (3.8.1). On obtient aussi une expression
explicite de [uq |r et de [Orug |r

[ur Jr = [€o(N)] (0o )p + [€o(Vi) ] (Opuo ) et [Opug Jr = 0. (3.8.6)

Construction de U;

Afin de comprendre et d’anticiper la construction & tout ordre, on rappelle qu’on a défini artificiellement V) := 1,
VP9 =0 et WY := N. U, est alors solution du probléme

Trouver Uy € C([0,2], V] (B)) satisfaisant

r2div (e 'VU,) = — (w1 )y (VA[O](VO )) — {(Bpur )p (I/A[ll](voo))

(0o )y (AP WD) = (2qu0 ) (vAT (WD)

—(uo)y (v2A0]<vo>+ vAll (V) = (dpuo ) (vAl (71) + vall ()
<a 9u0> <2A[2](V0)+ A[”(vl)) dans D'(R?), VO €]0,2x], (a)
(€o(U2) ) = (u2)p (b)
(4x(U2) ) = (Orur)ry - (c)

(3.8.7)

On souhaite écrire Us sous la forme (3.8.1]) dans laquelle la variable 6 est séparée des variables s et v. Pour cela,
on va de nouveau utiliser la linéarité de ’équation (3.8.7)) et définir deux nouvelles séries de fonctions "profils"

vk € {0,1,2}, Trouver V5 € V! (B) satisfaisant

r2div (') = —vAPVE —p Ayt 2 ARl 2 AR dans D(R?),

(3.8.8)
(V) = (tu(V5)) =0
et
Vk € {0,1}, Trouver W{" € V}.(B) satisfaisant
r2div (7 'VVS) = —vAPWE — v ANWE dans D/ (R?), 5.59)

<£D(W1)> = <€N(V2)> =0

oti par convention V¥ = WF = 0si k < 0. L’existence et 'unicité des fonctions V¥ et WF proviennent directement
de ’application de la proposition Ces fonctions sont détaillées dans la partie[3.10.2} On construit alors Us
sous la forme

1 2
o o
Uz = a(8) + b(OWN + (w1 )p V) + (dgua ) VI + kzzo—agk (Oruo)p Wi + kzzo—aak (uo)p V2"

On vérifie que Uy ainsi construite satisfait (3.8.7+(a)). Tout comme pour Uy, on va déterminer a(6) et b(6) pour

qu’elle vérifie aussi (3.8.7}(b)-(c)) :

(ug)p = (o(U2) ) = a(8) + b(0) (£o(N)) + (w1 )p (Lo (V1) ) + (Bpur ) (6 (V7))
=0 =0 =0

Lok 2 ot
+k§0w <aru0>1‘<LD(_mfo/1k_)>/+’;Ow <u0>r<éo(_‘:2k)>.
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Donc a(#) = (ug ). De méme,

(Orur )p = (€(U2) ) = b(0) (u(N)) + (un ) (Eu(VY) ) + (Bpus )p ( (V1))

\_\,1_./ —— ———
= -0 =0
Lok 2 o
+ (Do ) { L (WFY oo (uo)p (e (V)
]; 9 \__,01_/ Z 96" \__,02_2
Donc b(#) = (Oruq )p. Finalement, U, est bien de la forme puisque
L O b O !
U2 = <'U/2 >F + (E)Tul >FN+ <8.9U1 >F Vl +]§Z:OW <87~UO >F W1 +};}W <’U,0>FV72 . (3810)

On obtient aussi une expression explicite des sauts [us |r et [Dyuq |p

[uz Jr = (Orur ) [€o(N) ]+ (us )r [ED(Vll)]"‘ (Opur )1 [ED(Vll)]
=0

2 ok
+Z%kmo W)+ 3 oo o e [66(VE) ], (3811)
k=0
et, puisque [4(N)] = [£(V0)] = [6(V)] = [6(WP)] = [ea(Va)] = 0 et que [£,(WH)] = [6o(Vi1)] (voir les
tableaux dans la partie annexe

= D00} [V + o)y [ (V) o (o i [6(V2) (3.5.12)

[Orus Ir 20

3.8.2 Construction des termes ug et u;
Construction de ug

En combinant les équations de champs lointains de (3 et les conditions de sauts (3.8.313.8.6)), ug est solution
du probléme limite (bien posé)

Trouver uy € HY(QF) x HY(Q™) satisfaisant
e ANug + wlpisoug = f dans QF,
(3.8.13)
Orug + iwug = 0 sur 02

[uo]r = [Oruo]r =0,

qui est équivalent au probléme

Trouver ug € HY(Q) satisfaisant
exlNug + w?iooug = f dans Q,

Orug + twug = 0 sur ON.

La solution ug est donc la solution d’un probléme de Helmholtz en milieu homogéne sans anneau périodique.
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Construction de u;

En combinant les équations des champs lointains (3.7.1]) et les conditions de sauts (3.8.1243.8.6]), u; est solution
du probléme bien posé (proposition [3.6.1))

Trouver u; € HY(QT) x HY(Q7) satisfaisant

et Auy + wpioouy = 0 dans QF,
Oruy +iwuy =0 sur 01, (3.8.14)
[ur]r = [£(N)] (Oruo ) + [o(Vi)) ] (Douo ),
[Orule = [0 (V)] 55 (9o ) + [u(VE)] o )+ [4(VE)] i (0 ) -
De plus, [4,(V}})] = 0 quand € et p sont symétriques en v ou en s (voir annexe tables [3.1][3.2), c’est a
dire quand
e(—v,s) =€y, s), e(v,—s) =€e(v,s),

ou (3.8.15)
p(=v,s) = pv,s), p(v, —s) = p(v, s).

Dans ce cas, u; est solution du probléme simplifié
Trouver u; € HY(QF) x HY(Q™) satisfaisant

et Ay + wlioouy = 0 dans QF,

Oruy +iwuy =0 sur 01, (3.8.16)
[ui]r = [£(N) ] (Oruo ),

[Brule = [6(VD)] (0 )y + [n(VE) ] oz (0 )

3.8.3 Conditions de transmission a tout ordre
Les fonctions profils

Nous aimerions généraliser la technique de construction de Uy, U; et Us a tous les termes de champs lointains
et écrire U,, sous la forme

n J k n—1 j k
Ok (tp_; O Oun_1_;
Un=§' S O tn—y)r J>FV-’€+V N (P Lk, B31)

Cela nous conduit a définir les deux familles de fonctions :
Définition 3.8.1. On définit de maniére récurrente (V,¥) (o, yenz k<n €t (W) kenz k<n par

-Vy =1,

—VneN VkeNk<n,VF e VI(B) et satisfait ,
1
V(') = = (AT + ATV £ A+ ATV

2
+(PAVE s+ v AV L)) dans D'(R?),

*

(3.8.17)
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Wy =N,

—VneN VkeNk<nWFe VI(B) et satisfait,

1
V(e 'VWHk) = - (AP WE_ ¢ AV 2 alwE, 4+ AP wE-2)

WP AWE g+ v A WE))  dans D'(R?), (3.8.18)
{Eo (W)

=0,
(L(Wh)) =0.

otl, par convention, W¥ = V¥ =0ifn < 0or k <0.
L’application (récurrente) de la proposition donne immeédiatement le résultat suivant :

Proposition 3.8.2. Pour tout n € N, pour tout k < n, les fonctions WF et V¥ existent et sont définies de
maniére unique. De plus elles vérifient la propriété P°°. Plus précisément, Pour tout n € N, pour tout k < n,
il existe deux polynomes (p&)* appartenant a P,, deux polynomes (¢F)* appartenant a P, 1 ainsi que des

fonctions w‘fk et w‘fw appartenant a V! (B) telles que

1/2
V= (ph)* + w‘fk dans BT, avec / w‘fk(u,s)ds =0 V+v>2.
" -1/2 "
1/2
WY = (gf)* +wy;,. dans BX, avec / wE, (v,s)ds =0 YEv>2
" —1/2 "

Pour comprendre la définition de ces fonctions, il faut, pour tout n, insérer les expressions des champs proches
dans les équations de champ proche puis séparer les différents ordres de dérivations en 6 en
utilisant la linéarité de ces équations (comme nous 'avons fait pour Uy et Us). Cette partie est relativement
technique. Par ailleurs, le processus de construction des familles W’ et V* mime en fait la propagation des

fonctions du noyau N et 1 au travers des équations de Helmholtz emboitées li La distinction entre A[lo]

et A([)l] d’une part et entre A[QO} et A[QQ] d’autre part permet de séparer les différents ordres de dérivation par
rapport a la variable 6.

On peut alors donner le résultat principal de cette section :
Proposition 3.8.3. Pour tout n € N, le champ lointain u,, est l'unique solution du probléme suivant :

Trouwver u,, € H(Q1) x HY(Q™) satisfaisant

et Aty + wWiiioou, = 00f  inQTUQT,

Ortipn_1 + iwup_1 =0 on o9,

n J k u ) n—1 j L v » N
e = 3032 1) 5+ 33 W) g (e (o) (3:849)

n Fi k n—1 J k
0% (Up— s 0% Oup_1—;
U, = E E MVJ’C + . E 7<#>I‘Wk- (3.8.20)
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Sous la forme ([3.8.19)), les problémes de champ lointain sont découplés des problémes de champ proche. Plus
exactement, on peut calculer les termes de champ lointain u, a tout ordre sans jamais calculer les champs
proches associés : 'effet de 'anneau périodique sur le champ lointain est pris en compte par I'intermédiaire des
fonctions V¥ et Wk. On peut aussi remarquer que la forme (3.8.19) des problémes de champs lointains permet
de construire formellement des conditions de transmission approchées & tout ordre.

Démonstration. On va montrer que la suite (uy,, Uy, )nen vérifie la suite de probléme (3.7.1). Tout d’abord, il est
clair que les champs (u,, U, ) satisfont bien les conditions de transmission

[un]r = [Uo(Un)] =0, [Orun]r = [(Unt1)], (o(Un)) = <un>r A U(Un) ) = (Orun >F

Il suffit donc de montrer que, pour tout n € N,

4
AgU,, = — ZujAjUn,j dans D' (R?).
k=1

L’égalité a déja d’ailleurs été vérifiée dans les parties et pour n =0, 1 et 2. Pour n quelconque, on a
4

Z VjAjUn,j =

Jj=1

J_ ok
276 {un—j)r ( (AVVE 4 Al Vk D+ 2APVE A VED) + 3 A3VE g + A A VE )

J k
0 . -
> o O ghr (AP W+ APWES) 402 (AP + AR 4 P AWt AW

si bien qu’en utilisant les définitions (]3.8.17[) et (]3.8.18[) des fonctions ij et W}“, on a

4 . . n—1 7 ak 9 i
N VAU, ZZ gekﬂ Ao(VF) + ZZW<7U@T1 ) Ag(WFY
j=1

j=1k=0 =1 k=0

Comme de plus Ag(W{) = Ao(V¥) = 0, la somme sur les indices j peut commencer & 0 au lieu de 1 de sorte
que

4 n—1 j
> VAU, ZZ ggkj Ao(VF) Zzg— 1o Ao (W) = AoUs.
j=1 j=0k

7=0 k=0

3.9 Justification du développement asymptotique

3.9.1 Reésultat principal

L’existence de tous les termes du développement asymptotique étant prouvée, on peut maintenant montrer que
celui-ci tend vers la solution exacte. Nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 3.9.1. Soient 0 <y < 7, et Q, = {(z,y) € R?,|[\/22 +y2 — R| > v}. Pour tout n € N, il ewiste

une constante Cp, > 0 et, pour tout 0 < v < r,, une constante 6 > 0 telle que

Vo <dy, e = 6 ukll g gr) < Cn 6™ (3.9.1)
k=0
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— L’idée principale de la preuve consiste & construire d’abord une approximation globale du développement
tronqué a 'ordre n. Cette approximation globale coincide avec les n premiers termes du développement
en champ lointain loin de la couronne périodique

n
k k
Ug s = E 0 uy,

k=0

et avec les n premiers termes du développement en champ proche dans le voisinage de la couronne pério-

dique
n
Us) = _ 6"Uy.
k=0
Cette approximation est construite & I’aide d’une fonction de troncature x satisfaisant

1sifs] <1,
x(s) = (3.9.2)
0si|s| > 2,

et d’une fonction distance 7(d) strictement positive telle que

. . N
1 = lim — = . 9.
lim 7 0 et Jim +o0 (3.9.3)

T =Tk . . . .
), nous définissons alors notre approxurnatlon globale par,

En introduisant x, (r) := x(

Up 5 1= (1- Xn)“?,& + Xn(UZ,lé)éa (3.9.4)
ot la notation (.)? est définie par (3.3.1). La fonction 7 apparait comme un paramétre que nous fixerons
par la suite.

n

— Dans une deuxiéme étape nous estimons |a’(u’ — u” 5,v)|, ce qui nous permet, via le résultat de stabilité

n,0°
2.1.8) (Proposition [2.1.2)), d’obtenir une estimation de I'erreur ||u® — u® : en effet,
10 b (@)
5(,,0 n
a’(u® —ul s, v
[u? — “Zﬁ”m(m S sup - w.0)
vEH(Q)\{0} HU||H1(Q)
De plus,
6(,0 _ m .= D" De
a (u un,évv) — Pn4n + 7,0,
ou Dy 5, représente Perreur de raccord,
s § — s 5 =
Do = [ 1l = W) )Vxy - Vo = [ (Vs = (U2)') - V) (39.5)

et ’Df7 5., Teprésente I'erreur de consistance, ou erreur de champ proche,
.5,

Z,é,n = aé(( {}6)57 Xn‘p)' (396)

L’erreur de consistance est due au fait que le développement de champ proche tronqué ne satisfait pas
exactement 1’équation de Helmholtz. En majorant successivement les deux termes d’erreurs (parties
et [3.9.3]) on obtient une estimation d’erreur globale : il existe une constante C,, > 0 telle que

1 _»
[ u? — “ZﬁHHl(Q) <C (ﬂnl I (5625>

— Enfin, en utilisant un processus de localisation (pour ne s’intéresser qu’a l'erreur sur le champ lointain),
nous obtenons la propositionm (voir partie[3.9.4). C’est lors de cette étape que nous fixons le paramétre

n.
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3.9.2 Erreur de raccord

Lemme 3.9.2.
ron < C (n” +eT RN (T 4 5’”)) : (3.9.7)

k=1

Démonstration. On appelle C}, le support de Vx,, ,
Cyy:={(r,0) € R x [0,2n] telle que n < |r — R| < 2n}.

En utilisant la régularité des champs proches et des champs lointains dans C, (Comme C, est disjoint du
support de f et comme 7 > §, les champs lointains u,, et les champs proches (U,,)° appartiennent & C>(Cy)), il
est possible de majorer u 5 and (Ui'f(;)‘S ainsi que leurs dérivées par leurs normes L. Par I'inégalité de Holder,
nous obtenons ainsi

C 0 n
5%(“) < g (||UZ,5 - (UZ,I(S)(SHLoo(C%‘)HVUHLl(cg) + ||5(U2,5 - (Ui,5)6)||L°°(cg) U||L1(cg)> ) (3.9.8)

ou C est une constante positive générique dont la valeur peut changer d’une ligne a lautre. Ensuite, nous
utilisons le fait que C,, est petit (mes(C;,) ~ n) pour majorer les termes en v :

190lz10,) < O Iollmnay: llellzie, < Cnlloll. (3.9.9)

La premiére inégalité résulte simplement de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. La seconde, plus astucieuse, est en
fait une conséquence de I'identité suivante (déja utilisée dans [Tor04], Lemme 3.10 par exemple)

[vllr2c,) < CnM2 vl (3.9.10)

dont la preuve est laissée au lecteur. Il faut remarquer que dans le membre de droite de 'inégalité précédente
on utilise la norme H! de v sur 2, domaine indépendant de 7. Par ailleurs, cette majoration est optimale (on
peut le vérifier en prenant v constant). La seconde inégalité de (3.9.9) provient alors de I'utilisation successive
de la majoration et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour passer de la norme L! & la norme L? (ce qui
permet de "gagner" un facteur n'/?).

Pour majorer |[ug s — (U{?(;)‘;HLoo(Cn), on utilise d’abord la formule de Taylor avec reste intégral pour les u;t :

n n—~k

) NS gk N () O (1 0) s e [T O R (8, 0) (¢ )
ul S (r,0) =Y 6y A o T > 6 pEs TR dt, (3.9.11)
k=0 1=0 k=0 T

*

ou nous estimons les restes intégraux en utilisant le fait que les champs lointains et leurs dérivées sont bornés
dans le voisinage de I

r 8n+1—kuf(t7 9) (t _ ,,,*)nfk ek
/T prE— (=l dt‘ <Chn , Y(r,0) e C, k<n. (3.9.12)

*

Ensuite nous utilisons le développement modal des champs proches (3.3.16), que nous combinons avec les
conditions de raccord ((3.4.4) et remarque [3.4.1) pour écrire (dans les variable macroscopiques (r,8) d’ou le

recours a la notation(3.3.1)))

k i i, £
5 r—ry) Ouy_ (14, 0)
(F) ) = S0 o P T T (i),
=0 ' (3.9.13)
=Ty iml T _onyy lr=ral
<R$)5<ne>=l§p§,l< 5 0) T et

ou pf 1 € P%%. En fait, ROjE = 0 (puisque Uy de dépend pas de v et s, cf. ) Les fonctions R,f appartiennent
a V! (B%) si bien qu’on peut montrer que

(RE)(r,0)] < C e ¥(r,0) € C), k<n. (3.9.14)
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On peut donc écrire (U;" éi)a sous la forme

UL Z‘Sk (Z ')aﬁ(”> + 3SR 0 (3.9.15)

=0

En faisant la différence entre (3.9.11)) et (3.9.15)), on obtient

an+1 k (t 9) (t—7‘ )n+1 k
n,t ni k ’ * k i
9.1
uE - (U §:5/T e TEa e dt+§:5 (RE)°(r,0), (3.9.16)

si bien qu’en utilisant les majorations (3.9.12)) et (3.9.14)), on a

n n
n n \o n+l1—kck k _—n/28
lutts = (U2 oy < C (Dt Rek 437 ghemn/20). (3.9.17)
k=0 k=1
On va maintenant majorer |[0(ul5) — GT(UZ-"&)‘SH . en utilisant les mémes techniques :
., L (G,

n-1 n-l-k i git+l, + n-1 n—1—k gn+l—k, =+
oy & (r —r)" 0" (1, 0) 8un T, 0) k t—r*) 0 u (t,6)
Or(ug 5) = kZ:o o ; il Oritl +90 Z g r (n=1—=F)! grn+l=k at,
ou
aun T’ 9 = k t - r*)nilik 6n+1_kuf(t7€) S k,n—k
3 / m—1=R)  amrik S
k=0 T k=0
De méme,
n n—k— 1 n
n (r —r,) Ot
(U =D o ( D M(mﬁ)) + > 00 (Ry)°(r,0),
k=0 i=0 ’ k=1
ou
5r,0)] = > THOLRE) (r,0)| < C > sk e, (3.9.18)
k=1 k=1

(ulls) = O (UL)?|

. Celle-ci est moins bonne que (3.9.17)) :

n

On obtient ainsi une majoration de

En combinant (3.9.8)), (3.9.9), (3.9.17) et (3.9.19)), nous obtenons l’estimation attendue :

n

(z": Y 5’“*1@*"/”). (3.9.19)

L (Cn) k=0 k=1

0
5(“55 —(U?5)°)

nén_ <Z,’7n+1/2 k5k+77n kék +e 77/252 51@ —1/2 6k‘ 1)) SC?’]n+€777/262(5k7771/2+5k71).

k=0 k=1 k=1

3.9.3 Erreur de champ proche

L’erreur de champ proche Dy 5, est donnée par

9 5
;75771 =a ((UZTJ) 7X77v)~



44 Chapitre 3. Développement asymptotique

Comme nous 'avons déja mentionné, cette erreur est due au fait que le développement en champ proche ne
satisfait pas exactement 1’équation de Helmholtz. Plus précisément, pour toute fonction v € D(Q), on a

P (U75)°, xnv) = —Zé’“ (div (€ VU}) = w?ulf) , X55),
_ Z(skﬂ VT2 A (U)), X” Xty
k 045=0
n 4 n+4 4
- Z W24, U ) ) - ST Y (2, ), A,
k=0  j=0 k n+l  j=k+2—n

ou (-,-) désigne la dualité entre D'(Q2) et D(2). D’aprés (3.3.3), nous savons que les champs proches satisfont

4
Z (V72 A;(Uy—;)) = 0 si bien que
7=0
n+4 4 X0
§ § k j—2 s Xn
a((U7'5)° xv) = Z oty AU ) T )
k n+1 j=k+2—n
Nous allons majorer successivement tous les termes de la somme. Dans un premier temps nous démontrons le
résultat suivant :

Proposition 3.9.3. Pour tout k appartenant o N*, pour tout j € {1,2,3,4}, il existe une constante C > 0 telle

que pour tout v € D(Q)
k—1

Xnv n
‘( T2 A5 (Uky), M) | < 002 T (3.9.20)

La preuve de la proposition [3.9.3] est longue et technique. La démonstration est expliquée en détails dans
les parties [3.9.3.1} [3.9.3.2 et [3.9.3.3] La principale difficulté vient du fait que les champs proches (Uy)°
n’appartiennent pas a C*°(2) parce que € et u appartiennent simplement & L°°(B). On rappelle que dans les
cas qui nous intéressent € et p sont constants par morceaux si bien que dans les parties ou les fonctions p et
e varient (|| < 1/2), les champs (Uy,) n’appartiennent qu’a H,. (B) et en particulier VUj n’appartient pas a L.

On déduit aisément de la proposition [3.9.3 une estimation de l'erreur de champ proche :

Lemme 3.9.4. Pour tour k € N*,

s SO0 (3.9.21)
Démonstration. Pour tout v € D(12), on a
1 n+4 4 . YU
[ (UL ) < g5 D2 0% > K074, (Uey) T
k=n-+1 j=k+2—n

si bien qu’en utilisant la proposition [3.9:3] on a
| ((U}5)°, xnv)| < O ?

Par densité des fonctions de D(2) dans H}(2) (on remarque que, du fait de la fonction ¥, on n’a pas besoin
de prendre toutes les fonctions de H'(Q), les fonctions de Hg(€2) suffisent), on obtient le résultat souhaité. [

3.9.3.1 Estimation de (v/72A4,(Uj_1), Xy

Dans cette partie nous allons remplacer abusivement les crochets de dualités par des intégrales.

/Q (V_lAl(Uk_l))é(Xnv/TQ):/Q (y—lA[lO](Uk1))5(Xnv/7«2)+/9 (y—lA[llJ(agUk,l))é(Xna/ﬁ).

(3.9.22)
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ot 2, est le support de x, :

Q, = {(m,y) € R? tels que ry, — 21 < \/m<7“*+277}.
1 400] g > YA
Etape 1 : on montre que ‘/Q (1/_ Aj (Uk,1)> (Xnﬁ/r )‘ <C§ e ||”HH1(Q)-
n

11 est pratique de travailler dans les variables (s,v) plutdt que dans les variables (r,6). Pour cela, nous intro-
duisons une nouvelle notation, équivalente a la notation (3.3.1) dans les variables (v, s). Pour toute fonction
U(v, s;0) de trois variables v, s et 6, nous définissons

(U} (v, 5) == Ul(v, s; ?) (3.9.23)

De fagon similaire, pour toute fonction v(r, ), on définit {0}5 (v, 8) :=v(ry + ov, f—‘s)

Par le changement de variables s = r.0/0, v = (r — r.)/0 , nous obtenons, aprés intégration par parties

1 40] g N OUk—11% 0 [ xn¥ 56 OUk—11° ; X0V 6
/Qn (V A (Uk_1)> (o/r?) = =0 /QM HQV'U v } 81/{ r } +{/J ov }{ r )| dvds.

(3.9.24)
ou, en posant Ng = 271, /4
e j+1/2 11 2 2n
ng = JL:JO {Bn’g—‘r ( 0 )}, By s :] — §,§[X] — ?,7[ (3.9.25)
A cette étape, on va utiliser le lemme technique suivant :
Lemme 3.9.5. Soit a(f) € L*>(0,27), f(v,s) € L}, (R?), 1-périodique en s et g € L*(,5), on a :
0s 277
A a(-=) f(v;5) g(v,s) dsdv < 5 lalliz= [l fllz2(z, 5 l9ll20, ) (3.9.26)
n,8 *
Or, d’aprés la formule (3.8.20)) de la proposition on a
Ni_1
6Uk,1 s 0s
{2w - } (s,v) = ; ar(7") felv.s) (3.9.27)

ou les fonctions a; sont des moyennes des traces des champs lointains et les fonctions f, peuvent s’écrire a partir
des fonctions profils. Il n’est pas important de connaitre explicitement ces fonctions par contre on va utiliser le
fait que :

a,g(e) ELOO(O’QW)v fg(V,S) eLlQOC(Rz)v fg(l/,S—Fl):fg(l/,S)’

et que
[ |fe(v,s)| < CovFt (3.9.28)

DN | =

)

DN =

3C, >0/ Yv>1/2, Vse]

On peut alors appliquer le lemme en prenant (a, f,g) = (ag, fe, %{X%ﬁ}é) pour obtenir

OU_11% 0 [ XyU.s C < 0 (XnU.é
2 {0y < = N | {22} . 3.9.29
/ IRE 7l Bl Bl DI L VA TONY G (3.9.29)
A partir de l'estimation (3.9.28)), on déduit facilement que
N\k—%
| fell2(B,.5) < Co (3) : (3.9.30)
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Par ailleurs, comme —{ Xﬂ } { 867’ (X;' )}(S et comme la fonction 1/r est bornée dans 2, 5, nous obtenons
& (xnU1® s
I e, = €0 (0} ezge, IS0 e, ). (3.9.31)

Nous avons alors besoin du résultat suivant que I'on montre facilement & ’aide du changement de variables

(s,v) = (r,0) = (ry + 6v,8s/r,)
Lemme 3.9.6. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout f € L2(Qn),
s C
{3}l z2(0,.5) < 5 I £llz2(,) (3.9.32)
En appliquant le lemme et I'inégalité suivante (qui est similaire a U'inégalité (3.9.10]))
[vllz2(,) < C 02 vl o), (3.9.33)
nous obtenons (on rappelle que 7 est bornée)
FaeSy
ovl r

En regroupant (3.9.29)), (3.9.30)), et (3.9.34]), on obtient le résultat attendu, a savoir

C
< — . 3.9.34
Py = [vll 1) ( )

U1
[ ey ey < o o
De la méme maniére, on peut montrer que
oU
‘/ o 1 { } ‘7 i () (3.9.36)
Qn.s

Sans entrer dans les détails, pour prouver(3.9.36)), on remarque qu’on peut aussi écrire
oty
F o0

sous la forme ([3.9.27)), oi1, cette fois les fonctions f; croissent comme *~2. Pour prouver le résultat de I'étape
1, il suffit de regrouper (3.9.24)), (3.9.35) and (3.9.36).

1
Etape 2 : On prouve que ’/ *1A (OpUp— 1)) (XnU/T ’ < Cézn(sk vl & ()-

Par le changement de variables s = Tge, v =r —r,/J, nous obtenons

1 OUe—1\\° 2/ 0 ( OUk o XnU°
/Qn A (AN o = a,, Los \"" a0 {5} avas
201\’ Xn0\?
2 Xn¥
+ 0 /QM {“ 9605 } {5} avis.
2Ug_1

5
Le deuxiéme terme de I’équation (3.9.37)) peut étre traité de la méme fagon qu’a I’étape 1. Comme {,u 5862 }

(3.9.37)

est bornée quand |v| > 1/2, on obtient

1/2

| /Qyé{”a;gg?}é{xi} avds| < € L2 ol
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1/2 k—1 92U ° =15
n n 0 Xn’U} _ c1os
' 532 < i et quand k =1, /Q {'u(?t‘)@s} {—T dvds = 0 si bien que finalement, pour

‘/Q 5{#82%51}5{X: } avas| < 0" - loll s -

Le premier terme doit étre traité un peu différemment car {9 (u 89Uk,1)}5 nest pas dans L?(€2, ). Nous
devons en fait transformer ce terme a l’aide de la formule

o ( U \\"_ 0 ou .’ 6 02U’
{as(“ 90 )} _as{“ BT, } I TR (3:9.38)

RN N
En utilisant par ailleurs la formule %{@} =9 {% (X"v)} , nous obtenons aprés intégration par parties

8 ( U1 \)° (xn0\? B 1 U1 [0 xgo\?
/Q,,,é{as@ 90 )} {F) dvas = s S L {m )

1 82Uk_1 0 XnU 4
-6 QMT*{N 502 } {T} dvds,

On peut maintenant utiliser les mémes techniques qu’a I’étape 1 pour obtenir

9 ( U\’ fxaT 0 i
AnZ < . 9.
’/QM {85 <u 50 >} { . } duds’ <C 5 vl 1 ) (3.9.39)

Puis nous concluons en utilisant (3.9.36)), (3.9.38]) and (3.9.39)).

Or, quand k£ > 2,

tout k € N*

Etape 3 : Finalement, en regroupant les résultats des étapes 1 et 2 on obtient

é —1
XnU 77
5’<(VA1(Uk,1)) o >‘ <06 T ol sy (3.9.40)
3.9.3.2 Estimation de (A3(Uj—2), X%)
Xn¥ _ [0] XnU 2], 0*Uk—2 XnT
/Q Aa(Ua) Y = / AP ) /Q AN (3.9.41)

On utilise encore de maniére abusive le signe intégral pour désigner des produits de dualité.

k-1
Etape 1 : On montre que/ A[ ](Uk 2) 052775 ||U||H1(Q).
QW
5 52 s (xo0)°
/ A, 2) — 7/ {v0, (e WO, Uk_2) + W puriUy_2} {X”} dvds,
QW 7,8 r

s

- / {e= 1o, U_ 2} Jdy ( { })dyderw 7"*52/ {uU} {X} dvds,

52 s [ xnD U 0
= ——/ {e_lu&,Uk_g} {n} dvds ——/ {6_1 20,U— 2} 0, {} dvds

T.* 977,5 r 775

ol S
+w2r*52/ {uU}é{XW} dvds.
Qn.s r
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En utilisant les lemmes techniques et on va majorer successivement les trois termes précédents.
D’aprés la formule (3.8.20]) de la proposition on a

N2

{Uk,g}é(s,v) == a(%%) fo(, 5), (3.9.42)

=1 *

ou les fonctions a; sont des moyennes des traces des champs lointains et les fonctions f, peuvent s’écrire a partir
des fonctions profils. On sait de plus que :

af(e) € Loo(o’27r)7 fﬂ(y S) € Lloc(R2)7 fg(ll,s-i- 1) = fz(y, S)a

et que

11
3C, >0/ Vv>1/2 Vse}2 2[

En utilisant le lemme technique [3.9.5] et le comportement de Uy_2 quand v est grand,

|fe(v,8)] < CovF2, (3.9.43)

s [ xn¥ 0 1 /gN\k=3/2| [ x,O 4
/ {ew0,Uy 5} {"} avds| < C—= (1) {"} (3.9.44)
.5 " Vo ro R FZY
Or, en utilisant le lemme technique et 'inégalité (3.9.33), on montre que
N0 1/2
XnV n
H{;’} < OT 10l g1 ) - (3.9.45)
L2(Q) )
En combinant (3.9.44)) et (3.9.45)), on obtient
)0 -1
52 / {e o, U, 2} {} dvds <C’52 1ol - (3.9.46)
De méme,
Y Y
1 k—1/2
/ {eill/zal,Uk—z}é Oy {Xnv} dvds| < C—= (ﬁ) 0, {nv}
Qs " Vo Ao " L2(Q.5)
Mais, en utilisant I’inégalité (3.9.34]), on a
0 AR C
|55} ], < o7 ol
v r L2(Qy,5) n2
si bien que
o g n’“ 1
/ {e20,U; 5} 0, { } dvds| < C Zg—|[vll o) - (3.9.47)
Qn.s
Enfin, par des techniques similaires,
2. 2 § ) Xn¥ U
W / () {n} dvds| < C T ol 1 (3.9.48)
Qn.s r
En combinant (3.9.45)), (3.9.46),3.9.48] on obtient finalement l’estimation attendue
(0] o x o0t
/Q (AP W) X2 < 08 ol s (3.9.49)

Etape 2 : On montre que /
Q

2 2 RN
/Q (A[f](a 8(]9’;—2)) Xn? ey = 2 /Q —1{Uk_2}5{":”} duds. (3.9.50)
n n,8

2 -1
2 9"Uk—2 2n
7, <A2 ( 502 )) 2 < C6"—— [lv]l 11 () On rappelle que
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Connaissant la forme de Ug_s et son comportement pour v grand (cf. (3.9.43), on peut appliquer le lemme

technique pour obtenir
N6
XnV
r

—N\ 6
/ et {Uk_2}6 {W} dvds
Qs r

Puis, de nouveau, en utilisant (3.9.45)), on a

- C’i (ﬂ)kfs/z

7 G (3.9.51)

LQ(Qn,J)

PUs_s \’ XnU nk
/Q (A[j]( aek22)> T < 08 g vl ) - (3.9.52)

Etape 3 : En combinant (3.9.49) et (3.9.52), on obtient

-1

(Aa(U2). X2 < O ol (3.9.53)

3.9.3.3 Estimation de ((VA3(U;€,3))6,XL> et de (V2 A4(Up_4), Xn v>

_ N6
/ I/Ag(Uk,g)% = 52/ wzp{z/Uk,g}é {%} dvds. (3.9.54)
Q, n,8
D’aprés la formule (3.8.20) de la proposition on a
g N 0s
{Z/Uk,g} (s,v) = ag(r ) fe(v, ) (3.9.55)

*

(=

—

ou les fonctions a; sont des moyennes des traces des champs lointains et les fonctions f, peuvent s’écrire a partir
des fonctions profils. On sait de plus que :

af(g) € Loo(0727r)7 fl(y S) € Lloc(R2)7 f[(l/,s-i- ]-) = f@(ya 8)7

et que
11
AC>0 ) Yv>1/2, Wselo, ol |fws) <G V2 (3.9.56)
En utilisant le lemme [3.9.5] et (3.9.56]) on montre que
§ X 1 3/2°1 k71
| waswea) 2 <82 (D) 5 ol < €L llingey- (3.9.57)
Enfin, par des méthodes similaires, on montre que
5 XnT 1 k=3/2 1 nt!
| a0’ <or e (1) bl < 02T e 3959
n

Les estimations (3.9.40), (3.9.53), (3.9.57) et (3.9.58) montrent la proposition [3.9.3]

3.9.4 Estimations d’erreurs optimales

En regroupant les résultats des propositions et on obtient le résultat suivant
Hu5 - (U)Z,(;HHI(Q) <C (77"71 + 67’7/25> . (3.9.59)
Choisissons 7 = 6"~ 2/*~1, Comme n~%?2 < §"*!, on a

[ = (@) sl] 1y < €82 (3.9.60)

On peut maintenant déduire aisément la proposition que 'on rappelle ici :



50 Chapitre 3. Développement asymptotique

Proposition. (rappel de la proposition Soient 0 < v < 7. et O, = {(z,y) € R?, |\/22 +y2 — R| > 7}.
Pour tout n € N, il existe une constante Cy,, > 0 et, pour tout 0 < v < r,, une constante 6, > 0 telle que

n
Vo <8y, fut =) 6 urlma,) < Cn st (3:9.1)
k=0
Démonstration. Soient v > 0 et n € N. Choisissons ¢ suffisamment petit pour que (u):;?3 coincide avec les
n + 3 premiers termes du développement en champ lointain ZZ:S’ §Fuy, dans . On peut par exemple prendre

§ < 4"/t Alors,

n n+3
HU6 —Z(SkukHHl(m) < ||U(S - Z 5kukHH1(Qn,) +omtt ||un+1||H1(Q.,) +ont ||un+2||H1(Qw) AT ||un+3||H1(Qﬂ,)
k=0 k=0
n+3
Comme u® — Z oFuy = u® — (u);‘;g?’,
k=0

n
HU6 - Z 5kuk”H1(Qw) < HU6 - (U)Z,JEBHHl(m) +om ||un+1||H1(QW) +omre ||un+2HH1(Q~,) +ont? ||un+3||H1(QW) :
k=0

Mais, d’aprés (3.9.60)),

lu® — (W52 o,y < C6™H,

et de plus uy41, Upy2 et uy43 sont bornées dans HI(Q.Y) si bien que

||u5 o ZékukHHl(Qw) <C (5n+1 +5n+2 + 5n+3) < ol e
k=0

3.10 Annexes

3.10.1 Preuve de la proposition (3.5.4

Proposition (Rappel de la proposition [3.5.4). Posons Bt = {(v,s) € Rt x] —1/2,1/2[}. Soit f € L*(B*) N
VL(BT)NC>®(BT) satisfaisant la propriété P>, et soit u une fonction de W (BT) N C>(BT) vérifiant

AU = f dans BT

[3-5.15)
2U(0,5) =0

Alors U satisfait la propriété P> et il existe une constante a et une fonction w € V' (BY) telles que

U=a+w dans BY (i.e pourv > 2)

1/2
De plus, pour tout v > 2, / w(v, s)ds = 0.
~1/2
1/2
Démonstration. Soit u(v) = / u(v, s)ds. On va étudier u d’une part, puis u — @ d’autre part.
—1/2

e Etude de u :
Il est clair que

<400 et [[@]|p2g+) < +00.
L*(R)

u
H\/1+I/2
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En effet,

2 +o0 1 1/2 2 +oo 1/2 |U|2
< / — / u(v,s) | dv S/ / s dsdv.
L2(R) o 1+v —1/2 0 12 1+

Par ailleurs, comme f vérifie la propriété P> et f € V1 (B*) alors, pour tout v > 2

u
Hvl—l—y2

B 1/2
fv) = / f(v,8)ds = 0.

—-1/2
On en déduit que
% =0Vv > 2,
si bien que @ = a + vb quand v > 2. Comme H 11/2 L) < 400, b = 0. Donc
W =a dans BT. (3.10.1)

e Ktudedew=u—1u:
Nous allons montrer que w appartient & V! (B). Tout d’abord comme w appartient & W' (B™) et que @ = 0, w
appartient & L2(BT). De plus, il existe une constante Cp > 1 telle que

va”L?(Bﬂ > Cp Hw”};2(5+) . (3.10.2)

Posons B;f := BT N {r <1p}. Soit 7 > 0; on a d’une part

1/2
vw,vweﬂl+/ M

) 5 w(vp, s)e"ds :/ (f — fwe™,
—1/2

Bt

Bj—(J Yo

et d’autre part,

1/2
/ Vuw - Vwe ™0 — / Mw(yo, s)e™ds = / fwe™.
BH\B}: 12 Ov BH\B,

Ainsi,

/ Vw - Vwe™e™ < / (f — flwe™ Jr/ fwe™"°.
B3, B, BH\Bif,

YVw - V(we™) §/ (f — Hlwe™ + /B+\B+ fwe™vo,

B, B,

De méme,

Donc, si 7 <1/2

TV aw— aiw TV TV
/B+ |Vw|?e™ + /Bio T <8uw + 8uw> e S CNfe™ (| L2y lwll L2y - (3.10.3)

Yo

Mais, si 7 < 1/2,

0 0 2
/ |Vw|?e™ —|—/ r(Ew+ L) e = / |Vw|?e™ — T—/ lw|?e™
Bt Bt ov 31/ B 2 B
20 0] 0

v v

1 1
2 7/ ‘VU)|26TV+7(CP—T2)/ |w|2eﬂ/
2 B;r 2%/—/ B,f
0 >0 0
1
>

- v 27'1/.
2/8;ro wle
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Donc, Yy > 0, V7 < 1/2,
L 190l < O sy sy

0]

En passant a la limite sur vy, pour tout 7 < 1/2,

/ |Vw|?e™ < C,
Bt

puis, par l'inégalité de Poincaré, pour tout 7 < 1/2,

/ lw[?e™ < C.
B+

A Taide de l'inégalité précédente, on peut améliorer la borne maximale pour 7 : en effet, on a peut maintenant
écrire, pour tout 7 < 1:

<C
L2(B+)

TV/Q’

/ |Vw|?e™ < C erT”/Q‘ ‘we
55, L2(B+)

si bien qu’on obtient finalement, pour tout 7 < 1,

/ IVw|2e™ < c\
Bt

feru/Q‘

L2(B+)

et, de méme, pour tout 7 < 1,

/ |’LU|2€TV SCerTV/Q‘
B+

L2(B+)

Donc w est exponentiellement décroissant et appartient a V1 (B).

On a donc montré qu’il existe une constante a € C et une fonction w € V* (B) telles que

1/2
u=w+a dans BY, avec / w(v,s)ds =0 Yv>0.
—-1/2
Par une décomposition en série de Fourier, on montre alors que u satisfait la propriété P°. O

3.10.2 Quelques propriétés des fonctions "profils"

Enongons d’abord un résultat technique préliminaire :

Proposition 3.10.1. Soit U € V! (B) satisfaisant div(e *VU) = div g — f dans D'(R?), o
— f appartient o L*(B) NC™(B*T) N VL (B¥), est 1 périodique en s et satisfait P>,
~ g appartient & L*(B)2NC>®(B*)?2 NV (B*)2, est 1 périodique en s et satisfait P>.

Alors,
[ZN(U)]:—GOC/Bf et e;ol[éD(U)]ze;ol(éN(U)>[KD(./\/)]+/Bg-VN+/BfJ\/. (3.10.4)

Démonstration. Soit xT € C®°(R), une fonction de troncature satisfaisant

1 siv>4,
Xt (v) = (3.10.5)
0 siv<3.
On pose
X~ (v) == xT(-v) et x:=x"+x". (3.10.6)
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Comme f appartient a V! (B¥) et satisfait la propriété P>,
1/2
Vv > 2, / f(v,8)ds =0.
—1/2
De méme,

1/2
Yiv| > 2, / g(v,s)ds = 0.
—1/2

On en déduit en particulier que / fx= / g-V(1—x) =0 sibien que
B B

€

L) == [ vova-y == [a-0r=- .

Pour obtenir la seconde égalité, nous introduisons U := U — 5 (U) xTv — I (U)x vet N := N —v.

appartiennent & W1(B) et vérifient
div(e'V0) =divg — f — e 61(U) 20T + (xH)"v) = e 6(U) 20 + (7)),
At —e))

div (6_1V/\~/) = — 5 >
)+ ")) = / (2(x7) 4+ (x7)"v) = 1. On a d’une part

Remarquons que /
B

B

[ WOV =~ (WEW) G W) - [ g vX - [ 1,
B B B

_E;Ol<e:(U)>[zD<N)]—/Bg-vN—/BfM (6N)) =0)

et d’autre part

—/ VU - VN /(6_1—6;01)8,,0',
B B

_ —(e;l)[eD(U)]+[Be—1vU.vy,

= N6+ [ vt [ vm

En combinant les égalités (3.10.7)) et (3.10.8)), on obtient

e, e N N ) .
2(U)] = 2 (G5 U)) [ (N)H/Bg VN+/BfN

3.10.2.1 Propriétés des fonctions V¥ et calcul de [/, (V,F)] et [¢x(V,F)] pour n <2

Lecasn=1k=1:

La fonction Vi! appartient a V}r(B) et est solution du probléme

o, (e h) et —e))
{rfdlv (e 1VVll) =g T T dans D' (R?),
<€D(V11) > = <€N(V11) > =0.
En appliquant la proposition avec f =0et g = (0,(ex} —€ 1) /r.), on a de plus
ON
ED 1 2600/ -1 —1\Z'Y €N 1 —0.
(6] == [ (@ -G ()] =0

Symétries :

UetN

(3.10.7)

(3.10.8)

(3.10.9)

(3.10.10)
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— Symétrie en s (e(v, —s) = €(v, s)) : Vi! impaire en s et
(V)] =0.
— Symétrie en v (e(—v, s) = €(v,5)) : V{! paire en v et
(6] =0,
Lecasn=2k=0:
La fonction V3 appartient a V}F(B) et est solution du probléme
div (e'VVY) = —w?u dans D' (R?),

(3.10.11)
(6s(V3) ) = (£(V2) ) = 0.

. 2
Soit Vo) = Vi’ + LLOOWQ%X(V) ol x est la fonction de troncature définie par (3.10.543.10.6)). Alors
(V)] = (V)] (V)] = [6(VD) ] (1)) = (6(V5)) = 0, (6:(15)) = (£u(V5)) = 0.

De plus,

5 2
div (671VV20) = —w? (u(l = X) = 2poo X'V — umx”é) dans D' (R?),

Xv=[(1=x), [ &=, | (v =0,
B B B B B
Locy= [ ooy [ aom—o (3.1012)

si bien qu’en appliquant la proposition [3.10.1| avec f = +w? (u(l —X) — 2l X'V — uoox””—;) et g=0,0na

On remarque que

/2 ,1/2

() =wien. [

pNdvds, [Lu(Vy)] = eoowQ/ Hoo — M- (3.10.13)
-1/2J-1/2 B

e Symétries :
— Symétrie en s (e(v, —s) = €(v, s), u(v, —s) = p(v,s)) : V3 paire en s
— Symétrie en v (e(—v, s) = €(v, 5), u(—v, s) = u(v,s)) : Vo) paire en v et

[6(V2)] = 0.
Lecasn=2k=1:
V3 appartient a Vi (B) et satisfait
10

oV et ovi
(-1 n__+ 9 —10Vy 1 /o2
div (e 'VTVY) = o <21/e ey ) + v dans D' (R*), (3.10.14)
<£D(V21)> = <£N(V21)> =0.
-1 9171 1
On peut appliquer la proposition [3.10.1f avec f = - vy et g = (—i2ye*1%, 0) on a
re OV Ty ov
€ [ o 1 OViON 0V Ny / etovi
[0a(V)] = = /B e GLO TN (6] = e [ S5E 0 (3.10.15)

e Symeétries :
— Symétrie en s : V3! impaire en s et
[66(Va)] = [6:(V5)] = 0.
— Symétrie en v : V3! impaire en v et

[6u(V3)] =0.
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Lecasn=2k=2:
Vi appartient a Vi (B) et satisfait
10 etovt et
di —1 V2 - _ = —lvl _771_7(1 DI R2
v (6 . 2) 7y 08 (6 1) re Os r2 ans D'(R%), (3.10.16)
<€D(V22)> = <€N(V22)> =0.
~ 9 9 102
En posant V5 = V5 + ﬁ?x(y), ona
div (6_1V‘~/22) =divg— f
ou
et 8V1 et 8V1 €1 €odt
— (e 1 _ _ 2 o0 ’ _ _
! X 9s r. Os + r2 (1=x) 2 X
— 7& 71‘/1 1—
g = € 1 ( X)7
T
si bien que
-1 911 1o 1/2 1/2 —
[£o(V5)] = oo / - —U\/f/ i\[v +/ / , (3.10.17)
B T« Os B T« 1/2J-1/2 r?
-1_ -1 -1 _ -1 1
o € — € (e —e 1) 0Vy
) = ([ S TR,
e Symeétries :
— Symétrie en s : V2 paire en s.
— Symétrie en v : V3 paire en v et
[0 (V5)] =
3.10.2.2 Propriétés des fonctions W) et calcul de [¢,(W})] et [(u(WF)] pour k<1
Lecasn=0k=0:
On rappelle que W{ = N que N satisfait
div (e 'VAN) = 0 dans D'(R?),
(L(N)) =0, (3.10.18)
(tLN)) =1
On a
1/2 1
[L(N)] =0, [LHLN)] = N(v,s) = N(-v,s)ds —2v Vv > 3 (3.10.19)
1/2
e Symeétries :
— Symétrie en s : A paire en s.
— Symétrie en v : N impaire en v.
Lecasn=1k=0:
W? appartient & V! (B) et satisfait
10 ON et ON
div (e 'VWY) = —— — (2ve ! ——— dans D’
v (VW) T OV ( 31/) - reow (3.10.20)

<€D(Wl)>:< (W1)>
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- 1 2
On pose Wy = WP + —x%. On a
Tx

div (671V’TW10) =divg — f,

avec
1, N
g~—(_Z€ (1—X)2Vga0)7
26;)1 ON , 26501 82./\/ 6_1 ON _18N 26;@1 / 6501 //V2
fi= v Xt v X (au_l) - (=X g, - - T

On en déduit que

1/2
[L(W)] = € WP (v, s) — WP (—v,s)ds Vv > 1/2,
~1/2
0 L ON
[6(WT)] = er /B(l —X) (6 v 6001) =0. (3.10.21)

e Symeétries :
— Symétrie en s : WY paire en s.
— Symétrie en v : W{ paire en v et
[ (W))] = 0.

Lecasn=1k=1:
W1 appartient & V1 (B) et satisfait

. 1
{div (e 1VTW1) = _t(asN) - %/ dans D' (R?), (3.10.22)
(bo(W1)) = (Lu(W1)) =
On déduit directement de la proposition
(W] =0 Vv>1/2, [L(W])]= eOO/B 6: 68%/ = [l (V)] (3.10.23)

e Symeétries :
— Symétrie en s : W} impaire en s et

[ (W) ] = [6(W])] = 0.

— Symétrie en v : W impaire en v.

[x(Wi)] =0
Autres
On peut par ailleurs montrer que
[6(V5)] =0, (3.10.24)
(VO] = —[6WD)], (6] = (WD), (V2] = ~[6(W2)] (3.10.25)

Certaines constantes se simplifient lorsque que € et p sont symétriques :
— Symétrie en s :

[eu(W3)] =
— Symétrie en v : Wi impaire en v.

(V)] = [ (V)] = [e(W3) ] = [£u(W3)] = 0.

3.10.2.3 Tableaux récapitulatifs
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€ et p paires en s | € et p paires en v
Vi impaire paire
N paire impaire
vy paire paire
Vit impaire impaire
V7 paire paire
Wy paire paire
Wi impaire impaire

TABLE 3.1 — Parité des fonctions profils

formule Sym. en § | Sym. en v | sym. en v, s
€oo _ ON
[66(V1)] ( - ) 0 0 0
[£5(VY)] w eoo/ / pNdvds. 0 0
[66(V)] = [ %laﬂ— 15Vw 0 0
x JB
el oy e 1 aN 1/2 1/2 —
V)] | ex (/ T Y 0 0
B T« 0s Tx 1/2J-1/2 r3

172
[£5(N)] €c0 ( 1/2./\/(1/2,3)—J\/(—l/?,s)ds—l)

1/2
[£o(W)] €00 ( » WP(1/2,5) — Wlo(—l/2,s)ds> 0 0
[£(W))] 0 0 0

TABLE 3.2 — Constantes [€D(Vj’“)} et [ED(W;“)]
formule Sym. en s | Sym. en v | Sym. en v, s

[ (V)] 0 0 0 0
(V)] i” [ (o= 1)
[6:(Vs)] 0 0 0 0

el —€ 1 et oV
[4V2)]) oo </B 2 v r ) as,l>

€co
[6x(V5)] — )@ ) 0 0
[6x(V3))] 0 0 0 0
/2 ,1/2 2 oVl

0 (VE £ / / ree 1L dsd —|—/ € — L 0 0
IR ( oL K )%
[6x(V5)] 0 0 0 0

TABLE 3.3 — Constantes [KN(V]’“)]
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formule Sym. en § | Ssym. en v | sym. en v, §
0 0 0 0
[6o(V)) ] 0 0 0
—[4(Vy)] : 0 0
[66(Vy)] 0 : 0
—[6(13)] : 0 0

TABLE 3.4 — Constantes [EN(W;“)}
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Nous allons maintenant pouvoir écrire des conditions de transmission approchées (appelées aussi ATC) en utili-
sant les expressions des problémes satisfaits par ug (3.8.13), uq (3.8.14]) et uy que 'on rappelle ci-dessous :

Trouver ug € HY(Q,) x HY(Q_) satisfaisant

et Aug + W pisoug = f  dans Qg
(4.0.1)
Orttg + iwug = 0 sur 992

[ug]r = [Oruo]r = 0,

Trouver u; € H' () x HY(Q_) satisfaisant
egolAul + w?lioou; =0 dans Qo

Oru1 +iwup =0 sur 99, (4.0.2)
[ur]r = Ao (rdruo )p + [€(Vi) ] (Dguo )p

oyl = [66(Vi)] 25 (rdruo )y = "By (o).

B2@<Uo>r

Trouver up € HY(Q,) x HY(Q_) satisfaisant

exlNug + W pioous = 0 dans O,
Orttg + twug = 0 sur 99,
2 1
8k 0 (WEY] o
[l = Ao (rd )+ [V (o e+ S 60V e (o + 30 H2EI 2 (g
k=0 k=0
) 2
[rOyuzle = [£o(V1)] 57 g (TOrur)r —w By (u1)p — By o (wi)r
- Ll 1 v ] 2
(4.0.3)
avec,
1/2
Ay = LoW)] _— ( N(1/2,s) = N(—1/2,s)ds — 1) , (4.0.4)
T'x T'x —1/2
0
By :i= —w = eoor*/ (Hoo — 1), (4.0.5)
w B
—1 —1 1
o 2\1 _ € — € —1_—1%
By = 6] = e [ S b -G,

Des expressions explicites des constantes [£y(VE) ], [£o (V)] et [£5(WF)] sont données dans les tableaux
[3.3] et En particulier, [£y(V3)] = [£(V4)] = 0. Dans le cas symétrique (i et € pairs en s et v), [(,(V})] =0
et (0o (V)] = [l (W)] = [6u(V5F)] =

Pour obtenir une condition de transmission approchée d’ordre k, nous allons construire un probléme dont la
solution sera proche des k premiers termes du développement en champ lointain Z?:o 8uj. Pour cela, nous
proposons des modéles approchés que le développement tronqué Zf:o 57 u; satisfait si nous négligeons des
termes en O(0%*1). Cette premiére étape nous assure la consistance des modéles approchés. Pour garantir la
convergence des modeéles ainsi construits, il faut vérifier que les problémes approchés auxquels on aboutit sont
stables uniformément par rapport au paramétre ¢. Pour cela, nous devons modifier de facon consistante les
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modéles obtenus dans la premiére étape.

Dans un premier temps (section , nous expliquons en détails la démarche pour construire des conditions
de transmission approchées d’ordre 1 stables dans le cas symétrique (e et p symétriques en v et en s). Nous
généralisons ensuite cette démarche pour construire des conditions de transmission d’ordres 1 et 2 dans le cas
général (section . Nous analysons ces conditions dans la section Enfin nous montrons que les solutions
des modeéles approchés convergent vers la solution exacte quand § tend vers 0 (section .

4.1 Construction détaillée du modéle approché d’ordre 1 dans le cas
symétrique

4.1.1 Probléme d’ordre 1 intuitif

4.1.1.1 Construction d’une premiére condition approchée

Dans le cas symétrique [£,(Vi')] = 0 si bien que les problémes de champs lointains d’ordre 0 et 1 sont donnés
par :
up € HY () x HY () satisfait up € HY(Q4) x HY(Q_) satisfait
el Aug + wipsoug = f dans Qi el Auy + w?isou; =0 dans Qg
Orug + twug =0 sur 01, Oruy +iwuy =0 sur 09,
[uo]r =0, [u1 ]r = Ao (70ru0 )1,
[rOru]r = 0. [Fdrun]r = —w?By (ug ) — Ba s (o)

Remarque 4.1.1. Dans le cas d’une couche mince homogéne ot

6._{ e sily| <1/2, 5,_{ o silv] <1/2,
€ = et p° =

€ StNOM, Loo  SIMOM,

les constantes Ag, By et By sont données par
Ap=20 T ) B e (o — pioo) et Bp= 280 T Ce) (41.1)

Posons @ = ug + dup. Alors @ satisfait

€ AU + Wil = f dans Qu,
0,1 4+ iwil =0 sur 99,
[@]r = 640 (0,03 > +0(8?),

[rovidle = 6 (w2 Bo (f )y = Bz gy (@ )1.) + O(6°).

si bien qu’il est naturel de chercher u$ comme la solution du probléme

chercher u{ € V' satisfaisant
et Aud + w?ioud = f dans Qq,
dpul +iwul =0 sur 69Q, (4.1.2)
[ud]r =04 < rOpud >F ,
ropulle = 6 (~w?Bo (uf )y — Ba g (ud )y -
ou V est I'espace fonctionnel défini par

Vi={ve H(Q")NH'(Q7), tels que (v). € H'(]0,27[) et (v(0))p = (v(27))p}. (4.1.3)
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4.1.1.2 Difficultés

La formulation variationnelle classique associée au probléme (4.1.2]) est la suivante :

YoeV, a®(ud,v)= / €™ fv,
QtuQ-

avec

- 1 27
a’ (ul,v) :/ Vu.Vv—w2uooeoouU+iw/ uv—i—ﬂ/ [u]r[7]p
Qtun- G19) 0

2 2
—5w2B0/O <u>r<@>p+532/0 O (u)p Op (V)

On aimerait montrer que le probléme approché - tout comme le probléme exact, reléve de 'alternative
de Fredholm. Malheureusement, cela semble difficile & prouver car le terme §B; fo O (u ) Op (T ) n'est pas
coercif (ni compact) quand la constante By est strictement négative. Or, il existe des cas pour lesquels By n’a
pas le bon signe : dans le cas d’une couche mince homogéne par exemple (remarque , Sl €g > €oo alors
By < 0. Par ailleurs pour des questions de stabilité, il semble aussi utile d’avoir Ay positive.

Cette difficulté ne semble pas étre simplement un probléme d’ordre technique : en effet, on peut écrire le probléme
temporel associé au probléme (4 en remplagant formellement —iw par 0 :

52 0
et Aud — OOW? = f dans Qg,

&&L‘f — 3tu‘{ =0 sur 99,
[u‘lS Ir =040 <r8ru‘f >

T’

ol = (Bo i (o= Ba g ().

Supposons que f = 0. Quand on multiplie I’équation précédente par 8tu‘15 et que l'on intégre par parties on
obtient

10 1 2

(/‘ (Vul? + cootoaOrul?) + —— [Mﬂ2+ﬁ%/1I@Mwﬂ2+ﬁ%/1|@<ukf)=0

20t \ Ja+na- 0 Ao 0 0 ( )
4.1.4

L’identité précédente est une identité d’énergie si les constantes Ay, By et By sont positives Dong, si les
constantes Ag, By et By n’ont pas les bons signes, le probléme temporel associé au probléme (4 ne sera pas
stable. On peut observer numériquement ce type d’instabilité dans le chapitre 4 de [Sem10].

2m 2m

4.1.2 Deécalage géométrique

Pour contourner ces difficultés, nous n’allons plus poser le probléme approché dans le domaine 2~ U QF mais
dans le domaine Q45 := Q_; U Qgé oll a est une constante positive ou nulle et

Qfsi={ri+ad<r<r.} et Q:={0<r<r,—ad}. (4.1.5)

Nous supposons que § est assez petit pour que le support de f soit contenu dans Q,s. Dans ce cas, nous
n’allons plus écrire les conditions transmission directement sur l'interface I mais entre deux interfaces différentes
I'E = {(r. + ad,0),0 € [0,27]}. Pour toute fonction u définie dans Q4s, on définit

1
j: — —
Uy = Ulp=p, a5, (W), = §(u;t +uy) and [u], :=ul —uy.
Pour construire la condition de transmission approchée, on remarque d’abord que u = ug + duq satisfait

=00, |5| =00
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ainsi que I’équation de Helmholtz homogéne sur Faié

0%u 1ou 1 0%
33 = 73 iaE — W lloo€oou quand 7 =7, £ ad.

Donc, en utilisant des développements de Taylor, on a

B 20 ou
" or

>a +0(8%),

T
ou 1 [ Ou 1 92
oul _ L ou 9 Lo 2 3

{5‘7“] [’"mL* aé(@ gz T uooeoo) (u), +0(6%),

Ou 1 ou
_ 2 _ 2
(u)yp = (u), +0(67) et <8r> o <T87“>a + O(6%).

si bien qu’on va finalement chercher u$ comme la solution du probléme

chercher u € V5 satisfaisant
et Auf + wlusoud = f dans QF;,
Opul +iwul =0 sur 99, (4.1.6)
[u‘ls Jo = 0AF <7‘8,«u‘1§ >a , (a)

rovudle =8 (~w?Bg (ul), = BS £ (ul),) . ()

ou
Vs == {v e H QL) N H' (), tels que (v), € H'(]0,27]) et (v(0)), = (v(27)),}, (4.1.7)
et ) 5
AS:AO+T—a7 BS = By + 20jtc0esers, Bg":Bg—&—r—a. (4.1.8)

Par construction, le probléme précédent a les mémes propriétés de consistance que le probléme . 11
faut par ailleurs remarquer qu’il existe une valeur critique a, > 0 a partir de laquelle, pour tout a > «., les
constantes Af, Bf et B sont strictement positives. Cette propriété va simplifier considérablement 1’analyse,
les problémes de signes rencontrés pour le probléme ayant disparu avec cette nouvelle formulation.

2
) do.

Le probléme (4.1.6) est équivalent au probléme variationnel suivant : chercher u € Vs telle que

Pour o > «a, nous munissons Vs de la norme

lollva, = llolP L R T I A [T R AR
UlWas = W0 @t 000 T 54, f, 2 ), W 20

aS(w’,v) = —/ oo Vv €V, (4.1.9)
07,ua5,
avec

a’(u,v) = / (Vu- Vo — wpisoeacut) + iw/ uv
QfsuQr; o0
1 27

2 27 a a
bogms |l loly =055 [ G (00,0 + 555
Ao Jo 0

[ 5 a5 (@),

La forme sesquilinéaire a® peut étre séparée en une partie coercive et une partie compacte : ainsi, le pro-
bléme (4.1.6) reléve de l'alternative de Fredholm. On peut en fait montrer I’existence, l'unicité et la stabilité
uniformément par rapport & § & I’aide d’une condition inf-sup :
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Proposition 4.1.2. Soit « telle que A§ > 0 et B > 0. Alors, il existe une constante C,, > 0 et une constante
do > 0 telles que, pour tout § < &g, et pour tout u € Vys.

a’ (u,v)

[ullv,; <Cu  sup (4.1.10)

VEVys,v#£0 HU”VM '

Démonstration. Nous montrons ce résultat par 'absurde. Soit §,, une suite qui tend vers 0 quand n tend vers
+00. Supposons qu’il existe une suite (uy,)nen telle que :
1)

a®m (Up, v)

[tnllyas, =1 et lim  sup =0. (4.1.11)

N0 yeVos, w0 Vg,

Pour travailler dans le domaine QT N Q™ qui est indépendant de &, nous définissons les transformations F°~
and F°F

[O7T*] — [O7T* - 045]7 [T*TC] - [’I"* + 046, r6]7
Fo~ = Fot .= A (4.1.12)
i et B (et ] + et ) 5

e — Q0

— 7y —ad

Puisque DF°* () = Te 71 7V ot DR (z) = I, DF* tend uniformément vers la matrice identité
Te—T

quand § tend vers 0. De méme, |det(DF ‘HE)| tend vers 1. De plus il existe quatre constantes C’ljE and C’2jE

indépendantes de § telles que

T

cf ’h‘ < ’DF‘&E’ <Cf ‘h‘ Vh € R?,
Cf < |det(DF°F)| < C5.

Nous munissons I'espace V := {v € H'(QT) N H(Q7), (v) € H(T')} de la norme

1 2m 2 0 (v) 2

2 2 2 2 @ 2

= + Nt — df + 0B oo + do. 4.1.1
vl ||v||H1(Q+) ||UHH1(Q ) 5A8/o (]l 2 M /0 <|<”>| ‘ 90 ( 3)

Nous définissons alors @, € V
Up 0 FOT(2) if |&] < 7y,
Un (Z) = s
up 0 FO7(&) if |2] > 1,

et la forme sesquilinéaire a°"

a’r (G, 0) := a’r (Un,v),

::/ (DF™*(2)")(DF™ (&)™) Vi, - Vi |det(DF5+)|+/ iwiy,vdo
Q+ o

+/ (DF°~(2)"Y)(DF°~ () ")V, - Vo |det(DF°™)|
—/ [loo€cow U |det(DF5+)|—/ [ioo€oow’ U |det(DFOT)|
Qt Q-

79 () 0 (0) o
+6,B% / n df — 6,w?> B / @) (D) db
2 o 66 89 0 0 < >< >

1
5, AQ

+ /0 T alde Vo e T (4.1.14)
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En utilisant les propriétés de FOF et I’hypotheése (4.1.11)), on peut montrer qu’il existe deux constantes A and
B indépendantes de § telles que

¢ 0< A< |[in]v,, <B, (4.1.15)

P TN
o sup lE®) (4.1.16)
DEV,0£0 HUHVM

Par conséquent, il existe une sous suite (encore appelée (i,,)) et une fonction g € H'(QT)UH'(Q7) telles que
G, — 0 faiblement dans H*(Q"),
Un, — g faiblement dans Hl(Q*),

{iy, — G faiblement dans H'/2(T%).

1 2
D’aprés (4.1.15) m/ |[@n]|? d6 est bornée, et donc par unicité de la limite faible
nfoy Jo
2m 2m
lim \[an]ﬁde:/ fito]|2 d6 = 0.

Donc [iig] = 0 et donc g appartient & H'(Q). De plus, comme par hypothése ||v/6,, ()| 7, (r) est bornée, on a

27 ~ = 2m
. o o, ov o o B
nl;rglo <5n32 uoo/o <89> <89> db + 6, B3 ,uoo/o (un><v>d9) =0 Yv e V.

Par conséquent, en passant a la limite dans la forme bilinéaire (4.1.14)) en utilisant des fonctions tests appartenant
a H'(Q) NV, on obtient

0= / Vi - Vo 7w2umema0@+/ iwiys Yo € HY(Q)NV.
Q onN

Comme H'(2) NV est dense dans H'(Q), I'inégalité précédente reste valide pour tout fonction de H(£2) : on
obtient

0= / Viig - VU — w? oo €00 TigD +/ iwiet Vv € HY(Q).
Q o0

L’équation précédente n’est autre que la formulation variationnelle associée a la résolution de I’équation de
Helmholtz dans € avec une condition de radiation d’ordre 1 sur 9€2. Or ce probléme est bien posé. Donc 4y = 0.
Par conséquent i, tend fortement vers 0 dans L?(QF) et \/(i (ti,,) tend fortement vers 0 dans L?(T"). Pour
terminer la preuve et obtenir une contradiction on montre que ”a”H%/&n tend également vers 0. En effet,

linl,, < € (107 (@, )] + Ninl3ze) + lnlF2gay + V6 (i) [Faqr) )

Comme le membre de droite tend vers 0, on en déduit que [|@, |3, tend vers O ce qui contredit 'hypotheése

@ 1.15). O

4.1.3 Construction d’un modéle décentré

On a montré que pour tout w, il existe une constante dy telle que pour tout § < &y le modele [I.1.6] est bien
posé. Malheureusement nous ne savons pas montrer que la constante dg est indépendante de w. On peut méme
montrer que dans certaines situations le probléme est mal posé :

Proposition 4.1.3.
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— Pour tout o > «, Uensemble des fréquences pour lesquelles le probleme (4.1.6]) est mal posé est inclus

B% 4
dans l’ensemble {kQBz" — m, ke N}.

— De plus, on peut montrer qu’il existe des configurations pour lesquelles (4.1.6]) a des solutions non triviales.

Démonstration. Supposons que u satisfait le probléme avec f = 0. En prenant la partie imaginaire de
la formulation variationnelle , il est facile de voir que u = 0 sur 9f). De plus la condition limite sur 0f2
donne 9,u = 0 sur 9N si bien que par le théoréme de prolongement unique (cf. lemme 8.5 de [CK98|) v = 0
dans QI&- Donc uf = (rd,u)f = 0. On peut par ailleurs décomposer u en série de Fourier dans Q_ :

wi= Zun(r)eme. (4.1.17)

Les conditions de transmission ((4.1.6])(a)-(b)) donnent alors

1 5451 [z | o
Vn€Z 2 -
’ 4 « « aun
5(“232 — BO w2) 1 (Tar) 0

ou
Par conséquent les traces (u,), et (ra—n); ne peuvent étre non nulles que si le systéme précédent est dégénéré,
r

c’est & dire que

On va maintenant présenter un configuration particuliére pour laquelle le probléme admet des solutions non
triviales. On se place dans le cas d’une couche mince et on prend o = 1/2 , r, = 1 et €so = fioo = 1. Les
constante Af, Bf et BS sont alors données par

1
A(Of = €0, BS“ =g, B3 = P
0

Comme u appartient & H 1(Q;5) et satisfait I’équation de Helmholtz, on peut décomposer u sur la base de
fonctions de Bessel J,, :

u(r,0) = Z Cndn(wr)e™?.
nez

Soit N € N. Par définition § = 27/N. u est une solution non triviale il existe n € Z, telle que

W <n2 _ NQ)
2 )
660”0 ; T 5 5 (4.1.18)
w (=57 (w1 - 9) 44 (w1- ) =0

Posons, g, (1) = €ow 3 (1 — $) J) (w(l — %)) + J, (w(1 = 3)). On va tracer la fonction g, pour trois valeurs de
N : N =30, N =60et N =90. On choisit ¢ = 0.01, et pour chaque N, on définit n comme 'unique entier tel
que % <n< % + 1. Dans ces trois cas, on peut vérifier que /A < 0.1 a l'aide de la formule suivante :

5:277Tww/60/1,0:i n2_N2

AN 2 N w2

On fait d’abord varier pg entre 1 et 6 (fig. . On remarque que g,, admet plusieurs 0 ce qui prouve qu’il
existe des configurations et des fréquences particuliéres pour lesquelles le probléme centré est mal posé.
Par contre, quand on fixe €, il semble que plus N est grand plus les points pour lesquels g, s’annule se
concentrent autour de 0 (cf ﬁg : /€opio doit rester petit. Ainsi, dans le cas particulier étudié, les pro-
bléemes d’unicité interviennent quand il y a un fort contraste (y/€gjio << \/€softos), zZone dans laquelle notre

développement asymptotique n’est pas approprié.
O
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77
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FIGURE 4.1 — courbes représentatives de g, en fonction de pg pour N = 30, N = 60, N = 90, N = 400 et
N = 800.

On peut cependant "forcer" 'unicité en utilisant des conditions de transmission décentrées. On remarque en
fait que u = ug + duy satisfait

(Wa =(u), * %[U]a = (u)o +0(8) et (rou)y = (rdru), +0(8)

si bien qu’on peut modifier le probléme de maniére consistante en remplagant (u ), par uZ dans (4.1.6}(b))
et (rd,u), par (ro,u)E dans (4.1.6}(a)). Nous proposons alors le modéle suivant :

chercher u‘f € V,s satisfaisant
et Auf 4+ wioou = f dans QF;,
Orud 4 iwul =0 sur 99, (4.1.19)

[uf Jr = 6AG (roud)f, (a)
rovulle = 6 (~w?Bg(ud)s - BS m(u)z) . (0)
ot 'espace V,s est défini par
Vos = {v e HY(Q ;) N H' (), tels que v, € H'(]0,2n() et v(0), = v(27), }, (4.1.20)

Le probléme [4.1.19| est équivalent au probléme variationnel, chercher u$ € V,s telle que

a®(w’,v) = —/ €oofT Vv € VY, (4.1.21)
07005,

avec

a’(u,v) = / (Vu- Vo — wPpisesoud) + iw/ ud
Qb uas; o0
27 b B

1 _
20 (u),, 2 (v),, db. (4.1.22)

27 27
bogms | ol =088 [ ), (0),0+ 555
AGo Jo 0

Proposition 4.1.4. Pour tout 6 > 0, le probléme admet au plus une solution.

0

Démonstration. Supposons que u satisfait le probléme avec f = 0. En prenant la partie imaginaire de
la formulation variationnelle , il est facile de voir que w = 0 sur 0f2. De plus la condition limite sur 02
donne 9,u = 0 sur Jf) si bien que, par le théoréme de prolongement unique (lemme 8.5 de [CK98]) u = 0 dans
Q5. Donc uf = (rd,u)f = 0. En utilisant (£.1.9)-(a), on voit immédiatement que ug =0 :

uf —up = 6AY (rou)f .

s i

Puis en utilisant la seconde condition de transmission (4.1.9)-(b), on a (rd,u), = 0 ce qui termine la preuve. O
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On en déduit alors le résultat d’existence, d’unicité et de stabilité suivant :

Proposition 4.1.5. Choisissons a tel que Af et BS soient positives. Alors, pour tout § > 0, pour tout w > 0,

le probleme est bien posé. De plus

5 5 aé(uav)
Vég > 0, Vw >0, IC telle que Vu € Vo5 < C°  sup .
vevas\{o} [Vllv.,

(4.1.23)

Démonstration.

— Soit 4 > 0 et w > 0. Comme le probléme (4.1.19) reléve de alternative de Fredholm et qu'on a de plus
montré I'unicité dans la proposition le probléme (4.1.19) est bien posé ce qui signifie que
a’ (u,v)

<C° sup

V6 > 0,Yw > 0,3 C% > 0 telle que ||ully,, < Bl
vEVs\{0} [V]lvas

(4.1.24)

— De plus, de la méme maniére que pour le probléme centré (4.1.6)) (Proposition [4.1.2)) on peut montrer une
estimation de stabilité indépendante de ¢ :

a’(u,v)

Yw>0,3C, >0, 3dw) >0, VI<h(w), ul,, <C, sup

< . (4.1.25)
VEV4s\{0} lvlv.s

— Pour terminer la démonstration, nous allons montrer par labsurde que §p est indépendante de w
inf dp(w) > 0) : si (4.1.23) est fausse, alors il existe dy > 0 et w > 0 telles que
(it dofe) >0 ; q

s
a’(ug, ,v
Vn € N,3 (6n)nen vérifiant 0 < 6, < do, et il existe us, |[|us, [v,,, > n  sup ar(us,,v)
vEV4sn \{0} 0115
D’aprés (4.1.24), Vn € N, C’i" > n. Donc lim Cg" = 400.
n—oo
Mais, par (4.1.25), 3ng € N, ¥Vn > ng, dp(w) < 0, < dp. Donc ,, est bornée, et admet une sous suite
toujours notée d,, qui tend vers d, quand n tend vers +oo. Ceci implique que C’f)* > 400 ce qui contredit

(F.1.24).

O
Remarque 4.1.6. A la place du probléme décentré , on aurait pu étudier le probléme
chercher uf € VZ& satisfaisant
e Auf + Wil = f dans Q;,
Opul +iwul =0 sur oL, (4.1.26)
[uf]r = 0AF (ro-ud)r, (a)
rovulle = 8 (~w* B (ud)s = BS G (ud)t). ()
ot l’espace V;L; est défini par
vho={ve H QL) N H' (), telles que v} € H'(]0,27[) etv(0)F = v(2m) }. (4.1.27)

Ce dernier probleme correspond au probléme dans lequel on a inversé le sens du décentrage dans les
conditions de transmission. Bien sur, ce probléme est bien posé et a les méme propriétés de stabilité que .

Par ailleurs, quand o > a, (A5 > 0,B§ > 0 et BS > 0), tout comme pour le probléme centré, le probléme
temporel associé au probleme décentré satisfait Uidentité d’énergie

10 9 5 1 2m ) /2ﬂ . /Qﬂ— »
~ oo SB2 5Be _
20t (/Q:ém;é(Vu + €cotoo|Orul”) + 5A3/0 [ulr]® + 08§ ) |0u |2 + 6 BS 0 X 0
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4.2 Construction de modéles approchés d’ordre 1 et 2 dans le cas
général

Nous souhaitons maintenant étendre la démarche expliquée dans la partie précédente pour construire des modéles
approchés d’ordre 1 et 2 dans le cas général (u et € ne sont plus forcément symétriques). Nous écrivons d’abord
les modéles approchés "naturels" que I'on obtient directement & partir du développement asymptotique tronqué.
Puis nous en déduisons une autre série de problémes centrés posés dans Ql‘a UQ ;. Enfin, pour assurer 1'unicité
nous proposons aussi une série de modéles décentrés.

4.2.1 Une famille "naturelle" d’ATC

En utilisant les problémes vérifiés par (4.0.1), (4.0.2)) et (4.0.3)), on peut écrire les problémes approchés naturels
sous la forme suivante

et Al + wpsoud = f, dans O U Q7
[uf] = S (1) + K54 () s

] 4.2.1
[TBOL}} — Dok <uz> _ ok <7"%> sur T, ( !
9 §
% + iwug =0, sur 012,

ou 8%k KOk DOk sont des opérateurs surfaciques locaux sur I’ définis par

85,0 _ ’CS,O _ D§,0 — O,

85,1 _ 5140 86’2 _ 86,1 + 52 [‘gD(Wlo)]
T ’
0 2 o
81 _ 119 62 _ 30,1 2 It 9
K =0l (Vi) )55, 0% =K+ ;é%[fD(v;>]aee7
51 2 g O 52 _ il 4 52 1y 9
D> :5<—Bow —32892), D> =D +9¢ ;T*MN(V?))]W

K est I’adjoint de K, i.e
[@ ods = [ o Twas
r r
pour toutes fonctions ¢ et 1 définies sur I'.
Remarque 4.2.1. Dans le cas symétrique, les ATC d’ordres 1 et 2 sont les mémes (voir les tableauz et

Tout comme pour le probléme d’ordre 1, on aimerait montrer que les problémes (4.2.1)) sont bien posés. Pour
que ces problémes relévent de l'alternative de Fredholm, on aimerait que By soit strictement positive ce qui
n’est pas garanti en général.

4.2.2 Deécalage géométrique

C’est pourquoi nous proposons une seconde famille d’ATC, posée cette fois sur le domaine Q.5 = QI(; U
oll & > 0 est un parameétre (Qfé sont définis par . On suppose que le support de f est inclus dans Q5.
On construit la nouvelle famille d’ATC en observant que la fonction v = E?:o §7u; définie pour k = 0,1 ou 2
satisfait

=00 |5] o0
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et
0%y 10u 1 0%u

= -~ —wlesou quand 7 =71, +ad.

or? ror r?2 002

En remarquant que

= =22 (5 ) +0@)

ou 1| Ou 1 0% we 3
5] =5 ], 208 (e + 52 o+ 080

(w) = (u), + O(8) et <g:f> _1<T$>Q+O(5Q)’

Tx

et en négligeant les termes en O(§?) ou O(6%), on obtient alors les problémes suivants :

et Aud + wpsoul = f, dans QF; UQ;,

(], = S3* (v ) +K5*(uf),,.

s . oul (4.2.2)
[TWL = Dot (up), — K" <7'W>a )
oud .
6—: + zwui =0, sur 052,
ol
S0 =K =Dy =0
0
SO = §(Ap + 22)7 S§02 — g0l 4 52[613(:[/1)]7
0 2 g
51 _ n 9 5,2 _ 81 | 52 19
Ko =016 (V1) 15 02 =K+ Z%MD%)]W,
DO = § [ —(Bo + 20€no fiooTs )w* — (Ba + 2—“)8—2 D% =Dl 4 5222} [¢ (Vl)}a—z
0 ocoMool x 2 T 692 ) yard *| N\ V3 896

Pour o« = 0 on retrouve bien sur les problémes (4.2.1). Par construction les modeéles (4.2.1) ont les mémes
propriétés de consistance que les problémes ((4.2.1)).

4.2.3 Une famille d’atc décentrées

Enfin, nous donnons une troisiéme famille d’ATC dans laquelle les conditions de transmission sont décentrées.
Tout comme pour l'ordre 1 symétrique, le décentrage permet de prouver 'unicité de maniére directe. Nous
distinguons I'ordre 1 et I'ordre 2, ce dernier présentant une difficulté supplémentaire.

4.2.3.1 Condition de transmission décentrée du premier ordre

On rappelle que pour toute fonction u

Wy = (g =51, et (u,=),+xu,. (4.2.3)
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si bien que 'on peut définir le probléme décentré d’ordre 1 comme

e Aud + wisoud = f, dans QF; UQ_;,

], = 8 (r2) " ke ).
«

_ + (4.2.4)
P, = ), - e (5,
o 1)
% + iwu‘f =0, sur 0f2,
r

qui constitue a priori aussi une approximation en O(62) du probléme exact. On peut aussi obtenir un autre
probléme décentré en interchangeant les signes + et — dans les conditions de transmission.
4.2.3.2 Condition de transmission décentrée du second ordre

La dérivation de la condition de transmission d’ordre 2 décentrée est plus technique. Elle se fait en deux étapes.
Dans un premier on remarque que u = g + du; + 62us satisfait

[u],, = 852 (r2%) " 4 (K32 + 62M) (uh) . + O(8%)

ou| 5,2 (0 \— 30,2 2 ou\ " 3
{rar]QDa (w), — (K" + M) o a+0(5 ),
ou l'opérateur M est donné par
A2 B« AaBa [f (Vl) ]2 82
- 24700 02 D\ V1 v
M = WP ( R 07" (4.2.5)

Si on néglige les termes en O(6%) la précédente ATC a la méme structure que (4.2.4)). Cependant, pour que notre
probléme se préte bien a une formulation variationnelle on aimerait que 'opérateur IC“;’2 + 6°M soit a valeur
dans L2(T'), ce qui n’est pour le moment pas le cas car K%? 4+ §2M contient des dérivées secondes en 6. On
va donc modifier les conditions de transmission de maniére consistante en remplacant I'opérateur K22 + §2M
par un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1. Nous adoptons une démarche classique basée sur 1'utilisation
d’approximations de Padé (cf [HLINO5, [HJ02]).

K3+ 6 M= =14 (6[6(V) ]+ 8*[6:(V5)]) % + 5%2@
+ (1 T {Agfg L [ED(v;)}] s +52[5D(v2°)]) (4.2.6)
On remarque que
(1 + 67 (ASQBg + [/”)D(‘Q/ll)]z + [zD(Vf)]) 5—; +52[4D(V20)}>
_ (1 5 KA%Bg W? ). [zD(vg)]) % + [eD(vQO)]D_ oY, (427)
En posant
K32 2= 14 (L) + 87 6a(V3) ) o+ 0% 2000

o (oo (A2 BUDP ) 2 tom]) ao
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On observe que
KS2 4 02 M = K52+ 0(6%) et K22+ 6°M = K22 + O(6%)

si bien que le systéme d’équations

et Aud + wpsoul = f, dans Q. UQ s,

s\ T - _
(3], =822 (r5) + K32 (ud).

TP (12.9)
] ot ()

o Iy

8712 + iwug =0, sur 02,

sera consistant d’ordre O(6%). C’est cette famille de problémes décentrés d’ordre 2 que I'on étudiera dans la
suite.

4.3 Analyse d’un probléme modéle décentré d’ATC

Dans cette partie, nous allons montrer que les problémes approchés décentrés (4.2.4) et (4.2.9) sont bien posés
et nous allons prouver des estimations de stabilité uniformes en §. En fait, nous allons ici traiter un probléme
plus général qui permet de traiter en une fois les ATC d’ordre 1 et 2 décentrées. Nous considérons les problémes
de la forme

el Aw’ + wpsw’ = f, dans Q75 UQ s,

[w‘s]a =89 (T%—f)Jr + K0 (w‘s); + h,
(4.3.1)

[raauf}a =D (v’), — **Co (7"38—“:;): +y,
ow’

o + iww’ =0, sur 02,
,

ot f, g et h sont des données et oil les opérateurs S%, K2 et D° ont les propriétés suivantes :

Hypothése 4.3.1.

1. 8% : L%(T') — L?(I") est un opérateur autoadjoint défini positif.

2. D?: HY(TI') — H~Y(T) est un opérateur autoadjoint continu.

3. I+K°: HY(T) — L*T) est un opérateur continu et injectif.
Ecrivons d’abord la formulation variationnelle associ¢e au probléme (4.3.1). On note par (-, -) le produit de
dualité entre deux espaces définis sur I' avec pour pivot L?(T") : quand les fonctions sont suffisamment réguliéres,
on peut remplacer ce produit de dualité par une intégrale sur I'. En multipliant la premiére équation de (4.3.1]

par une fonction test v et en intégrant par parties sur ,s5 := Q:(s U s on a (On utilise aussi la condition
limite sur le bord extérieur 92)

N\ + N —
/ Vwl Vo — w?€no ploow’ s dz + iw/ w® © ds + <(r8§":) , (U)I> - <(r8§“:) ) (v);> =
Qs o0 o «
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En utilisant des transformations algébriques, on voit que

(o) )= () o) = (s w0 (r3) - (r) ;)

H((r2)! - e ;)

On rappelle que
Vos = {v € H'(QF; UQ;) telles que (v), € H'(T')}.

La formulation variationnelle associée au probléme (4.3.1)) est donnée par : chercher w’ € V5 satisfaisant

s (W, 0) + b (((wé)i , (wé);) , ((v); , (v);)) = los(v) (4.3.2)
pour tout v € Vs, ol

s (w,v) = / VwVo — wQEOOMOOwﬁ dxr + iw/ wvds
Qa5 o0

pour tous w et v in H* (1, UQ ),
bs((¢F,¢7), (WF,07)) = (D%, &™) +((S°) (@ — (T +K°)¢7), ¥+ — (I +K)p™)
pour tous (¢7,¢7) et (¢¥F,97) dans L?(T") x HY(I'), et

fasl0) == [ (Felide = (g, (0)7) = ()7, 0)F = (T + %) )7

pour tout v € V5.

Proposition 4.3.2. Soit f € L*(Qys), g € H(T') et h € L*(T). Sous Uhypothése[4.3.4, on a
— w® € Vs satisfait si et seulement si w® € Vo5 satisfait au sens des distributions dans Qgs
et au sens des traces pour les conditions limites et les conditions de transmission. La premiére condition
de transmission est une égalité entre fonctions de L*(T') alors que la seconde est une égalité entre deux
fonctions H=1(T).
— La probleme a au plus une solution w’® dans Vos.

Démonstration. Le premier point de la proposition est évident. Il suffit d’interpréter la formulation variationnelle
en terme de distributions.

Pour montrer 1'unicité, supposons que £,s = 0. Dans la formulation variationnelle (4.3.2), prenons v = w
comme fonction test. En n’étudiant que la partie imaginaire, on en déduit que w? = 0 sur 9. Mais en utilisant la
condition d’impédance sur 952 on en déduit que 9,u = 0 sur 9. Par conséquent, par le principe de prolongement
unique, w® = 0 dans Q:(;. La premiére condition d’interface donne alors (I + k%) (w‘s); = 0 si bien que par

5

injectivité de (I + k%), (w5); = 0. Puis, la seconde condition d’interface donne (8w5/81"); = 0. De nouveau,
par le principe de prolongement unique on en déduit que w® = 0 dans Qs O
Pour montrer existence et la stabilité, on doit ajouter quelques hypothéses sur les opérateurs S°, K% et D?.

Hypothése 4.3.3.

1. Les opérateurs S° : L2(T') — L*(T), D? : HY(I') - H~Y(T), K° : HY(I") — L*(I") dépendent contintiment
de § > 0.

2. Il existe des constantes ¢; > 0 et co > 0 indépendantes de d telles que
c18]|¢l 72y < (8%, ¢) and  [S¢llL2ry < c2d|l@llL2qy  pour tout ¢ € L*(T).
3. Il existe trois constantes ¢; > 0, co > 0 et ¢3 > 0 indépendantes de § telles que
(D0, ¢) > d(crllgllinry — c2lldlZzry) et 1P°lla—1(r) < esdlldllary

pour tout ¢ € H(T).



74 Chapitre 4. Construction et analyse de conditions de transmission équivalentes

4. Il existe une constante ¢ > 0 indépendante de § telle que
||IC5¢||L2(F) < cd|pllgrry pour tout ¢ € HY(I).

Proposition 4.3.4. Sous les hypotheses de la proposition et en supposant que les hypothéses sont
vérifiées, le probleme a une unique solution w® € Vus. De plus, pour tout 5g > 0 il existe une constante
c indépendante de § telle que

10111 0s) < € (IF 120000 + 672l 0y + 672 0Al L2y ) - (4.3.3)

pour tout § €]0, do].

Démonstration. L’espace Vo5 muni de la norme |[w®|7 = := ||w‘5\|%{1(9&5) + I (w?), ||%{1(F) est un espace de
Hilbert. En utilisant I’hypothése on voit que pour tout d > 0, le probléme (4.3.2) reléve de l'alternative
de Fredholm. Ainsi, I'existence d’une solution provient directement du résultat d’unicité de la proposition [.3.2]

Nous allons démontrer I'estimation de stabilité dans le cas ot @« = 0. La preuve dans le cas a # 0 est exactement
la méme que a = 0 sauf qu’il faut au préalable faire le changement de variable (4.1.12)) qui transforme Q;‘a and
Q_sen Q4 et Q. On peut ainsi travailler dans le domaine fixe €2 := QS‘ Uy .

Soit 0y > 0 fixé. On appelle 75 : V¥ — VY I'opérateur associé a la forme bilinéaire . D’aprés le premier
point de ’hypothése m il est clair que 75 dépend continiment de § € [01, Jp] pour tout d; > 0. Comme de
plus cet opérateur est inversible pour tout & € [41, dp], Uopérateur 7:;1 est uniformément borné par rapport a
§ € [61,00]. L’inégalité est alors § € [0, dp] mais la constante ¢ peut dépendre de §;. On va montrer par
P’absurde que cette constante ¢ reste bornée quand §; tend vers 0. Remarquons d’abord un point important,
que 'on déduit directement de en prenant comme fonction test v = w? :
Soient

N (w) = [[wlF gy + 0l ()™ ey + 3 ()™ = (T +K2) (w) )72
et

€ = | fllz2(@us) + 6 2lgllm-1 ) + 6210l 2 ry

alors il existe deux constantes C'; and (5 indépendantes de § telles que,

N (w®) < Cy (||w6||iz(§z) +4]| (w°) |I%2<r>) + Coly N (w?). (4.3.4)

Supposons maintenant qu’il existe une suite J,, qui tend vers 0 quand n tend vers +oco et deux suites w?" et £»
telles que :

(ho™ 12y + 08211 (™), llz2y ) /€ — oo.
Si on pose,
wn = 0™/ (05| gy + 8520 (05) ] ey

et
fon

1/2 —
(el gy + 0221 () 2y

by, =

llwnl 2 @) +55 211 (wn)

allp2 -
7 L@ tend vers foo si bien que

Il est clair que

i =0

On déduit alors de l’estimation que (w,) est bornée dans H* (Q) Donc (wy,) admet une sous suite qui
converge faiblement dans H' () et fortement dans in L?(2) vers une fonction w € H*(2). On peut aussi sup-
poser que (wy,)~ et (w,) " convergent fortement vers (w)~ et (w)t dans L2(I"). De plus, wy, satisfait le probléme
(4.3.1) pour des données f = f,,, h = h,, and g = g,, qui tendent fortement vers 0 quand n — 0o, respectivement
dans L2(Q), L3(T') et H~Y(T). De plus, la premiére équation dans montre en particulier que (Aw,,) est
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bornée dans L2(Q) si bien que les traces normales (dwy,/8,)" et (dw,/d.)” sont bornées dans H~'/2(T). On
peut donc supposer qu’elles convergent faiblement vers (dw/dr)" et que (Jw/dr)” dans H~'/2(T). En passant
a la limite dans les premiére et derniére équations de (4.3.1) on observe que

et Aw + w? pigow = 0, dans Q,

(4.3.5)
5’711) + tww = 0, sur €.
ar

Mais Destimation (4.3.4) implique aussi que ((w,)" — (I + K%*) (w,)”) tend vers 0 dans L*(T") quand n — oo
si bien qu’en utilisant la derniére propriété de I'hypothése [£:3.3]on voit facilement que

[w]=0 on T. (4.3.6)

Par ailleurs, en utilisant toujours 'estimation l) on voit que 652 (wy,)” est bornée dans H'(T). Donc
Do (w,)” — 0 dans H~!(T'). La derniére propriété de I’hypothése implique que *° (r% " 0 dans
H~YT). Par conséquent, en prenant la limite dans la seconde condition d’interface du probléme (4.3.1)), on voit
que

or
Mais nous savons que le probléme (4.3.5)-(4.3.7) admet une unique solution dans H 1((2) si bien que w = 0 ce
qui contredit le fait que ||w|[2(q) = 1. On en déduit aisément qu'il existe §; > 0 et ¢ > 0 telles que

(”w6||L2(fz) + 82| (w?),, ||L2(F)) <el

pour tout 0 < § < d7. L’inégalité (4.3.3) devenant alors une simple conséquence de 'estimation (4.3.4) :

/NS (wd) < CLt? + Col?,

On peut maintenant appliquer le probléme précédent pour montrer que les problémes décentrés d’ordre 1 et 2

[raw]zo on T. (4.3.7)

O

sont bien posés pour « assez grand :

Proposition 4.3.5.

— Choisissons « telle que
2a

2
BS=Bo+ 250 et Ag=Ag+ 2>,
Ty Ty
Alors 8° = S, K9 = K31 et D° = D' satisfont les hypothéses et pour tout § > 0.
— Supposons que « satisfait aussi
AZBS | [P
2 2

alors 8% = 8372, K = 1622 et D° = Dg’z satisfont les hypothéses et|4.3.8 pour tout 0 < § < §y o

+ 6 (V5)] > 0,

§o := min(1/y/[[6a (VOIl, BS /e (VOI, A5 /116(WD)]])

Démonstration. Nous séparons ’étude de 'ordre 1 et 2.

— Ordre 1 : 56 96
562 Ki’%Zﬂ%Wf)]@
Il est clair que les opérateurs SO', D% et &' sont continus et dépendent contintment de & (hypothése
1). De plus 'opérateur I+K2! est un opérateur injectif de H'(I') dans L2(T"). Par ailleurs, I'opérateur
851 est un opérateur autoadjoint positif si et seulement si AS > 0. Sous cette condition I’hypothése m
est satisfaite. De méme, il est facile de voir que Sg;l vérifie 'hypothése 2si A§ > 0 et que I'hypothése
[4:33}4 est toujours vérifice. Enfin,

w?¢@=—wﬁﬁﬁwﬁwmgﬁmm%

si bien que I'hypothése 3 est vérifiée si BS > 0

Syl =045,  DY'¢=—0w Bi¢— By
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— Ordre 2 :
8329 = o5+ Lo
4,2 2 pa aa2 2 0 2 2 62¢
D¢ = —6w By — 6B5 =5 + 8. [s(V3) o + 6%ru [ (V) | 55
K326 = K% = =1+ (6[6 (V)] + 8°[6:(V5)]) % + 5%2@
aRo —1
+(152 KAosz N MD(?I”2+[€D(V§)]);;HKD(VQO)]D

Tout d’abord, il faut s’assurer que K%2¢ est bien définie. C'est le cas si AYBS/2+ [ (ViH)]2 /2405 (V)] > 0
et 6 < 1//][¢o(VY)]|. Sous ces conditions, il est alors clair que (I +K%'¢) est injectif, continu et dépend
continfiment de 4.
Par ailleurs %2 et D22 sont continus et dépendent contintiment de §. Une condition suffisante pour avoir
la positivité de S3? est que A§ soit positif et que § < AS/|[6s(WP)]].
Enfin, pour vérifier 3, il faut que B — dr.[¢x(VE)] soit positif ce qui est le cas si on choisit BS > 0
et 0 < B /r.|[ (V)]

O

4.4 Convergence des modéles approchés

On va maintenant montrer que les solutions des problémes (4.2.4)) et (4.2.9) tendent vers la solution exacte u°
du probléme initial (2.1.142.1.2)). Posons

Q, = {(z,y) € R? |22 + 92 — 1| > 7}.
Le résultat principal de cette section est le suivant :

Proposition 4.4.1.
— Supposons que les conditions d’application de la premiére partie de la proposition [[.3.5 sont vérifiées.
Alors le probleme a une unique solution u‘ls pour tout § > 0. De plus, il existe C > 0 et, pour tout
0 <7y < e, une constante o, > 0 telles que

Vo <y, fu’ —ulll oy < C 8 (4.4.1)

~ Supposons que les conditions d’application de la seconde partie de la proposition [[.5.5 sont vérifiées. Alors
le probléme a une unique solution ud pour tout 0 < § < &y. De plus, il existe une constante C > 0
et, pour tout 0 < v < re, une constante 6, > 0 et 6, < g telles que

VE<dy, [[u’ —uhllgigr) < C O (4.4.2)

Démonstration. Remarquons d’abord que

i

ul — Z R

k=0

0 < +

H(2,)

[ 77"’?HH1(QW)

i

j §
g 0'u; — u;
k=0

En vertu de la proposition m (convergence du développement asymptotique), nous savons que pour J assez
petit,

HY(Q,)

u’ = s < Cott.
k=0 H'(Qy)
Il reste & montrer que
> i —uf < O (4.4.3)
k=0 H(2,)
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L’idée la plus naturelle serait de majorer directement d; = EZ:O §'u; —ud a l'aide de la proposition m
effet, on peut remarquer que d; satisfait

e(;l Ad; + w2ymdi =0, dans le'g uQ_s,
(i), = 8% (r9%) " 4 K2 (di) + ha,

. X N
[r24] =D (a)T — K (%) 4 g,

«

or
od;
L 4 iwd; = 0, sur 052,
or
ou h;€ L*(T') et g; € H~1(T'). De plus, il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que
1Bill g2y < CO*FL gl sy < OO
En utilisant la proposition on obtient
< 06i+1/2.

i
i 0
Z 0'u; — g
k=0

H ()

En

Malheureusement ’estimation précédente n’est pas optimale. Pour obtenir I’estimation optimale, (4.4.3]) on doit
en fait écrire un développement asymptotique de uf en fonction de §. C’est 'objet de la partie suivante dont le

résultat principal (qui n’est autre que D'estimation (4.4.3)) est donné dans la proposition [4.4.4]

Développement asymptotique de u?

O

L’objectif de cette partie est de montrer la proposition [£:4.4] Pour cela, on construit un développement asymp-

totique de u? sous la forme

uf = > dmar,

neN
ou les fonctions @!" sont indépendantes de § et sont définies dans QT UQ ™.

Afin d’étudier de maniére simultanée le cas i = 1 et le cas i = 2, on remarque que I'on peut écrire SO, K,

K% et *C% sous la forme

Syt =68+ 8°827,
K=Y oK,
*Icg,i _ Z (Sj *’ngi

D) = 6D}, + 6°D3’

jen- (4.4.4)

avec,
Sh=A§1, S§21=0,
d
Kot =165, (4.4.5)
(o7 « 82
Dé:—wQBOI—Blw, D3 =0,
S22 _ [ED(WIO)]
[e% Ty
22 N 0 e 10
Da) :Zr*[gN(‘/ZS)]wvlcoj :[KD(Vl)]%a
- 8 LAYBY [[ASBS  [6o(V)]? 82 (4.4.6)
2,2 _ 1\ Y 2400 02 1 2 v 0
k2 = 1o gy + 2 282 o | (AEPE L LOODE 4 pg 1) 2 4109
K212 =0 YE>1,
a o 1y12 2 k
22 = |:(A02B2 + [%(‘2/1)] +[£D(V22)})%+[€D<‘/20)]i| Vk>1..
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Les fonctions @' sont alors solutions des problémes biens posés suivants :

AT + wWipsot? = £60 dans Qu,

Orty +iwty =0 sur 05,
. (4.4.7)
[Ui ]F = Gn,

[T@Tﬂ?]r = hn

avec,
+ —
n ak ak~?fk L aka?fk
k=1 0 0
e N+ N
+z:1 kgt r 8k+1u? k—1 . 1 8ku7 k—1
“\ k! Ork+1 (k—1)! ork
k=1 0 0
n—1 k41 ~n—k—2 k~n—k—2
ko2i | Tx o] 1 o*u;
T2 oS g ( DT ) LTI ( ok )
k=1 0
~n—1\ T ~n—2\ T
—i—r*Si (8u’ ) + T*Si’i ( Yi >
or /, or J,
n—1 1 ~l—k\
(—Dkab .y, [0V
20—k ar
1=0 k=0 0
et

n o + e + o — o —
_ & Ty okl k 1 okal k Y S ok al! k 1 okal! k
== et | g ( it )0 M T S Il e e o)

n-1 g k~n—1—-k\ = n-2 k~n—2—k
- k1 [ 07U a ky2,i o"u;
+) -7 (CDFD; (ark ) +> o (CVD: (ark
0 k=0

n— I + I +
o z:l zl: alc E *]Cnfl,i akJrlué i 4 1 *Icnfl,i akuﬁ i
ke Ork+1 . (k—1) ¢ ork .
n—1 ~ +
[ Ol
_ *n—li [ %
Z reKa ( or )

0

Remarque 4.4.2. [l faut remarquer que 0¥ = uy, quand k < i.

Convergence du développement asymptotique
Soit
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Il est facile de voir que d¥ satisfait

et AdF + wWipadt =0, dans Q1 UQ

@f], =85 (r5E) "+ K (ab)

k _ K\ T
{raéﬂa = DO (dF) - *K° (raai;)a + gk,
ok

d
87"2 +iwdt =0, sur 99,

ott h¥ € L2(v) et g¥ € H~1(7). De plus, il existe une constante C' indépendante de J telle que

1BHI] 2y < 8% |6 ]| oa gy < O 1.

HL2(F) H-1(I)

On peut donc appliquer la proposition [£:3.4] et montrer que pour § assez petit

Hd?HHl(QM;) < CoFrR, (4.4.8)

L’estimation précédente n’est pas optimale. Par 'inégalité triangulaire on montre la proposition suivante :

Proposition 4.4.3. Supposons que les hypothéses du théoréme sont vérifiées. Pour i =1 oui = 2, il
existe o9 > 0 et une constante C > 0 telle que, pour tout § < dg,

k
ud = iy < okt (4.4.9)
=0 N,
Démonstration.
k k41
5 ke 5 11 k41 ||, k+1
u; —Z(S i < ||wi —25% + 08 | HHl(Qw)'
1=0 HY(2,) =0 e,
k41
D’apres ([£.4.8), ||ud — Z st < C6F+3/2 si bien que comme HﬂﬁHHl(Q , est bornée, on a
Y
=0 llmia,)
k
uf _ Zal~l < 05k+1
=0 o)

O

Finalement, en combinant la remarque [£.4.2) et la proposition [£:4.3] on obtient une estimation optimale de
Ierreur de modéle :

Proposition 4.4.4. Supposons que les hypothéses du théoréme sont vérifices. Pouri =1 oui = 2, il
existe 69 > 0 et une constante C > 0 telle que, pour tout § < dy,

i
ud — E ol

=0

< 0§ (4.4.10)
HY(2,)

4.5 FEtude des problémes centrés

Intéressons nous maintenant aux ATC centrées, c’est & dire aux conditions de la forme
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et Aw® + wipsow® = f, dans Q5 UQ,

[wﬂa =8° <7’88—“;f> + K <w5> + h,

4.5.1)
[raa“ﬂa:D‘S (w®) — *K° <ré’§”:>+g, (
w?
78,,4 + iww(; = O’ sur 60,

ot les opérateur S%, K° et D° satisfont les hypothéses et Nous allons voir qu’il est possible de faire
une analyse proche de celle utilisée pour les problémes décentrés. En effet, comme

w's + + u){s B - w& —
<(ré’m ) (v)a> - <(r86T ) (v)a> = ((r%) - (0)7)
[e3 [e3 [0
(] (). )
la formulation variationnelle associée au probléeme (4.5.1) est donnée par : chercher w® € Vo5 satisfaisant

s (W, v) + bs (((wé): , (w‘s);) , ((U): , (U);)) = Los(v) (4.5.2)

pour tout v € Vs, ol
Vas :={v € H' (U, UQ ;) telle <v >, H(T)},

ans(w,v) := / VwVo — w?eo tloow 0 dz + iw/ wvds
Qa& o0

pour tous w et v in H* (1, UQ ),

bs (67, 07), (WF,97)) = (D’ < ¢ >a, <9 >a) +((8°) 7 ([#la —K° < ¢ >a), [W]a —K° <t >a)
pour tous (¢, ¢7) et (7,47) dans L?(T") x HY(T), et

Los(v) = 7/9 (feso)vdr — (g, < v >4) — ((S°) 7 h, [v]a — K2 < v >4)

pour tout v € V,s. Il est clair que les problémes centrés reléve de ’alternative de Fredholm. En revanche,
contrairement aux problémes décentrés on ne sait pas montrer l'unicité directement. On peut quand méme
obtenir un résultat d’unicité (et donc d’existence) en montrant par I’absurde l’estimation de stabilité suivant :

Proposition 4.5.1. Supposons que les hypotheses [{-3.1] et[{.3.3 sont vérifiées. Pour tout w, il existe o > 0 et

une constante ¢ indépendante de § telle que

[0 |1 (00g) < € <||f||L2(Qm;) +6 gl g1y + 671/2”h”L2(F)) : (4.5.3)
pour tout § €]0, §g].
La preuve est similaire & la preuve de la proposition

Remarque 4.5.2. L’hypothése 3, n'est pas indispensable (elle ne servait que pour montrer 'unicité dans
le cas décentré).

A T’aide de cette proposition, on peut facilement montrer que le probléme centré d’ordre 1 est bien posé dés lors
que Ay > 0 et B$ > 0. De méme si [(,(V3)] est positive ou nulle, une technique similaire & celle utilisée dans
la partie [£:2.3.2] peut étre utilisée pour se ramener au cadre d’application de la proposition propositions [£.5.1]
Par ailleurs, de la méme maniére que pour le probléme décentré on peut montrer que ces modéles convergent
vers la solution exacte u® avec des taux de convergence en O(62) et O(63).
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5.1 Description de la méthode numérique

Nous pouvons maintenant tester numériquement nos modéles. Nous nous restreignons aux cas ol la cellule
périodique B est symétrique c’est a dire quand

(5.1.1)

Nous testons les 3 modeéles différents :

— le modéle décentré d’ordre 1 (4.1.19)),
— le modéle décentré d’ordre 2 (4.2.9)),

— le modéle centré (4.1.6) (d’ordre 2).

Les simulations sont réalisées a l'aide du code éléments finis Montjoie. Ce logiciel, développé par M. Durufle
([Dur06]), est un outil performant pour la résolution numérique des problémes de propagation d’ondes en
régime temporel et en régime harmonique. Spécialisé dans les méthodes d’éléments finis d’ordres élevés, il a la
particularité de fonctionner avec des maillages hexaédriques ou des maillages hybrides.

5.1.1 Rappel des principales étapes de I’algorithme

L’algorithme de résolution du probléme se décompose en trois grandes étapes :

1. La premiére partie consiste a calculer par une méthode d’éléments finis les fonctions profils Vi' et N' = W
solutions des problémes suivants :

Trouver Vi' € V1 (B) satisfaisant Trouver N € V! (B) satisfaisant
r2div (e 'VV) = fr*a(;;l) dans D' (R?), ridiv (e7'VAN) = 0 dans D'(R?),
(4o(Uy)) =0 (L(N)) =0
(£x(Ur)) = 0. (t(N)) =1.

On peut alors en déduire les constantes Ag, By et Bs.

Ag = =2 < v N(1/2,s) = N(—1/2,s)ds — 1) ,

T —1/2
el —e !l oVt
By = €Ty co ) By := —¢o - B e S .
vimnr [ i) Brim e ([ =2 et e )

Puis, on choisit a pour que les constantes A, By et B soient positives :

2ce 2c
8:A0+7, Bg:Bo+2auooeoor*7 BEX:BQ-FT

* *

2. On résout un des trois problémes approchés suivants en utilisant un maillage grossier :

— Le probléme d’ordre 1 décentré :

chercher u‘ls € V,s satisfaisant

et Aug + wlsoul = f dans QF;,
Opul +iwul =0 sur HQ, (@ 1.19)
[uf Jr = 0AG (roud) -, (a)

rorufle = 8 (—w*Bg (u)z = BS () ). ()
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— Le probléme d’ordre 2 décentré (4.2.9)) qui dans le cas symétrique devient :

chercher ug € V,s satisfaisant
et Aud 4+ wisoud = f dans QF;,

dpud +iwud =0 sur 69Q,

(5.1.2)
(W3)d = (I + K(u3)3) = 6AF (rou3) (a)
ol oud _ 0? _
1+ 005t - 05 =6 (B3 )z - B gz ). 0
ou l'opérateur K est donné par
L3(T') — L*(T),
Kt a o a ga -1
U — (—1 + (52w27AOQB° + (1 — 52 A°232 83—;2) ) U
— Le probléme centré (d’ordre 2) :
chercher u‘lS € Vs satisfaisant
et Auf + Wi = f dans QF;,
Opul +iwul =0 sur 09Q, (4.1.6)

[u‘{ Ja = 0AS <7"(‘3ru‘1S >a , (a)
rovulla = (—w?Bg (ul), = B§ G (ul),). ()

Les espaces Vo5 et Vs sont définis par (4.1.20) et (4.1.7))

FIGURE 5.1 — Exemple de maillage pour la résolution du probléme approché

3. On reconstruit la solution & 'intérieur de I'anneau périodique a 'aide des fonctions profils et de la solution
du probléme approché : en effet,

(Uo)* +8(U1)° = (u’)a + 8(0ru’) o (N)° + (Fpu’)a (V)°.

5.1.2 Description de ’expérience

Dans les expériences qui suivent, € et p sont choisis constants par morceaux. Plus précisément (cf. Figure [5.2)),

€oo |V|>§,
i 1< <1 t 1< <1
@ si- <wv<goe 5 <5<g

€3 sinon,

e(v,s) = (5.1.3)
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et

1 (5.1.4)

Lo  sinon,

Dans la suite nous prendrons €y, = oo = 1, 11 = 2, s = 4, €1 = 2, €2 = 4. Nous choisissons la fréquence égale

(GOOMMOO)__>
1%
(61,/11) B
S
(627M2) 1
(Q)mﬂoo)——’
- 1 _ 1
ST T

FIGURE 5.2 — Géométrie de la cellule périodique

a 1 si bien que w = 27. Nous prenons r, = 1 r. = 3. Enfin, nous nous intéressons a la diffraction par une onde

plane :

ui(z,y) = ¥,

Enfin, on appelle N le nombre de cellules périodiques dans ’anneau périodique (§ = 277, /N).

5.1.3 Quelques remarques sur la résolution des problémes de cellule
5.1.3.1 Utilisation des symétries
Soit leL/ ? la demi-cellule supérieure :
BY? = {(v,5) € RF x]1/2,1/2[} (5.1.5)

Dans le cas d’une cellule périodique symétrique on a vu que V' était paire en v et impaire en s (voir Table|3.1]),
si bien que (on rappelle que V;! est périodique)

oVH0,8) =0 et Vi, —1/2) =V} (y,1/2) =0.
Vi! est donc solution du probléme (bien posé) suivant :

-1
ridiv (e 'VV}) = —r, 8(23 ) dans D/(Bi/Q),

Vll(Vv_l/Q) :‘/11(1/7 1/2) :07 (516)
e 19,V10,5) = 0.

De méme, N est impaire en v si bien que AV(0,s) = 0. Comme N est également paire en s, A est donc aussi
solution du probléme bien posé suivant

ridiv (e 'VN) = 0 dans D’(B}JQ),
LON (v, —1/2) = 1 ON(1,1/2) =0, . (5.1.7)
N(0,s)=0



5.1. Description de la méthode numérique 85

5.1.3.2 Reéduction a4 un domaine borné : opérateur de Dirichlet-To-Neumann

Pour pouvoir calculer Vi' et V' par une méthode classique d’éléments finis, il faut pouvoir travailler en domaine
borné. Pour cela, nous allons tronquer le domaine & 'aide d’un opérateur de Dirichet-To-Neumanm : par une
décomposition en série de Fourier de V! et A/ on peut montrer que pour tout v > % (i.e dans le domaine ou €

et u sont constants),
1

%(y, s)+ T (Vi (v,s)) =0, %%/(u, ) + TN (v:5)) = 1. (5.1.8)

ou T, 'opérateur de Dirichlet-To-Neumann est donné par
3 —1
Hx( -4 1) H 211D,
3 ‘ A
Uw— T(U) = Z 27T|l| (/ U(V78)€2”rl8d8> eQ’LTI’lS.
lEX3 -3

Un calcul classique montre de plus que 'opérateur 1" est positif :

[N

[ [T(U)] (s) T(s) ds > 0,

1
2
Soient vy > 1/2 et Bi/ 2’”“, la demi cellule supérieure tronquée en vy :
B = {(v,5) €)0,u[x] — 1/2,1/2[}

Finalement, on va résoudre les problémes suivants :

—1
r2div (e—lvvf) = -7 6(2 )

‘/'11(1/,71/2) = Vll(V71/2) =0,

dans D’(B}r/z’uo),

(5.1.9)
e 19,V0,s) =0,
aV11 1 _
5 (v0,8) +T(Vy (0,5)) = 0.
et
r2div (e 'VA) = 0 dans D'(B}/*"),
e 1ON (v, —1/2) = e LON (v, 1/2) = 0,
(5.1.10)

N(0,s) =0,
%(ums) + TN (vg,s)) = 1.

Bien sur, lors d’un calcul numérique, 'opérateur T doit étre tronqué. On appelle Ty, 'opérateur T' tronqué a
Iordre L :

HY() = 5,40 » HH0 - §,4D,

L 1
U—TLU):= Z 2mll] </ Uv, 5)62iﬂlsds> p2inls.

1
l=—L 2

TLI

L’opérateur T, est lui aussi positif.

Sur la figure nous avons représenté les fonctions profils Vi' et A/ sur le domaine ]0, 1[?> dans le cas oil
€oo = 1, Moo =1,
e(v,s) =< € =05 et plv,s)=< p =4,
€ =2, po = 2.
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FIGURE 5.3 — Fonctions profils sur le domaine ]0, 1[?

5.2 Modéle d’ordre 1 décentré

5.2.1 Une condition inf-sup discréte
Tout d’abord il est intéressant de montrer un résultat de stabilité uniforme en § pour le probléme discret asso-

cié au probléme (4.1.19). Soit (V25), (b > 0) un sous espace de Vs (défini par (4.1.20)) de dimension finie tel que :

-H1 Vv € V,s il existe une suite de fonctions (vy)p>0 appartenant a (VZ 5) satisfaisant

i (l[o = onll o) + 10 = onlzsamyy + 10 = vl go.2ep) =0,

-H2 Vv € H(Q) il existe une suite de fonctions (vs)n>0 appartenant a (Vi) N H () telle que
tim (o= onll g,y + 10 = vnlgs oy + 0 = vl goanp ) =0-

-H3 La fonction F° (définie par (4.1.12))) est une bijection de V", dans V}.

On veut résoudre le probléme approché discret suivant : trouver u‘,sl appartenant VZ s telle que

Vo, € Vi, a%(ud,vp) = / fup, dz, (5.2.1)

ou a’ est définie par (4.1.22).

Sous les trois hypothéses précédentes, il est alors possible de prouver la condition inf-sup discréte suivante :

Proposition 5.2.1. Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3), il existe g > 0, hg > 0 et une constante C' > 0
telles que

5
a®(up, v
V4 < 8y, Vh < hy, inf  sup M
unevls peve, Unllvasllonllvas

> C. (5.2.2)

La preuve est une conséquence directe de la stabilité du probléme non discrétisé (proposition [4.1.2)).
En utilisant la proposition précédente, on obtient aisément un résultat d’approximation uniforme en § :

Proposition 5.2.2. si V" est un sous espace de Vo5 de dimension finie satisfaisant (H1),(H2) et (H3), alors
il existe dg > 0 et hg > 0 ainsi qu’une constante C > 1 telles que

V6 <8, YVh<hy |ud—null

<
vh C
v

inf  [ud — opllyn (5.2.3)
revg ad

h 5

ot u§ est la solution du probleme approché continu et ud est la solution du probleme discret (5.2.1)).



5.2. Modéle d’ordre 1 décentré 87

Démonstration. Par 'inégalité triangulaire,
lu—upllyn, < llw—vnllyn, + lluf —onllyn, Vo € Vis. (5.2.4)
De plus, comme a’(u — u$,v,) = 0 Yoy, € Vi,
a% (v, — ud, wp) = a’ (vy, — u, wy,) Yy, € Vs, Vo, € V0.

En choisissant w;, = vy, — ui et en combinant la continuité (uniforme en §) de a’ pour la norme V,5 et la
condition inf-sup discréte ((5.2.2)) on obtient

lon =l |lvs < Cllon — ullv., Yoy, € Vis. (5.2.5)

ad —

En combinant (5.2.4)) et ([5.2.5) on obtient le résultat attendu. O

5.2.2 Reésultats qualitatifs

Comme nous ’avons déja mentionné nous présentons les résultats de notre modeéle dans le cas ol €5, = oo = 1,
€1 = 0.5, ¢ = 2, ug =4, po = 2 (cf. figure [5.2)). Dans un premier temps, nous choisissons o = 1/2, cas pour
lequel nous avons vérifié que les constantes A§ > 0, By > 0 et BS > 0 sont strictement positives.

D’un point de vue qualitatif les résultats sont encourageants : en champ lointain comme en champ proche, les

solutions approchée et "exacte" (nous appelons solution "exacte" une solution de référence calculée avec un
maillage trés raffing) sont trés proches.

z

1
. 1 E
| [l
-0.E
= -1 -
2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 =

o

=)

-2

(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

FIGURE 5.4 — Solution "exacte" et la solution approchée pour N = 160 (champ total)

Sur la figure [5.4] nous avons représenté les parties réelles des solutions "exacte" et approchée en champ total
dans le cas d’un anneau contenant 160 cellules périodiques (§ & 0.04). On remarque que la solution approchée
est calculée sur le domaine Q,s et non sur le domaine Q tout entier. Nous obtenons une erreur relative H' ()
de 8%. Nous pouvons aussi comparer les champs diffractés (figure [5.5)).



88 Chapitre 5. Résultats numériques

(a) Solution "Exacte" (b) Solution approchée

FIGURE 5.5 — Solution "exacte" et la solution approchée pour N = 160 (champ diffracté)

Nous pouvons aussi reconstruire le champ proche a 'aide de la formule (cf. figure
(Uo)? + 8(U1)° = (u®)q + 6(0,u) o (N)° + (9gu’)a (V).

Comme on pouvait 8’y attendre le champ proche d’ordre n’oscille par clairement puisque Uy = (ug) ne dépend
pas de s.

E 1 =
0.5 / \ 1 0.6 / \
06 05
04 0.5 04

05
0.z oz

-0z -0z
-04 i -04 -0.5

-0.6 -0.6

08 \ / _1 > \ / "
E E E N
-1 -0.5 1} 0.3 1 -0.5 1} 0.5

(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

FIGURE 5.6 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour N=160 en champ proche

Cependant, pour voir les oscillations, on peut tracer (5(U1 - <u1>p) puisque

5 5
oul oul

5(U1 — <U1>F) ~ 0 (< a0 >V11 _|_< o >W8) .

8 5
Sur la figure , on a représenté les parties réelles de & (%)Vf et de § (%)Wg. On peut ensuite additionner
ces deux fonctions pour obtenir une approximation de 6U; (Figure [5.8). On voit alors bien les oscillations.
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FIGURE 5.7 — Reconstruction du champ proche (5(U1 — (u1>p)
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5.2.3 Taux de convergence
Posons,

Qp = {(x,y) ER2, /22 + 42 <0.75 oul,25 < /a2 + 42 < 3}
On appelle ui, la solution du modéle approché discrétisé . On rappelle que
[w® =l @r) < U’ = wdll @) + 1uf =l @o)-
ott u$ est la solution du probléme approché continu . L’erreur est décomposée en deux parties :
— L’erreur de modeéle ||u5 - u¢1$|| H1(q,) qui domine quand i < §. Cette erreur doit étre proportionnelle a 52
— L’erreur d’approximation [|ud — Ui”Hl(QW) qui domine quand h > §.

En utilisant un maillage trés raffiné, on peut estimer I'erreur de modele. Sur la figure[5.9] on a tracé le logarithme
des erreurs relatives L?(Qr) et H!(Qr) en fonction du logarithme du paramétre §, § variant entre 0.078 (N = 80)
et 0.008 (N = 720). Nous étudions l'erreur sur le domaine tronqué 21 et non sur tout le domaine de calcul car
u$ n’approche que les deux premiers termes du développement asymptotique en champ lointain (u{ n’a aucune
raison d’étre proche des premiers termes du développement en champ proche prés de anneau périodique). On
obtient une droite de pente 2.02 ce qui confirme le fait que notre modele est d’ordre 1 (on attendait un taux de

convergence de 2).

-0.51 5
—©— erreur H1
—+— erreur L2

_lf

-1.5[

—2F -

_25 N L L L L L L L L L J

-2.1 -2 -19 -18 -17 -16 -15 -14 -13 -12 -11

In@)/In(10)

FIGURE 5.9 — erreurs relatives L2(Q27) et H(27) en fonction de § (échelle logarithmique)

Inversement, on peut étudier I'erreur d’approximation en utilisant un maillage grossier. Supposons que nous
utilisons des éléments finis @Qx. Nous savons qu’il existe une constante C' > 0 (qui dépend de k) telle que

[ U’(ZLHHl(QT) < Ch*.

Nous voulons savoir si la constante C dépend de ¢ et en particulier si elle reste bornée quand ¢ devient petit.
Pour cela, nous étudions, pour différentes valeurs de ¢, 'évolution de 'erreur relative Lo(€7) entre la solution
"exacte" du probléme approché (calculée en utilisant un maillage trés fin) et la solution ui du modéle approché
discrétisé (5.2.1) en fonction de longueur caractéristique h (cf. figure . On obtient des courbes quasiment
indépendantes de ¢ ce qui signifie que la constante d’erreur ne se détériore a priori pas quand ¢ devient petit.
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FIGURE 5.10 — erreur relative L? en fonction de h pour différentes valeurs de § (échelle logarithmique)

Ceci nous laisse penser qu’il n’y a pas de phénoméne de verrouillage numérique si bien que notre modéle restera
précis méme sur des maillages grossiers.

5.2.4 Impact du parameétre «

Il est intéressant de regarder l'erreur du modéle pour différentes valeurs de «, c’est & dire quand on utilise un
décalage géométrique plus ou moins grand.

—+—a=05
—+—a=025
—+—a=0.01

-2 -19 -18 -1.7 -16 -15 -14 -13 -12 -11
In(3)/In(10)

FIGURE 5.11 — Erreur relative en norme L? en fonction de § pour o = 0.5(bleu), o = 0.25(rose) et o = 0.01(noir)

Tout d’abord, on n’observe pas d’instabilités méme quand les constantes Ag et BS ne sont pas positives (c’est a
dire dans le cas, ot l'on ne sait pas montrer la stabilité du modéle). En fait, on peut penser que les instabilités
se verront davantage en régime temporel. Par ailleurs, comme on pouvait s’y attendre, plus « est proche de 0,

plus le modéle est précis, 'ordre du schéma restant le méme. En résumé, l'introduction du parameétre o permet

de gagner en stabilité (au moins théoriquement) mais rend le modeéle moins précis.



92

Chapitre 5. Résultats numériques

5.3 Modéles d’ordre 2

On peut maintenant étudier le modeéle centré (4.1.6) et le modéle décentré d’ordre 2 ([5.1.2]) . Nous obtenons
aussi des bons résultats, comme on peut le voir sur les figures [5.12] et [5.13

2

= 1
| s
| a
-0.5
= -1
2 -15 i -05 0 05 1 15 z

(a) Solution "exacte"

2

g

-z

I
N
2. -15 a -0.5 a 05 1 15 2

(b) modeéle centré

2

=

=)

-z

1
-
& s
!

Bl
05
-1

2 45 4 05 0 05 1 15 2

(c) modele d’ordre 2 décentré

FIGURE 5.12 — Solution "exacte" et solutions approchées obtenues avec les modeéles d’ordre 2 centré et décentré
pour N = 160 (champ total)

(a) Solution "exacte" (b) modele centré (c) modeéle d’ordre 2 décentré
FIGURE 5.13 — Solution "exacte" et solutions approchées obtenues avec les modeéles d’ordre 2 centré et décentré

pour N = 160 (champ diffracté)

Tout comme pour le probléme d’ordre 1 on vérifie que ces deux modéles sont d’ordre 2 en étudiant 1’évolution du
logarithme de l'erreur relative L?(Qr) en fonction du logarithme de 6. On vérifie que I'on obtient des droites de
pente 3 (3.05 pour le modeéle décentré et 2.9 pour le modéle centré). Cette remarque reste valable pour a = 0.25
et a = 0.01. Tout comme pour le modéle d’ordre 1, nous n’observons pas d’instabilités quand « est petit et que
les constantes Af et B n’ont pas le bon signe. Par ailleurs, 'erreur diminue quand o diminue. On peut enfin
remarquer que dans le cas du modéle centré pour a = 0.01 (courbe noire de la figure [5.14(a))), la pente de la
droite diminue quand § devient petit. C’est tout simplement parce qu’on a atteint la précision numérique du
calcul de la solution exacte (10~%). Enfin, au vu de la figure il semble que le modéle centré soit toujours
plus précis.
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FIGURE 5.14 — Evolution de l'erreur relative L?({2) en fonction de § pour N compris entre 80 et 720
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FIGURE 5.15 — Erreur relative en norme L?(Qr) en fonction de § pour le modeéle décentré d’ordre 1 (bleu), le
modeéle centré (rose) et le modéle décentré d’ordre 2 (noir) (« = 1/2, N compris entre 80 et 720)
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6.1 Description du probléme

Nous nous intéressons & la résolution des équations de Maxwell harmoniques dans une boite 2

L L L L L Ls
3 1 1 2 2 3
QZ:{($17$2,$3)€R7_2<$1<2, —7<$2<7, 2<$3<2},
de faces ¥F Ef,z et BE
E o= {(z1,20,23) €R3 by = 21, L2 < gy < L2 s <ag < L3},
2:{x1,1’2,$3 ERS :txgz%, —%<.’£1<%, —%<$3<%},
::{xl,xg,ajg ERS :I:xg—%, —%<x1<%, —2 <z < }
Q +
Ew
+ 7
Yirs7 l n
L3 f 72x1
E$1’ i) J/—F
L1
%z /ﬁz
v
Ly
E;z

FIGURE 6.1 — Domaine Q2

Le champ électrique E? et le champ magnétique H? satisfont les équations de Maxwell :

curl E® — iwp®H? =0, dans D'(Q),
—curl H? — iwe’E® = —-L f  dans D'(Q).

Les indices du milieu 1° et € sont deux fonctions périodiques satisfaisant

X X X X X X
1o (1, 2, 23) = u(f, ?2 73), (1,2, 23) = 6(71, ?2 73),

ou les fonctions p et e vérifient

(X1 +1, X0, X3) = (X1, Xo, X3), (X1 + 1, Xa, X3) = €(X1, Xa, X3),
,Uf(XlaXQ +, X3) = /U'(leXZaXfi)v €(X1,X2 + T, X3) = 6(X1,X27X3),
,UI(XDXQ»XS) =1si ‘X3| > %7 6(X1,X2,X3) =1si |X3| > %

Le domaine Q est donc constitué d’une bande périodique Q% et de deux domaines homogénes Qi :

L L L ) é
5 . 3 1 1 _ 2 2 Y v
Q .—{({El,xg,.’tg)GR, 72 <£L’1<f27 72 <l’2<727 2<1’3<2},
L L L 1)
5 . 3 1 1 o 2 2 v
Q .{(xl,l'Q,Ig)GR R 72 <f£1<72 s 72 <z 72 ,  *axg > 2}

Nous supposons également qu'’il existe quatre réels strictement positifs u* et p* tels que

0<e <e<el, et O<p” <p<ph,

(6.1.1)

(6.1.2)

(6.1.3)

(6.1.4)

(6.1.5)

(6.1.6)

(6.1.7)
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FIGURE 6.2 — Domaine Q2

si bien que 1° et € sont uniformément bornées supérieurement et inférieurement.

Par ailleurs, nous supposons que le terme source f appartient & L?(2) et que le support de f n’intersecte pas
la bande périodique Q%.

Enfin, nous imposons les conditions limites périodiques sur les bords latéraux XF et % (le choix de ces
conditions est expliqué dans la remarque [6.1.1)),

H6 X 61‘2;1 = Hé X 61‘21471, H5 X 62|E;2 = H5 X 62|E;2 (6 ] 8)
E x €1 = B x st ES x €2y, = B % €25y,
ainsi qu’une condition d’impédance sur les bords inférieur et supérieur ng :
H°xn—-E; =0 sur XI. (6.1.9)

ot n est la normale sortante et (E?)7 désigne la composante tangentielle de E? (Pour toute surface ¥ réguliére
de normale sortante n, pr := (n X @) X n).
Bien sur, les conditions périodiques ne sont raisonnables que si Lo est un multiple de 7L1.

Remarque 6.1.1. Le choix des conditions limites périodiques n’est pas anodin. En effet, ces conditions
limites permettent de construire un développement asymptotique relativement simple qui ne nécessite pas d’in-
troduire des correcteurs sur la frontiére du domaine : il n’y a pas de phénomeéne de couche limite au niveau
des bords E;tl et Ei. Une autre solution pour éviter ce probléme de couche limite serait de travailler dans un
domaine infini en x1 et Ty mais cela compliquerait largement 'analyse. Dans ’annezxe[B, nous avons étudié un
probléme modéle simplifié dans lequel apparait ce phénoméne de couche limite.

Par ailleurs, nous avons décidé d’étudier la diffraction par une couche périodique plane plutét que par la struc-
ture initiale cylindrique parce que cela rend les calculs moins techniques et l’analyse plus aisée. Nous montrons
quand méme des résultats numériques dans le chapitre 10}

6.2 Analyse mathématique du probléme modéle

Pour analyser le probléme précédent, il est plus pratique d’éliminer une des inconnues, par exemple 'inconnue
H°. Le champ E? satisfait alors

1
curl —curl E? — w?¢E® = f dans D'(Q), (6.2.1)
w

des conditions limites périodiques sur les bords latéraux

1 1
—curl B x e1,5+ = —curl E? X e - E’ x 1w+ = E? X €] 51—
11 =2 T e P 122, 22,
s s s s (6.2.2)
TcurlE X eyt = TcurlE X e25- E° x eyt = E° x €255
o T2 7] z T2 T2
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et une condition d’impédance sur les bords inférieur et supérieur

curl E° x n — iw(E%)r =0 sur Efg. (6.2.3)

1
On retrouve facilement le champ magnétique a partir de la formule H® := seurl E°.

Nous cherchons E° dans ’espace
V= {gp € H(curl,Q), (pr x 61)\211 = (pr % 61)\2;1’
(pr X e2)ygs = (pr X €2)5- . o1 € LQ(EfS)}. (6.2.4)

Nous munissons V' de la norme Vs :

2 _
lellv, :=/Qlcur1<p|2+6‘5<p-s0+/Ei lor|. (6.2.5)

T3

Comme €’ est bornée, on remarque que la norme Vs est équivalente & la norme V; (¢ = 1).

Le probléme (6.2.1))-(6.2.2))-(6.2.3)) est équivalent au probléme variationnel suivant : chercher E® € V telle que

Vo eV, a(B,p)= / /%, (6.2.6)
Q
ol

1 .
(Y, ) = / —scurly - curlp — w2y - — iw/ U - P (6.2.7)
QM =1,

On peut montrer que ce probléme est bien posé :

Proposition 6.2.1. Le probléme est bien posé. De plus, il existe un réel 69 > 0 et une constante C
strictement positive, telle que que pour tout § < g et pour toute fonction ¥ € V,

o
6y, < C sup &%) (6.23)

1% ||90||V€5

La démonstration d’existence et d’unicité a § fixé est classique (cf. théorémes 4.7 et 4.12 de [Mon03|). Nous
nous contentons de donner les éléments principaux permettant de prouver le résultat de stabilité indépendant
de ¢ (6.2.8)). Commengons par écrire une décomposition de Helmholtz de V' : on définit pour cela 'espace S

S = {peHl(Q),p:csur ot

2o D = 0 sur 3
Vp x ey, = Vp x SIS Vp x e, = Vp x €2z, } (6.2.9)
Comme V.S est un sous espace fermé de V', alors,
V=vSaVs, (6.2.10)
ou

Ve = VSt = {UEV, /65u~7p:0, vpes}, (6.2.11)
Q

.5 ) 5 5 )
=3ueV, div(e®u) =0dans Q, “u-e =cu-ejn, u-e =c’u-egq- (.
{ eV, (€®u) =0 ; st s, 2|51, 2|5,

La démonstration de stabilité repose alors essentiellement sur le résultat de compacité suivant :
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Proposition 6.2.2. Soit (0,)nen une suite qui tend vers 0 et (u,)nen une suite bornée de fonctions de V[fé".
Alors (up)nen admet une sous suite convergeant fortement dans L2(£2).

Le résultat précédent est bien connu quand € et p ne dépendent pas de . La difficulté vient du fait que € et
u? dépendent de & (voir [CDPI10] pour des difficultés du méme type).

Démonstration. La preuve de cette proposition est une adaptation de la preuve du théoréme 4.7 de [Mon03].
Elle repose sur deux arguments clés :

— Vi () s’injecte de fagon compacte dans L?(Q2) (Théoréme 3.47 de [Mon03)).
— La suite (€,)nen = (e‘sn)neN est uniformément bornée supérieurement et inférieurement et tend vers
€o = 1 presque partout dans 2.

En utilisant la décomposition de Helmholtz (6.2.10) avec €’ = 1, il existe p,, € S et w,, € V3 () telles que

Up = Wy + VD

Comme ||Vpn\|iZ(Q) = [, wn - Vpy alors

IVPnll o) < Cllunll 2y < C
De plus,
lwnlly, @) < llunlly, @) + 1VPally, @) < C.
Puisque V{ () s’injecte de fagon compacte dans L?(f2), w, admet une sous suite (encore notée (w,)) qui

converge presque partout et fortement dans L?(Q) vers w. Nous allons montrer que ||€,u, — w|| 12(q) tend vers
0. Remarquons d’abord que

02) [(n-2)Twm=w = [ (-2 Gl + ) -0

€n €n

. w
Mais comme /(un — —) €, Vp, =0, alors
Q €n

w

[ =2 Tt =01 = [ = 2) - Teron ),

€n €n

Or u, — * est bornée dans L?(Q). De plus, comme ¢, tend vers 1 presque partout, e,w, tend vers w presque

partout. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et montrer que

lim_|[lenwn — wl[12q) = 0.

n—-+oo
Donc,
w e —
li - —)- —w) =0.
i [ (= ) Gt =)
. 1 2 w —_—
Enfin, puisque — [[enun — w720y < [ (un — —) - (€nun — w), alors
€ 0 €n

ngr_{}w lentn — wHL?(Q) =0.

Pour conclure il suffit alors d’utiliser I’inégalité triangulaire,

[tn — wl| g2 ) < 1/€nll g o (||(€n — Dwllp2q) + lentn — wll 12 )

<c —0 -0

On peut alors montrer de fagon classique par ’absurde le résultat de stabilité [6.2.6] :
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Démonstration. (Proposition La démonstration fait intervenir le résultat de compacité de la proposition
et le fait que le probléme limite (avec €’ = 1 et u® = 1) est bien posé.
Supposons qu’il existe une suite (0, )nen tendant vers 0 et une suite (u,)nen telle que

”un”VEn =1,

|a% (u,,v)] 0 (6.2.12)

lim sup
n=+oo ey, \foy vl

Ven

ou €, = €. En utilisant la décomposition de Helmholtz (6.2.10)), il existe deux suites (wy)nen € VO‘S" et
(Pn)nen € S telles que

Up = Wy + VPn.
Comme | Vp,.€,Vp, = / Uy, - €, VP, alors,
Q Q

Ipnll iy <C et Jwnlly, <C.

Si nous choisissons v = Vp,,, nous avons,
aa(una vpn) = 7‘*}2/ En(vpn) . me (6213)
Q

si bien que
im |lpnll g1 (q) = 0. (6.2.14)

n—-+oo
Par ailleurs, comme (wy,)nen est bornée dans Vg™ alors en utilisant la proposition w, admet une sous
suite (encore notée wy,, ) fortement convergente dans L?(£2). Nous appelons w sa limite. Nous allons montrer que
w = 0. Remarquons d’abord que, comme curlw,, est bornée dans L?(Q) et (w,)7 est bornée dans L*(S%))

curlu,, = curlw,, — curlw dans L?(Q),
(Un)T|z§3 = (wn)T\zfg - (wT)|2§E3 dans L*(27,).

ugn curlv tend fortement vers curl v
1

dans L?(2). De méme €, v tend fortement vers v dans L?(Q2). Comme par hypothése Wa‘sn (un,v) tend vers
Ven

Par ailleurs, comme pu,, tend presque partout vers 1, pour tout v € V, v,, :=

0, alors
Yv eV, /Cur1w~cur1v—/w2w~6—iw/ wr - o = 0.
Q Q =%,

Or nous savons que ce probléme est bien posé, il admet donc comme unique solution w = 0. Ainsi,

Jim |l p2gq) = 0.

Par ailleurs,

lim w/ l(up)7|?> = lim |Zm a® (up,un)| = 0.
Q

n—-+4oo n—-+oo

Et de méme,

. 2 . On
nllﬂloo ; |curl u, | < CrlLIgIl\I (HunHLz(Q) +|Rea (un,un)|) .

En combinant les trois égalités précédentes et (6.2.14f), on a

lim |

=0
n—+oo Ven ’

ce qui contredit 'hypothese |luyll,, = 1. 0
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6.3 Démarche et objectifs

Notre objectif est de remplacer la couche mince périodique QaB par une condition de transmission approchée
posée sur l'interface médiane T,

I:= {(Il,xg,xg)GR?),CBgO, -2 <l‘1<ﬂ, *2 <l‘2<L2}. (631)
2 2 2 2

La construction de cette condition approchée est basée sur un développement asymptotique complet de la

solution en fonction du petit paramétre . Dans le chapitre [7] nous construisons et justifions le développement

asymptotique. Nous en déduisons dans le chapitre [§] une condition approchée d’ordre 1. Nous montrons que

cette condition est stable pour § assez petit.

Pour construire le développement, il est pratique d’introduire les variables dilatées (ou variables rapides) X1,Xs
et X3 définies par

Xl = X2 = — X3 =, (632)

ainsi que les opérateurs de dérivations surfaciques sur la surface I' : soient ¢ € D'(T')3 et p € D'(I)

curlppr := Oy _ Oo1 curlpp := ——ey — ——e. (6.3.3)

&pl 8902
+ 8371 8.1‘2 ’

di =
wrer 6.’1)1 8.’172 )

Enfin, pour toute fonction u suffisamment réguliére, nous définissons alors les saut et moyenne de u de part et
d’autre de ces deux interfaces :
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7.1 Ansatz pour le développement asymptotique

Nous souhaitons construire un développement formel de E® et H? (solutions du probléme (6.1.31/6.1.8/16.1.9) a
I’aide de la méthode des développements asymptotiques raccordés. Plus précisément, comme dans le cas scalaire,
nous cherchons E° et H? sous la forme suivante

Z O"E, (x1,x2, x3) loin de la couche périodique
neN
- i 5n5n(%> %, %; x1,x2) au voisinage de la couche périodique, (7.1.1)
neN
et,
Z 0"H,, (z1, 2, x3) loin de la couche périodique périodique,
e @‘gnﬂn(?v %, %3; x1,22) au voisinage de la couche périodique, (7.1.2)
neN

Les champs proches &, et H,, sont définis de R®x] — Ly/2, L1/2[x] — L2/2, L2/2][ et sont & valeur dans C?. Ils
sont 1-périodiques dans la premiére variable X; et T-périodiques dans la seconde variable X5 (on rappelle que
X1, Xo et X3 sont définies par [6.3.2)) si bien qu’on pourra identifier ces fonctions a leur restriction au domaine
B* .
Ly L Ly L 11
Bx=Bx] - -, = [x] - 2,2, B:= {(XI,XQ,Xg) €l - 5.50x1 - %

N3

5 53 [XR} (7.1.3)

Nous supposons de plus que les deux développements coincident dans les zones de raccords 2, s+ :

Ly L Ly L _
g i= {(ar,ea,0) €] = 51, S = 22, 2 xd- @1 1
Ly L Ly L _
Qprs- 1= { (01,22, 23) €] — 5, 5 [x] = =5 S [X] =07 (8), =1~ (9] { » (7.1.4)
2° 2 22
ot n* sont des fonctions telles que 0 < n~ < nt et,
+ n*
L

Du fait de la définition de 7, les zones de raccords correspondent & un voisinage de T' (x3 proche de 0) pour
les champs lointains et & X3 grand pour les champs proches. Nous allons maintenant écrire les équations
satisfaites par les champs lointains et les champs proches puis écrire des conditions de raccords qui lient le
comportement des champs proches & linfini au comportement des champs lointains dans le voisinage de I
Nous allons maintenant écrire les équations satisfaites par les champs lointains et les champs proches puis écrire
des conditions de raccords qui lient le comportement des champs proches a 'infini au comportement des champs
lointains dans le voisinage de T'.

7.2 Termes de champ lointain

7.2.1 Equations pour les champs lointains

Les champs lointains sont définis dans Q1 et O,

m:ﬁmmma““v1“L%m“$

272 27 2 2

L1 L Ly L L
0 = {(xl,xz,xg) €]l - 71 é[x} - ?2 ;[x] - 2"’,0[},
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Il vérifient les équations suivantes

—iwH,, + curlE,, =0 dans OF |

5o N (7.2.1)
—iwE,, —curlH,, = ——F dans 27,

ainsi que la condition limite
_ +
H, xn— (E,)r =0sur 3. . (7.2.2)

Les équations ([7.2.1) et (7.2.2) ne permettent pas de définir E,, et H,, de maniére unique. Il manque (par
exemple) des informations sur les sauts [E,, X es]r et [H, X eg]r. Ces informations proviendront des conditions
de raccord.

7.2.2 Deéveloppement de Taylor des champs lointains au voisinage de ’interface I"

Pour écrire les conditions de raccord, il est intéressant de connaitre le comportement des champs lointains au
voisinage de I'. Soit h > 0, définissons V*(I') par

V) := {(21, 9, w3) € T'x]0, h[}, V(D) := {(z1,z2,23) € I'x] — h,0[}.
Proposition 7.2.1. Soient E* et H* des fonctions trés réguliéres satisfaisant
curlE — iwH = 0 dans V*(T),
—curlH — iwE = 0 dans VE(T).
Alors, leur développement de Taylor est donné par

:t :t
E~ (21, 2, 3) E 2R (BF)E (21, 22), HE (21,22, 73) E ok (HP)E (21, 22),
keN keN

avec,
(EO)E (21, 22) = Ef (21, 12,0) indéterming,

(H)E (21, 2) = HE (21, 22,0) indéterminé,

(BO)% (01,02) = B (01,2,0) = — cure(HOF) 01,22)),

(B (o1, 2) = 1, 22,0) = - curbe (B)) &1, 22),

et, pour tout k > 1,

1 OFEq(zy,22,0) 1 _ ‘ _
(EF)E (21, 22) = k,% = (Vr(BF D% +iw(H"1F x e3) (1, 72),
3
1 OFHyp (21, 22,0 1 _ . _
(B (a1,2) = gy o 20— () = iw(BE ) x ) (01,2),
3

1 OFEn(z1, 22,0 1
(Bl aa) = g 20— i (B o, ),

6kH 0 1
LOHN@L22,0) L g1k g 0.

k
() (o, 22) = o Tk
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Démonstration. La preuve se fait par simple identification. O

Comme dans le cas scalaire, nous faisons ’hypothése (qui sera vérifiée a posteriori) que les champs lointains
appartiennent a C°>(V*(I')), ce qui signifie en particulier qu’ils sont trés réguliers dans les zones de raccord. On
peut développer les champs lointains E,, et H,, en utilisant la proposition précédente :

Ej (21,02, 03) = > af(ER)F(v1,22) et Hy(w1,20,23) = Y af(H)F (21, 72). (7.2.3)
neN neN

7.3 Termes de champs proches

7.3.1 Equations satisfaites par les champs proches

Les changements d’échelle rendent la dérivation des équations de champs proches un peu plus délicate que celle
des champs lointains. Commencons par re-définir divy, curlp, curlp de maniére un peu détournée. Pour toute
fonction vectorielle

U(X1, X2, X3521,22) = U (X1, X2, X35 21, 22)e1 + U(X1, Xo, X331, 22)e2 + UP (X1, Xo, X33 21, 22)es,

on définit
divpU = 9,,U' 4+ 0,,U?%, cwrlpU = 8,,U? — 8,,U".

De méme, pour toute fonction p(Xi, Xo, Xs5;21,22), on définit
curlpp = Oy,pe1 — Oy, P €.

Les opérateurs ainsi définis s’appliquent ici & des fonctions définies dans R3 x R? alors qu’ils sont habituellement
appliqués a des traces de fonctions (dans[6.3.3] ils sont par exemple définies sur I).

Pour tout vecteur U de R3, on définit Uy et Ur, les parties "normale" et "tangentielle" de U :
Ur = (63 X U) X es, Ur=U"- €3. (731)
Enfin on introduit les opérateurs volumiques Div et Curl :
Ix, U — 0x,U?
DivU = 0x,U" + 0x,U% + 0x,U?, CuwlU = | ox,U" — 0x,U? (7.3.2)
Ox,U? — 0x,U!

Les champs proches &, et H, sont définis sur R®x] — Ly/2,L1/2[x] — La/2, L2/2[. Pour toute fonction
E(X1, Xo, X3, 71, 22) dépendant de 5 variables, nous définissons (€)? (w1, z2) par

Tyl T2 I3

(5)6(1‘1,332) = 5(;,?,7,%,1‘2). (7.3.3)
On remarque alors que
1 1
curl (£)° = <6Cur15 + A0€> : (7.3.4)

avec,
AoE = CJFIF(SN) + curlp (ET) es.

En introduisant le développement asymptotique dans les équations de Maxwell et en séparant formellement les
différentes puissances de J, on voit que les champs proches sont solutions des équations suivantes :

Curlé, = —Ap€p—-1 + wuHn—1,
—CurlH,, = +AoH,_1 + iweE,_1,

(7.3.5)



7.3. Termes de champs proches 109

Pour espérer trouver une solution aux équations précédentes, il faut que les second-membres soient compatibles
(puisque Div Curl &, = Div Curl H,, = 0), c’est & dire que

Div (—Ap€n—1 + iwpuHn—1) =0 et Div (AgHp—1 + iweEp—1) = 0.

Or, en utilisant 'expression de Ajg et en interchangeant les dérivées par rapports aux variables lentes et rapides,
on observe que

—Div (Ap€,—1) = divp ((Curl&,—1) 1) = iw pdivp (Hp—2) 7T,
Mais, en utilisant et le fait que divrcﬁrlp =0, on a également divp ((Curl&,—1)7) = iw pdive (Hp—2)7-
e —Div (Ap€n—1) = iw pdivp (Hp—2)T.
De méme,
Div (AgHp—1) = iwedivp(Ep—2) 7.
On en déduit
Div (e£,) = —edivp(Ep—1)7 et Div (uH,) = —pdive(Hp—1)T-

On va ajouter aux équations ([7.3.5)) ces deux équations sur la divergence. Remarquez que 1’on aurait obtenu ces
mémes équations si I’on avait introduit le développement formel de champ proche dans les équations div (/E?) =
0 et div (u*H?) = 0. Finalement les champs proches sont solutions des systémes d’équations

Curlé, = —Ap&n—1 + iwpHp-1,
Div (e€,) = —edivr (En—1)p -

(7.3.6)

et,
7CUI‘17‘[” = +A0Hn—1 + iWng_l,
Div (,U,Hn) = —U diVF <H”*1)T .

Remarquons que les problémes et (7.3.7) sont découplés.

Tout comme pour les champs proches, les équations ([7.3.6]) et (7.3.7) ne permettent pas de définir &, et H,, de
maniére unique. En effet, nous allons voir que ces équations admettent un noyau de dimension 3 (Proposition
. A titre d’exemple, dans le cas ol € = p = 1, tout vecteur constant de C? est solution des équations
(7.3.6) et . En fait les informations manquantes vont nous étre données par les conditions de raccord.

(7.3.7)

7.3.2 Comportements des champs proches a l’infini
7.3.2.1 Définitions et notations

Tout comme pour le cas bidimensionel, nous faisons I’hypothése que les champs proches &, et H, ne sont pas
exponentiellement croissants quand X3 tend vers £oo. C’est pourquoi nous allons chercher &, (-, -, -; x1, z2) dans
'espaces V¥ (B) :

V(B) = {5 € L} (R?), & 1-périodique en X et T-périodique en X5 tel que

€ loc

curl € € L7 (R?),dive€ € L}, (R?) et / (IE + |curl £ + |div e£[?)eXsl/2 < —l—oo}, (7.3.8)
B
De méme nous cherchons H, (-, -, -; x1,22) dans 'espace VJ (B) :

V. (B) = {’H € L} (R?), & 1-périodique en X et 7-périodique en X, tel que

loc

curl H € L7 (R?),divuH € L} (R?) et / (|H]? + |eurl H|? + |div gpH|?)e~1Xel/2 < +oo}. (7.3.9)
B

Nous introduisons également deux définitions qui seront utiles pour caractériser le comportement des champs
proches dans les zones de raccord :



110 Chapitre 7. Développement asymptotique

Définition 7.3.1. Soit u une fonction se développant en série de Fourier suivant X; et X5. Pour tout couple
(p,q) € Z?, on note {u},, le coefficient de Fourier de u associé¢ a la fonction e2m(PX1+7X2)

w(X1, X, X3) = Z (U} p.qg(X3)e2m X5 X2)
(p,q)€Z?

avec,

1/2

ulpo(Xs) = w(Xy, Xg, Xg)e 27X+ 2X2) x4 X,

P’q
-1/2J-%

Définition 7.3.2. Soit U appartenant & L
de polynomes (p;(v)%) 1 k)ez2 telles que

2 (B). On dit que U satisfait la propriété P> s'il existe deux suites

U=pio(Xs)+ Y Pfk(u)ezi’f(lxﬁ’“?)e*“v”XIQ“Q XXl quand 4+ Xy > % (7.3.10)
(1,k)€z?\(0,0)
On définit alors £ (U) et £E(U) par
(EU) = e3 x (p(0) x e3) (5 (U) := ez -pT(0). (7.3.11)
et les sauts et moyennes de U/ par
_ 1 _
[er@U)] = Lp(U) = tp ), {r@)) = 5 (G (U) + p 1))
_ 1 _
[En )] = O3 U) = Ey W), (En@U)) = 5 (EX ) + Ly WU)) .- (7.3.12)

Remarque. Sil(-,-, ;x1,22) vérifie la propriété P> pour tout (x1,x2) €] — L1/2,L1/2[x] — La/2, Ly /2], on
définit 6 (U) (1, z9) et 05 U)(x1,22) par

G U) (21, 32) = (G U 21, 32)),  CR(U) (@1, 22) = Lr (U, - 5 21, 22)).

De méme
[er(U) J(z1,2) = [Lr(U(, - s 21,22)) ], [InU) (21, 22) = [En U, 521, 22)) |-

7.3.2.2 Développement en série de Fourier des champs proches

En décomposant les champs proches en série de Fourier dans les zones oul € et y sont constants et en utilisant
les équations de champs proches (7 et (7.3.7), on obtient le résultat suivant :

Proposition 7.3.3. Soient (E,)nen et (Hp)nen deuz suites de champs appartenant respectivement a V.©(B)
et V,j‘(B) satisfaisant le systéme d’équations et . Alors, pour tout n € N, &, et H,, satisfont la
propriété P> : plus précisément, il existe des fonctions Cy (z1,x2) (€ C3) et Dy, k(x1,2), et quatre suites de
polynomes (pyy , (Vi 1, 22)) 1kyez2\0,0)r (@ (T3 71, 72)) (ke 22\ (0,0) Lels que

- , Xy _ E) 1
En = Z Cik(fm,xz)ng + Z Piz,k(’/; @1, @g) 2TINIHRED) T2 G XA yang + 7 > 2
k=0 (1,k)€22\(0,0)
n ] ) 1
Hn = ZDik(m,m)Z’C + Z qyjf,l,k(’ﬁ$1,$2)62m(lxl+k¥)67% PR Xt quand £ Z > 3
k=0 (1,k)€Z2\(0,0)
(7.3.13)

De plus, Vk>1,
1 .
(Cri)E = % (Vr(qu,kq)ﬁ +iw(Dp_1 5—1)% ¥ es)

(Cr)y = ?dlvr(cn—m—ﬁ%, (7.3.14)
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et
1 .
(Dy )7 = z (Vr(Dn-t14-1)% — iw(Cro1,6-1)F X €3)

(D i)y = ?diUF(Dn—l,k—OT- (7.3.15)

Démonstration. La démonstration est classique. Elle se fait par récurrence. Nous faisons la démonstration dans
le cas X3 > %7 la démonstration pour X3 < —% est similaire.

1. Initialisation pour n = 0. Ecrivons d’abord & sous forme d’une série de Fourier :

Eo(X1, X2, X3,71,22) = Z {&0},.4 (X3, 21, 22) e2im(PXa+1X3)
(p.a)e{Z

Par ailleurs, pour X3 > & vérifie divEy = curl &y = 0. Donc ses coefficients de Fourier vérifient le

systéme suivant :

1
27

" 2imq

(teo)p) = 22 4ES

(t€012,) = 2imp (&0},

p{éots, — L{&},, =0,

({50};’;#)' = —2in (p{&o}y,, + L {&0}2,)

On en déduit facilement {£o}, -
- p#0etqg#0:

2
=274 /p?+ 45 X3
€0,p,q€ i )

q _on p2+£X3
— | Copg__€ 7
{gO}p,q = »P>9q ’

4
2
/P + L e
T 6_27T P —‘erg
- b
p

€0,p,q

avec cg p,q € C indéterminé.
-p#0etqg=0:

—27|p| X
€0.p.0€ [p| 5

0
{&obpg=| "

_|p| 7271'\/p2+£
Co,p,0——€ 2,
p

avec cgp,0 € C indéterminé.

-p=0etqg#0:
0,
—277‘%‘)(3
{g(]}o’q = | €0,0,4¢ ’
- _orld x.
CO,O,qﬁe mT Xa
i
avec cg,0,q € C indéterminé.
-p=q=0:
{50}0,0 = Co,0,

avec Cp o € C3.
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Evidemment, nous avons un développement similaire pour Hy.

2. Heérédité : Le résultat se déduit facilement par des calculs explicites. Nous expliquons simplement les
termes {E,}, o et {Hn}o - Leurs expressions nous seront utiles lors de la construction des conditions de
raccord. Par hypothése, on sait que

n—1 n—1
{571,1}0_’0 = Z Cn,Lk(Q?l,SCQ)X?,k et {/H”*I}O,O = Z Dn,Lk(Q?l,LL'Q)X?,k. (7316)
k=0 k=0

On cherche {&,} o et {€,} o sous la forme

Alors,

Or,

et

Donc

ou encore

{gn}070 = Z On,k(‘rly LL’Q)X;),k, {H”}O,O = Z Dn,k(xl, :EQ)ng. (7317)
k=0

k=0

{leurlén)rtg o = = {(Ao€n-1)1}tg o+ iw {(Hn-1)1}o -

d
{(curl&n)r}tg o = €3 x X5 {€nto0>

—{(AoEn-1)T}o,0 = —curlr {(Enz1)n} o0 -

ax; (Ertoo = —eurle {(En1)wbog x €5 + i {(Ha-1)r}o, X e
0
ax, {E)r}oo = Vr{(En-1)n}too+iw{(Hu—1)1}o0 X €3

En insérant les développements ([7.3.16) et (7.3.17)) dans 1’égalité précédente et en identifiant les différentes
puissances de X3, on obtient

De méme,

Donc,

(On,k)T =

(Cn,0)r indéterminé,

1
. (Vr(Cn-1k—1)N +iw(Dp—1 k—1)T X e3) Vk>1.
0 .
X, (En)ntoo = —dive {(En-1)1}
0 .
ax, (Hu)r}oo = Vr{(Hn-1)n}oo — iw{(En—1)7T}o0 X €3
) .
e (Hu)ntoo = —dive {(Hn-1)7},

(Cp0)N indéterminé,

1.
(Cri)N = ?leF(Cn—l,k—l)T Vk > 1.
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En appliquant un raisonnement analogue pour #,,, nous obtenons

(Dp0)7 indéterming,

(Dni)T =7 (VF( n—1k—1)N — w(Crn_1x—1)T X €3) Vk>1,
(Dp,0) N indéterming,

-1
(Dp )N = ?leF(Dn—l,k—l)T Vk > 1.

O

Remarquons que E% U) et ij\[, (U) correspondent aux composantes tangentielles et normales du terme de degré
0 du polynéme p*. Par ailleurs, il est clair que les champs proches &, satisfont la propriété P> si bien que les
notions de moyennes et de sauts [(1(E,)], (¢r(Er)) [In(En)], (¢n(E,)) ont un sens.

7.4 Conditions de raccord

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire les conditions de raccord. Tout comme dans le cas scalaire, nous
insistons sur le caractére formel de cette étape. Nous obtenons une premiére forme des conditions de raccord
en faisant coincider la partie polynomiale du développement modal des champs proches (7.3.13]) (on ne tient
pas compte des termes exponentiellement décroissants) avec le développement de Taylor des champs lointains
dans les zones de raccord, : Vn € N,V k < n,

O'E
Cik = 78 kn (.1‘1,.132,0 ),
- (7.4.1)
+ _ O"H, +
n,k 6 “a.k (33171'2,0 )

Néanmoins, cette écriture des conditions de raccord n’est pas optimale. Certaines conditions sont redondantes.
La proposition suivante, démontrée en annexe [7.9.1.1) donne une version plus condensée de ces conditions (on
rappelle que la définition des sauts et moyennes des champs proches est donnée par ([7.3.12)) :

Proposition 7.4.1. Les conditions de raccord sont équivalentes aux conditions de raccords suivantes :
Vn € N,

:I:
[(En)r]r = [€ T(5 ) [(Hy)rle = [6r (M),
(€7 (En)) H,)r)r, (7.4.2)
+
(In(En))
La proposition précédente signifie, qu’a chaque étape n, si les conditions (|7.4.2)) sont satisfaites pour tout k& < n,
alors les séries de conditions suivantes sont automatiquement satisfaites : Vk > 1,

0"H,,_i

R CAREEE 0%). (7.4.3)

Cn7k:7_($171‘270i)7 Dr,j;]g:
Autrement dit, & chaque étape n, il suffit de construire des champs E,,, H,,, &, H,, satisfaisant ([7.4.2)).

En utilisant les conditions de raccord , nous pouvons aussi rendre un peu plus explicites les conditions
de sauts pour [Eﬂr, [Emr, [H}L]F [HTQJF : fixons n € N et supposons par ailleurs connues Ej, Hy, & et
‘Hy pour tout k& < n. Définissons également la cellule tronquée By, ainsi que ses faces supérieures et inférieures
i .

ho

Bp, = {(Xl,Xg,Xg) € By tels que — hg < X3 < hg }, (744)
5 = {(X1, X2, X3) € By tels que X3 = £hg }.
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Alors, en intégrant par partie 'équation ((7.3.4]) sur le rotationnel de E,,, on a

/ curl&, -ea = / (€3><5n)'€2—/ (e3 X &En) - €2,
B i ho

ho

n

[T+ (C) s =D (Cr) (=ho)*,

k=1 k=1

n

- Ir+ Z Ch i)' hi — Z(Cﬁ,k)l(—ho)k.
k=1

k=1
Ainsi,

[E;]F :/ curl &, - 62+Z k) (—ho)* — Z (Crtk)lhlg,
B

ho k=1 k=1m

= — .AQ( ) €2 —|—/ iwWuH,—1 - €2 + Z nk ho) - Z (C’;:',k)lhg
Bu, B

ho k=1 k=1n

Comme tous les termes du membre de droite sont connus, nous avons une expressions du saut [E}L]F qui ne
dépend que des termes déja définis Ey, Hy, & et Hy, £ < n. En faisant la méme manipulation, nous obtenons
finalement

les X BEplp =g et [e3 x Eplp = hy, (7.4.5)
avec

1 . - 9
Gn = — (/ (_ AO(gnfl) +Zwan1)T> — (Z(eg X C Z 63 X C ho)k> y

T Bho k=1 k=1

| - -
fn = (/ (= Ao(En1) — iwpiHn 1) ) (Z es X Dyl )hi - Z e > Do, hO)k>'

Bh,, k=1 =1

Remarque 7.4.2.

— Nous avons ainsi découplé les problémes de champs lointains des problémes de champs proches du méme
ordre.
— En intégrant I’équation de divergence, nous aurions pu obtenir des conditions de sauts sur [Ef’t] et [Hiﬂ r

Mais ces conditions sont redondantes puisqu’il suffit de connaitre les sauts tangentiels pour déterminer E,,
et H,.

Nous allons montrer que les équations de champs proches , les équations de champs lointains
et les conditions de raccord permettent de définir & tout ordre les champs E,,, H,, &, et H,,. Au préalable,
nous avons besoin de définir un cadre variationnel pour la résolution des problémes de champs proches et de
champs lointains.

7.5 Cadre variationnel pour la résolution des problémes de champs
proches

Dans cette partie, nous définissons un cadre fonctionnel adapté a la résolution des problémes de champs proches
. Pour ne pas alourdir les notations, nous dirons qu’une fonction (ou distribution) U est périodique
si elle est 1-périodique en X; et T-périodique en Xs.

Les problémes de champs proches sont de la forme suivante : chercher U périodique telle que

Curl U = f dans D'(R?),
Div (ald) = g dans D'(R3).

ol
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g; ('LIQ)eT(R?’):")lOC et g € (L. (R?))ioc (f et g peuvent avoir une croissance polynomiale) ou L2, (R?) est
éfini par

L2, (R%) = {f € D'(R?), f périodique et /Bf2 < +oo} . (7.5.1)
— Div f=0.
— a appartient & L;‘;T(R:g) = {a € L>°(R3),a est périodique} .

~ a=1quand |X3| > 1.

Remarque. Dans les cas qui nous intéressent a = € ou a = p.

Dans un premier temps nous allons nous concentrer sur le cas o

f € (Lper(R%)?) et g € (Lpe,n (RY)), (7.5.2)

per
cas qui se préte bien a une résolution variationnelle.
Nous allons pour le moment travailler avec des fonctions qui ne dépendent que des variables rapides X, X et
X3, c’est pourquoi on notera abusivement div a la place de Div et curl a la place de Curl.

Ces problémes sont des problémes de type électrostatique. En domaine borné, ils ont par exemple été étudiés
dans [Pic81], [FG97], [Cia05] [KN&5].

Nous cherchons U dans P'espace a poids X, (R?)

X, (R3) := {u € D'(R*)?,U périodique, curlid € L*(B)?, div (ald) € L*(B), 1“(X)2 € LQ(B)?’} , (7.5.3)
+ (X3
muni de la norme
U 2
e, = H + [leurl U7z (py + Ildiv (ald)|72(p) - (7.5.4)

Nous introduisons également X, (B)
X.(B) := {L{ e D'(B)?, Ux iy, =U X eyt el ey =ald-eypy

U x e2r;, =U X €2\, ald - er;, = aU~eQ‘F;2,

curlid € L*(B)?, div(ald) € L*(B), Y € L*(B)% },
14 (X3)?
ouI'f (resp. I'Z)) sont les bords de I' de normale +e; (resp. +e3). Nous munissons X, (B) de la norme (7.5.4)).

X, (B) muni de cette norme est un espace de Hilbert.
Remarque 7.5.1.
— Sill appartient @ X,(R3) alors U p appartient a Xq(B). Inversement, si U appartient X,(B) alors U, la

fonction périodisée de U, appartient & X,(R?).
— On rappelle la définition des espaces W1 (R3) et Wy (B) :

Wi (R3) = { p € D'(R®), p périodique Vp € L3(B)?, ——L— e 12(B) Y,
1(R?) {p (R?), p périodique Vp € L*(B) EEeE (B)

— / _ _ 2/1\3 p 2
Wi(B) = {pE'D (B), Pr;, =Pri» Pry, = Pri,: Vp € L*(B)°, 71_’_()(3)2 eL (B)}
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On a Uégalité suivante (voir [Ach89]) :
X1 (R?) = Wy (R*)? et X;(B) = Wy(B)>. (7.5.5)
Nous nous intéressons donc au probléme : chercher U € X, (R?) vérifiant

curl U = f dans D' (R3),
(7.5.6)
div (ald) = g dans D' (R3).

Notons que ce probléme est équivalent au probléme suivant, posé sur B : chercher U € X,(B) vérifiant

curl Y = f dans D'(B),
P : (7.5.7)
div (ald) = g dans D'(B).

Dans un premier temps nous allons caractériser le noyau N, (P) du probléme P :
No(P) == {U € Xo(R?), telles que curl & = 0 dans D'(R?), et div (alf) = 0 dans D'(R?).} . (7.5.8)

Puis, nous pourrons montrer que le probléme (P) est bien posé dans I'espace X0 := A, (P)+ (orthogonalité par
rapport au produit scalaire induit par la norme )

Avant d’entreprendre ces deux étapes, nous rappelons un résultat classique que nous allons utiliser plusieurs
fois dans la suite du travail (ce résultat est une généralisation de la proposition au cas tri-dimensionnel) :

Proposition 7.5.2. Soit f € L2, (R?) telle que \/1+ (X3)2f € L*(B) et/ f=0etsoit ge L2, (R*)? . II
B

existe une unique fonction p € W1(R3)|C telle que

div(aVp) = f + divg dans D' (R?).

7.5.1 Caractérisation du noyau N,(P)

Proposition 7.5.3.
Nu(P) := {bVp{ + cVp§ +dVp§, (a,b,c) € C*} (7.5.9)

ot p$, p5 et p§ sont définies & une constante prés par
- p¢ =p¢ + X1 ou pY est périodique en X, et Xo et est solution du probléme suivant

Py € Wh (R3) IR,
da

div (aVDT) = e

dans D'(R?).
- p5 =D + Xo ot p§ est périodique et est solution du probléeme suivant

p5 € Wi(R%)[R,
Oa

div (aVpg) = ~ox,

dans D'(R?).
— p§ = p§ + X3 ou p§ est périodique et est solution du probleme suivant

P35 € W1 (R3)|R,
Oa

div (aVpg) = e

dans D'(R?).

Remarque 7.5.4.
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- Quand a = 1, N1(P) = C3.
— Vp§, Vp§ et Vp§ satisfont la propriété P> : pour | X3| > %, ils se décomposent en un polyndome de degré
0 et une fonction exponentiellement décroissante. De plus, Vi € {1,2,3},

[Lr(Vpi)] =0, [In(Vpi)] =0 (7.5.10)
et
Ur(Vpi))-e1 =1, (Ur(Vp]))-e2 =0, (In(Vp?)) =

1)) - ¢ 0
(r(Vps)) -e1 =0, (r(Vp3)) -e2=1, (En(Vp3)) =0, (7.5.11)
(br(Vpg)) -e1 =0, (lr(Vpg 1

— Dans le cas d’une couche mince, c’est & dire que

ap  si]| X3 <1/2,
a =
1 si|Xs|>1/2,

les fonctions p¢, p§ et p§ sont données par

1 ,
u u u ;Xg S |X3| S 1/2,
Py =X1, py=Xo, py= 0 1 _ (7.5.12)
X3+ﬂ(1*a0) St |X3|21/2
0

Démonstration. On vérifie d’abord immeédiatement que les fonctions de la forme appartiennent a N, (P).
11 suffit donc de montrer que si U appartient a N, (P), elle s’écrit sous la forme . La démarche est la
suivante : nous écrivons d’abord le développement en série de Fourier de U pour |X5| > 1 (c’est & dire dans la
partie de B dans laquelle a = 1). Puis nous utilisons le fait que curled = 0 pour écrire U sous la forme d'un
gradient : i = Vp. Connaissant le développement modal de p dans la partie ot a est constant, nous déduisons
p de maniére explicite en appliquant la proposition [7.5.2]

En utilisant la proposition nous savons que U admet le développement suivant

a2 . a 1
UX1, X2, X3) =U* + Z Ulfqe*% PPNl Q2in(Xa+2X2) quand + X5 > 3
(p,q)€(Zx)?

ou U* et U;q sont des constantes de C3. Les constantes UT et U™ ne sont pas indépendantes : en intégrant
les équations curld = 0 et div (ald) = 0 sur la cellule tronquée By, (définie par [7.4.4), on montre que [U] = 0
si bien que U+ = U.

L (R3), définie & une constante pres, telle que
U = Vp. Nous allons trouver une expression explicite de p. En utilisant le développement modal de U, nous
connaissons le comportement de p quand | X3| > % :

Par ailleurs, d’aprés [GR86], comme curld = 0, il existe p € H}

n2 : n
P(X1, Xz, Xo) = CH+ UKy + UKo + UK+ % py e TV al2in(mXa e X
(m,n)€Z2\(0,0)

Pour déterminer p de maniére unique nous imposons CT = —C~ (ce choix est complétement arbitraire).
Définissons p := p — U'X; — U?Xy — U3X5. La proposition nous assure que p est périodique. Donc p
appartient & W (B) et satisfait

Oa 2 Oa s Oa
00X, 00X, 0X3
Or, par la proposition [7.5.2] nous savons que ce probléme admet une solution unique qui est donnée par

p=U'p$ + UVpE + U3Vp2 avec p¢, p3 et p¢ sont définies dans 1'énoncé de la proposition. Donc
p=U'p] + X1) + U(55 + Xo) + U° (5§ + Xs).

div (aVp) = ~U" dans D'(R?).
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Remarque 7.5.5. [l est intéressant de remarquer que le noyau du probléme P dans V.¥(B) est égal a N (P).
De méme, le noyau du probleme P dans V5 (B) est égal a N, (P).

7.5.2 Une inégalité de Friedrichs

On comprend bien maintenant que le probléme P n’a pas une unique solution dans X, (R?). Par contre, il parait
logique d’obtenir une solution unique dans 'orthogonal X?(R?) du noyau de N, (P) :

U
X2(R?) := U € X,(R?) tell /7-v¢:o vi e {1,2,3 } 7.5.13
00 = {u € X,(89) tetles e [ FC Wit =0 vie (123) (75.13)
On introduit aussi
u
0 - - ;
X (B) := {Z/I € Xo(B) telles que/B TF (G2 Vpd =0 Vie{l,2,3} } (7.5.14)
Pour cela on peut montrer I'inégalité de Friedrichs suivante :
Proposition 7.5.6. il existe C > 0 tel que pour tout U € X2 (B)
U < € (Ildiv (@) 25y + llewritd] ) (7.5.15)
1+ (X3)2 L2(B)3 B F® F® -

Démonstration. Ce type de résultat est classique en domaine borné ([Web80],[Sar82], [Kri84], [KN&5]). Dans
notre preuve nous utiliserons d’ailleurs sans le démontrer le résultat ci-dessous :

Proposition 7.5.7. Soient Q C R3 un domaine borné simplement connexe et € une matrice définie positive
continue par morceauz dans 2. Soit u appartenant & H(curl,Q) telle que div(eu) appartienne a L*() et
n X u =0 sur 0. Alors, il existe une constante C' qui dépend uniquement de € et de € telle que

el 2y < € (leurtul aqy + div(ew) | 2y ) -

Nous pouvons a présent démontrer la proposition m par l’absurde. Supposons qu'il existe une suite (U, )nen
telle que

(a)sl Uy

V1+(X3)?

(b) : limOO [div (aldn)|| 25y = 0 et ngr—ir-loc leurlty || 25y =0 -

n—-+

=1,
L*(B)

Comme U, /\/1 + (X3)2 est bornée dans L*(B)? alors U, /+/1 + (X3)? converge faiblement vers V dans L?(B).
On appelle U = /1 + (X3)2V. U appartient & Xy. Par ailleurs, en utilisant 'hypothése (b), curlid = 0 et
div (ald) = 0. Donc U € Xo(B) NN, (P) et par suite U = 0.

Définissons deux fonctions de troncature x1 et x2 (Fig{7.1(b)) a valeur dans [0, 1] satisfaisant :

X1(X3) = X2(X3) = 5.
nee 0 si|Xs|<2o0u|Xs|>5 0 si|Xs| >4,

Remarquons que les supports de Vx; et de Vs sont inclus dans la zone ott @ = 1. On introduit aussi les
domaines By, By Bs et By ainsi que les bords I'T (cf. Fig. [7.1(a)) :

By = {(Xl,XQ,Xg) € B tels que 2< |X3| < 5}7 By = {(Xl,XQ,X3) € B tels que 3< |X3| < 4}7
B3 = {(Xl,XQ,X3) € B tels que |X3| < 4}, By = {(Xl,XQ,X3) € B tels que |X3| > 3},

I'E = {(X1, X2, X3) € B tels que + X3 =2ou+ X3 =5}.
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By
By
ZP:)
[] B
(a) By, Ba, Bs et By (b) x1 et x2
FIGURE 7.1 — Fonctions de troncature et sous domaines de B
Soient W,, = (1 — x2)U,, et Z,, = x2ldp,. On va montrer que
. Wi, Zn
lim ||— = lim ||— =0. (7.5.17)
norteo L+ <X3)2 L2(B) v+ (X3)2 L2(B)
On obtiendra alors immédiatement une contradiction car
. U, . Wi, . Z,
m || — < lim || ——eu im
Pt VI ()2 gy TR VI (X gy P VI (X
Tout d’abord, on introduit ’espace
2
Wi (By) = {w € H} .(B,) périodiques telles que w(X1, Xo,+3) = 0,/ % + |[Vw]?* < +o0 }
By 1+ (X3)
On munit W?(By) de la norme ||w||W{’(B4) = HVw||W10(B4). Par intégration par parties (cf. lemme 5.4.2 de
[NédOT]) et en utilisant la densité des fonctions de Cp2,.(Bs) dans Wy (By) (cf. [Ben07]), on peut montrer que
toute fonction w € W{(By) satisfait
2 2 . 2
IVwllz2p,) = lleurlw|[y, g,y + Idivw|[7 g, -
Comme il est clair que W,, € W{(By), alors
2 2 2 . 2
INWallzesy = [IVWallr2g,y = lleartWallz, g,y + [|div Wall 25,

Mais,
divWw,, = (1 — x2)dividy, + Vxao - Uy,

Or Vxa - U, est a support dans Bs et (1 — x2)divid,, = (1 — x2)div (aldy,) puisque le support de (1 — x2) est

inclus dans la zone ot @ = 1. Donc,

. . 2
||d1VWnH%2(B4) < ||div (aun)||2L2(B) + ”X/Q”LOO(R) ||un||i2(32)

De méme,
2
||CuY1Wn||2L2(B4) < ||curlu||2Lz(B) + HXIQHLOC(]R) Hun||i2(32)

si bien que

. 2
||VWn||iz(B) < ||Cur1un||2L2(B) + [|div (aun)HiQ(B) + 2 X5l e r) Hun||2L2(Bz)-

Puis en utilisant I'inégalité de Hardy (voir [Bre99]),

2

Wi
H V1+(X35)?

L?(B)

2 . 2 2 2
< C (llewrlhnl 32 iy + 148V (@) 25y + 2 1517 ) Wbl 2 )

(7.5.18)
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Par ailleurs Z,, = x2U,, est a support dans Bj et satisfait Z,, x e3 = 0 sur les bords inférieur et supérieur de
By. Alors, la proposition (que l'on peut facilement généraliser aux fonctions périodiques) donne

2 2 2 . 2
||Zn||L2(B) = ”ZTL”LZ(Bg) <cC (chﬂZn“Lz(Bg) + [|div (azn)“L?(Bg)) )

IN

. 2
c (HCUﬂUnHQLQ(B) + [|div (aun)||2L2(B) + ”X/QHLOO(]R) ||Un|\i2(32)> : (7.5.19)

Pour terminer la preuve et montrer (7.5.17)), il suffit de montrer que HUnHiz( B, tend vers 0. En effet, si

HUnHiz( p,) tend vers 0, alors les membres de droite des inégalités (17.5.19[) et (17.5.19[) tendent vers 0 (par
Phypothese (b) [|div (aldy)|| 25y et [[curliyn],, p) tendent vers 0).

Posons V,, = x1l,,. Comme la norme Ly & poids de U,, est bornée dans B, alors dans tout domaine borné, la
norme L? de U,, est bornée. Donc,

Vallr2(sy) + 1div Vall 2,y + llewrd Vil p2p,) < C, et Vi xn=0sur It

Par conséquent, V,, est bornée dans H'(B') (on applique la proposition en remarquant que Bj est I'union
de deux polyedres convexes). Donc V, tend fortement vers une fonction W dans L?(Bf). Mais comme on
sait que U,, tend faiblement vers 0 dans tout sous ensemble borné de B, alors V,, tend fortement vers 0 et en
particulier

ce qui termine la preuve. O

En utilisant l'inégalité de Friedrichs (|7.5.15), on déduit immeédiatement par le théoréme de Lax-Milgram un
premier résultat d’existence et d’unicité :

Proposition 7.5.8. Soient trois fonctions f, g et h telles que
- feL*B), g€ L*B),

~ 1+ (X3)2h € L*(B).

Alors, le probleme variationnel, chercher U € X0 telle que, V¥ € X?,

/curll/{~curlfl/+/ div(al/l)-div(afl/):/f~curlfl/+/g-dz'v(afl/)+/h-?
B B B B B

admet une solution unique.

7.5.3 Résultat d’existence et d’unicité

Proposition 7.5.9. Soit f et g deux fonctions vérifiant
- f € L2 (Rg)f

per
- divf =0,
BEAS L%eT(RS)‘

Le probleme, chercher U € X2(B) telle que

divald = g dans D'(B),
(7.5.21)
curld = f dans D' (B).

admet une solution unique.

Démonstration. La preuve est une adaptation de la preuve du théoréme 5 de [Cia05] au domaine non borné B.
1. Passage & un probléme variationnel : soit ¢/ une solution de (7.5.21)) et p» € X2(B). Alors

Vo € X9(B) / curlu~curlga+/
B

div (ald) - div (ap) = / fcurly +/ gdiv (ay) (7.5.22)
B B B
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2. Reésolution du probléme variationnel : d’aprés la proposition précédente (17.5.22)) admet une solution
unique.

3. Retour a I’équation aux dérivées partielles initiale :

— Equation sur la divergence : soit U/ la solution du probléme variationnel . Nous montrons que
U est solution de . Remarquons d’abord que I’équation reste vraie pour toute fonction
test ¢ appartenant & X,(B) : en effet, pour i = 1, 2 ou 3, divaVp¢ = curl Vp¢ = 0. Soit h une fonction
de D(B) telle que [ h = 0. Alors il existe p € W!(B) telle que div (aVp) = h. Dans D'égalité ,
on peut donc prendre ¢ = Vp. Donc,

/ (div (ald) — g)h =0 Vh € D(B) telle que / h=0
B B

Mais, dans l'annexe [B.7.1] on démontre le lemme [7.9.3] que l'on rappelle ici :

Lemme. Soit h une fonction L*(B) a support compact. Alors il existe une suite de fonctions (b )nen
telles que

f/hnzo,
B

— hy, est a support compact (le support varie avec n),

= A [1n = Rllpa gy =0,

En utilisant le lemme précédent et le fait que div (ald) — g € L?(B), I’égalité précédente est vraie pour
toute fonction de D(B). Cela signifie exactement que

div(ald) = g dans D'(B)
— Equation sur le rotationnel : On rappelle d’abord le lemme démontré en annexe [8.7.1]:
Lemme. Soit f € L2, (R3)? vérifiant divf = 0. Alors il existe w, € X,(R3) telle que

per
div(aw,) = 0 dans D' (R?),
curl(wy) = f dans D' (R3)3.
Comme div f = 0, le lemme précédent nous garantit existence d’une fonction W € X,(B) telle que
cutl W = f et div(aW)=0.

Donc W —U; € X,(B) et
/ curl W - curl p = / freurlp Vo e X,
B B

/ curlf - curl p = / frecurlp Vo e X,.
B B
En faisant la différence entre les deux équations et en prenant ¢ = W — U, on obtient
/ curl (W — Uy)|* = 0.
B
Et donc

curltfy = curlw = f dans D'(B).

On déduit immédiatement la propriété suivante :

Proposition 7.5.10. Soient f et g deux fonctions vérifiant
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a f € Lier(R3)7
- divf =0,
BAS L%er(Rs);

— [ et g satisfont la propriété P> (définie en|7.5.10),

et deux constantes ar = (a',a?) € C? et ax € C. Le probleme, chercher U € X,(B) telle que

divald = g dans D'(B),
curld = f dans D'(B),

(7.5.23)
(tr(U)) = ar,
(In(U)) = an,
admet une solution unique qui vérifie
41, < € (law + lar| + gl + 175 (7.5.21)

Ainsi, les problémes de champs proches et ([7.3.7) vont étre bien définis aux trois fonctions du noyau pres.
En imposant de plus les quantités (¢7(E,)), (Un(E)), (br(Hy)), (¢n(H)), on détermine par contre complétement
la solution. Ces données sont d’ailleurs fournies par les conditions de raccord .

Noter par ailleurs que les sauts [(1(E,)] et [¢1(E,)] (contrairement aux moyennes) ne peuvent pas étre imposées,
les fonctions du noyau N, (P) n’ayant pas de saut (cf. ) En fait ces données découlent de la résolution
des problémes de champs proches. Elle seront utilisées pour la construction des champs lointains.

7.6 Cadre variationnel pour la résolution des problémes de champs
lointains

Les problémes de champs lointains sont de la forme suivante (une fois réécrits sous la forme d’une équation
d’ordre 2) : Chercher E vérifiant

curlcurl E — w?E = f dans QF,

[(E)r]p = g1 sur T,

(7.6.1)
[curl E X n|, = ga sur I',
curl E x n = iw(E)p sur $E .
ainsi que les conditions périodiques
E x s, = E x SILTE curl E x els;, = curl E x SIDTR (762)

E x e2p; = E x €25t s curl E x €2y, = curl E x SIS

Par convention n est la normale sortant sur E;ﬁs et n:=e3surl.
11 est naturel de chercher E dans I’espace variationnel H () défini par

H(Q) = {E € H(curl,27) N H(curl,27) telles que (E)r € LX),
E x €1|2;1 =Ex 61‘2;1 et E x 62‘2;2 =Ex 62‘2;2 } (763)

Proposition 7.6.1. Si g, € HY/?(T"), go € H-Y?(divp,T) et f € L*(QF) est a support compact dans QF, alors
le probléme admet une unique solution appartenant ¢ H ().
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Démonstration. Commengons par introduire I'espace H((Q2) :

Hmy:{EeH®MJmt&%quTeﬁQ%L
Exe”mi:Exe”mimExe%gé:Exe%mJ.(T&@
Nous munissons l’espace H(£2) de la norme
2 2 2 2
IEll3y) = 1Bz o) + lewl Bl ) + [[Ex (72 (s -

Pour nous ramener & cet espace variationnel, nous relevons le saut g;. Nous définissons d’abord g; := (g%, ¢%,0)”
puis le relévement R(g;) € HY,, (QF)

per
g1x(z) dans Q7F,
R(g1) ==
0 dans 2.

ou x est une fonction de troncature trés réguliére valant 1 dans un voisinage de I' et s’annulant dans un voisinage
de Y. Le relévement ainsi construit vérifie

”R(gl)HHl(Qi) <C ||91||H1/2(r) ‘
et
[curl R(g1) x n]p = curlp(gi)es x e3 = 0.
Nous cherchons E sous la forme suivante :
E=E+R(qn). (7.6.5)

11 est clair que [ET] - 0 et donc que si E € H(Q), E € H(Q). De plus E vérifie

curl curl E — w2E = f dans OF,

[curlE X n} =gy sur I,
r

~ N (7.6.6)
curl E x n = ik(E) sur £ .
curl E x s, = curl E x SINTR curl E x es;, = curl E x et -
ou, f:=f— (curlcwrl R(g1) — w?R(g1)) appartient a L2(1).
Alors, Vp € H
a(E, ) = L(), (7.6.7)

ou a et L sont définies par,

a(E, ) = /chrIE ~curl p — w2/

E-@—ik/ET-gTT
Q >

et,
L(p) = /QJE'¢+ (g2, 1)1,

ofl < -,- >p deésigne le produit de dualité entre H~/2(divp,I') et H~/?(curlp,T'). Or nous savons (en utilisant
le chapitre 4 de [Mon03|) que le probléme a une solution unique. Il est ensuite possible de retrouver 'EDP
facilement en utilisant des fonctions tests bien choisies. On a donc réussi & construire une solution au
probléme sous la forme E := E + R(g1). Par ailleurs, comme on peut montrer que ce probléme admet au
plus une solution dans H (), [7.6.1] est bien posé. O
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7.7 Construction des termes du développement asymptotique

Nous pouvons maintenant construire les différents termes du développement asymptotique. Nous commengons
par construire les termes d’ordre 0 puis nous donnons un résultat général d’existence et d’unicité. Enfin, nous
obtenons une expression semi-explicite de tous les termes du développement.

Nous cherchons les termes de champ lointain E,, et H,, dans I’espace H(2) défini par . Les champs proches
&, sont dans 'espace C*(I', V. (B)) et les champs H,, sont dans 'espace C*°(I', V,/(B)) , ou V. (B) et V.*(B)
sont définis par (7.3.917.3.8).

Une nouvelle écriture des problémes récurrents

Nous souhaitons construire, pour tout n € N le systéme d’équations constituées des équations de champs
lointains , des équations de champs proches et des conditions de raccord . On va
en fait réécrire ce systéme (7.2.117.3.6{7.3.747.4.2) en tenant compte de l'analyse faite dans les parties et
et en particulier du fait qu’il faut spécifier les sauts tangentiels pour les champs lointains et les moyennes
tangentielles et normales pour les champs proches. On va alors résoudre le systéme récurrent suivant :

Vn € N, chercher E,, € H(Q), H,, € H(Q), &, € C*(T,V.H(B)), H, € C=(T,V,F(B)) tels que

curl curl E,, — w?E,, = 03 F.
[(En)T]F = gn X €3,

[curl E,, X es]p = iwhy,,

curl E,, x sy, = curl E,, x SINPE

curl E,, x e2si, = curl E,, x €25z,

curl E, x n —iw(El) = 0 sur ©F |

1
H, .= —curlE,
w

curlé, = —Ag€Ep—1 + wpHn_1,
div (e€,) = —edivr (En—1) -

(7.7.1)

—curlH,, = +AoH,_1 + iwe&p_1,
div (,U,Hn) = —H diV[‘ (H'n—l)T .

(€7 (En)) = ((Bn)r)r
<£%(Hn)> = <(Hn)T>F
(3 (En)) = = Seurlr (Hy)r)r
(8 (Hn)) = shewle((Ey)r)r
avec,
gn = ! </ (= Ao(En1) + iwpHn_1) ) <z": e3 x CF i(eg X ka)(—ho)k> ,
T \YBn, k=1 k=1
hn = 1 (/ (— .AO(gnfl) - iOJ/j,Hnl)T> - <i(63 X D i 63 X D h())k> . (772)
T\ B k=1 k=1
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7.7.1 Construction explicite des termes E,, Hy, & et H,
7.7.1.1 Construction de Ey et Hy

D’apres ([7.7.1), Eq satisfait les conditions de sauts suivantes,
[n X Eglp = [n x curl Bg]. = 0 sur T,

Ey est donc 'unique solution du probléme : chercher Eg € H(Q) telle que

curl curl Eg — w?Eq = F dans QF,
(7.7.3)

curl Eg x n — iwEqg = 0 sur 2.

Le probléme limite est donc comme prévu le probléme sans couche mince périodique. On en déduit alors Hj

1
Hj := —curl Eg. (7.7.4)
iw

7.7.1.2 Construction de &) et H,

& vérifie le systéme d’équations : chercher & € V.7 (B)

curl &y = 0 dans B,
div (e£,) = 0 dans B,

et les conditions de raccords
1
(tr(£0)) = {(Eo)r)r, ((x(&0)) = — 7 culr{(Ho)r)r

On remarque que les variables macroscopiques z; et zo interviennent maintenant comme des paramétres. La

proposition et la remarque donnent
1
& = (Ey)rVpi + (E3)rVpy — —curlr((Ho)7)rVps. (7.7.5)
Dans l'expression précédente, nous avons séparé les variables rapides des variables lentes. Par ailleurs, cette
expression ne fait intervenir que les dérivées tangentielles des composantes tangentielles de (Eg)r et (Hg)r sur
Iinterface I'.

Le champ Ho € V,F(B) vérifie quant-a lui

curl Ho = 0 dans B,
div (uHo) = 0 dans B.

et les conditions de raccords
1
tr(Ho) = (Hor), ((x(&)) = ECUFIM(EO)T%

si bien qu’en utilisant de nouveau la proposition [7.5.3] et la remarque [7.5.5]

1
Ho = (H)rVp, + (HHrVph + ECUI‘IF«EO)T)I*Vpg. (7.7.6)

7.7.2 Reésultat général d’existence et d’unicité du développement asymptotique

Proposition 7.7.1. Pour tout entier naturel n, le probléme est bien posé.
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Démonstration. 1l est clair que si le probléme (7.7.1)) admet une solution alors cette solution est unique. Il reste
a montrer l'existence par récurrence. La démonstration se fait par récurrence. La proposition a déja été véri-
fiée pour n = 0 au paragraphe précédent. Supposons que pour tout k < n le systéme (|7.7.1) admette une solution.

Dans une premiére étape, nous construisons E,, : par hypothése, les seconds membres g,, et h,, sont complétement
définis par les formules (7.7.2). De plus ils appartiennent & C°°(T') et donc g, x ez appartient & H'/2(T) et h,,
appartient & H~'/2(T"). Donc le probléme, chercher E, € H(f) satisfaisant

curl curl E,, — w?E,, = 03 F,
[(En)7lr = gn X €3,

[curl E,, X e3]r = iwh,,,

curl E,, x gy = curl E,, x iy

curl E,, x eoxt = curl E,, x €25,

curl E,, x n —iw(EL) = 0 sur:F

x3?

admet une unique solution E,,. Cette solution est trés réguliére dans un voisinage de l'interface I'. On en déduit
immédiatement le champ H,, par la formule H,, = icurl E,,. Il reste & construire &, et H,,. Nous rappelons
que le comportement de &, satisfait la propriété P> : pour X3 grand, il est donné par

n—ZC 1‘1,.732 X3 +g

ou les fonctions C’f . sont connues pour k£ > 1 et gT sont des fonctions exponentiellement décroissantes. Soit y
une fonction de troncature appartenant a C*°(R) qui satisfait

1 si X35> 2,
X(X3) =
0si X3 <1.
Nous définissons la fonctions P,, par
X3 ZC .1‘17.’1?2 X3 +X chk 3?1,5(}2 ;f
k=1

11 est clair que E%(’Pn) =0et Kjiv (P,) = 0. Par ailleurs, en utilisant les formules (7.3.14) et (7.3.15), on peut
montrer facilement que les seconds membres —Ag(E,,—1) +iwpuH,—1 — curl P, et —edivp(E,—1) — €0odiv Py, sont
exponentiellement décroissants quand X3 tend vers l'infini si bien que, d’aprés la proposition [7.5.10, on peut
construire V,,, unique solution appartenant a C*°(T", X, (B)) satisfaisant

curlV,, = —Ag(Ep-1) + twpHp—1 — curl Py,
div (eV,,) = —edivp(En—1) — €0odiv Py,
{(br(Vn)) =0,
(En(Vn)) = 0.
On construit alors &, sous la forme
En =V + Pn +aVpi + bVps + cVps.

Les conditions de raccords (¢ (£,)) = ((En)n)r et (¢r(En)7) = ((Ey)7)r donnent a = (E,, -e1)r, b = (E, -e2)r
et ¢ = (E, - es)r ce qui termine la construction de &,. La constructions de H,, est similaire. O

L’objectif des paragraphes qui suivent est de donner une expression plus explicite des champs E,, H,, &, et
H,. Ces expressions sont par exemple utiles pour la construction de conditions de transmission approchées
a tout ordre. Les parties et [7.7.4] expliquent la démarche pour obtenir ces expressions explicites. Plutot
techniques, elles ne sont pas nécessaires a la compréhension de la suite du document.



7.7. Construction des termes du développement asymptotique 127

7.7.3 Vers la construction explicite du développement asymptotique : construc-
tion des termes E;, H{, & et H;

Pour commencer nous introduisons la notation suivante :

Notation 7.7.2. Soit V(x1,x2,2) un vecteur de R3. Vi € {0,1} ,p € N et q € N, nous définissons (V)P4 par

OPTIV (21, 29, 2)

sttt =0
- Ozl 0z ’
VOPY(xy,29,2) = L2
( ) ( 1,42 ) aerqVQ(zl’x%Z) o )
sii=1.
Ozl Oxd

: : . . 1,0 40,1 11,0 01 . . P
Nous introduisons aussi les opérateurs A, ", Ay, By et By~ qui vont nous permettre de séparer les dérivées
en xrp et xo :

0 &’
ARE =ey xE=| -, ANl i =eaxE=|0 . (7.7.7)
&2 =&t
BE =€ - ey, B°E =& - ey. (7.7.8)
On remarque que
Div (Aé’%‘) = —(Curl€ -e;) Div <A8’15> = —(Curl€ - e3) (7.7.9)

On peut alors réécrire les équations ((7.3.67.3.7) de champs proches a l'aide de ces opérateurs :

curl &, = —ALO <85n1> AL (5&11) +iopH 1,

0xq Oz
div (e€,) = —e (B0 0&, 1 4 ot 0&n—1 (7.7.10)
Vieen) = e Po 0xy 0 Oxs ’
et,
OH OHp— )
—curlH,, = +Aé’0 ( B, 1) + A(l)’o ( B 1) +iweEyp 1,

(7.7.11)

T2
OHp— OHp—
v <o (22) (- 52)),

Remarque 7.7.3. La distinction entre les dérivations en x1 et en x4 est trés artificielle. Il aurait été préférable
de continuer a travailler avec les opérateurs de dérivation surfacique divr, curlp et curlr mais nous n’y sommes
Pas Parvenus.

7.7.3.1 Reéécriture de & et Hy

Pour comprendre la construction a tout ordre, on va écrire & et Hy a 'aide de quatre séries de fonctions
profiles :

(1h)g = Vs,

(11)0° = Vs,
- - 1

(W)” =0, (W' = —Vp5,  (1)" =0

(1) =0, (M)g" =0, (1) =—%Vns

et,

(Mh)o” = Vo,

(mh)g° = Vph,

(Mo)o” =0, (Mh)g° = 0et (Mh)g" = ——Vpf,
~ ~ 1

(W)g® =0, (M)g" = — Vil et (Wh)y" =
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On peut alors exprimer & et Hy a laide de ces fonctions profiles et des dérivées tangentielles de ((Eg)7)r et

(Ho)r)r

1 p—1 1

50=Z<EZ°0 AR : tIIC AT (7.7.12)
i=0 p=0 gq=0 i=0
1 1 p—1 1 B
Ho = (HHR (W)e? + 33 S (ED R W)E, (7.7.13)
=0 p=0 q=0 i=0

Remarque 7.7.4. L’introduction des fonctions (V;)07 et (9,)2? est artificielle. On peut tout de meéme essayer
de préciser la signification des indices : on peut d’abord remarquer que ces fonctions sont toujours associées aux
moyennes des champs lointains (Fo(x1,22))r (F = E ou H) et de leurs dérivées tangentielles. Ces fonctions ne
dépendent ni de z ni des variables rapides X1, Xo, X3.

~ L’indice i représente la composante de Fy a laquelle la fonction (V)04 (ou (V;)5) est associée : i = 0
correspond a la composante suivant ey et i = 1 correspond & la composante suivant es.

— L’indice p correspond a l'ordre de dérivation en x1 de la fonction Fy alors que l'indice q correspond a
l’ordre de dérivation en xo.

~ Les fonctions (V;)09 et (9,)2? interviennent dans la construction de & alors que les fonctions (W;)0 et
(W5

— Les fonctions (’V)g "1 sont associées aux moyennes du champ électrique et de ses dérivées (E)? alors que
les fonctions ('V)p 4 sont associées aux moyennes du champ magnétique et de ses dérivées (H)P1.

~ De méme, les fonctions (W,)0? sont associes au champ magnétique H alors que les fonctions (W,)5?
sont associées au champ électrique E.

7.7.3.2 Construction de E; et H;

Nous construisons E; comme l'unique solution du probléme : chercher E; € H(2) telle que

curl curl E; — w?E; = 0 dans QF

[(E1)7]r = g1 x e3,
(7.7.14)
les x curl Eg|p = iwhy,

curl Eg x n — iw(Eg)r = 0 sur X.

ol les termes sources g1 et hy sont définis par (7.7.1) : plus précisément,

Noter que puisque &, et Hp sont dérivables & n’importe quel ordre par rapport aux variables macroscopiques
1 et en xo, il en est de méme pour g; et hyi. Puis, nous définissons H; par

1
H, = —E,. (7.7.15)
w

Remarque 7.7.5. Pour la construction de conditions de transmission approchée, nous donnons la formule
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explicite de g1 et hy :

it = (F,0) G+ (5 ], o) oo

+ (Zf /Bougfé> (Hg)r + (i /Bougﬁ> (curlp (Bo)r)r

+iw ((i /B ugfi) - 1) (Ho)r + % ((i /B %’é) —~ 1) curlpcurly (Ho)7)r - eq,
o= (L 2O (L) )00,

+ (Z: /Bo Mgfé;) (Hg)r + (i /Bo “%) {curlr(Eo) 1)1

. 1 oph 1 ops -
+w ((/Bo 'LL('?XQQ) - ) <Hg>r + ((T /Bo TXZ) — 1) curlp curlp (Ho) )T - €2,

T

Do (D Ry () o
hl B ( T Bo 8X3 <3x2 >F + T Bo an <6I2 >F
Y Y 1 9ps
iw (T /BgeaX1> (E§)r + (T /BoeaXl (curlr(Ho) )1

(L[ ovy T B 2 B B0/ SN
iw (( /BOeaXl) 1) (Eg)r o <(T /BO an) 1) curlp curlp {(Eo)T)r - €1,

-
9 1/ Lp’f OH} 1/ ophy \ OH?
hl o (T Bo an <81171 >F + T Bo 6X3 <8x1 >F

(Y[ oY g 1 9ps
iw (T /}3068){2) (Eg)r + (T /BoeaXQ (curlp (Ho) )T

w (L[ 9Py _ TN 0 B SR,
w <( /BgeaX2) 1) (Eg)r o <(T /BO 3X3) 1) curlp curlp{r(Hp) ) - €.

T

et,

Quand p et € sont symétriques, c’est a dire que
(X1, —Xo, X3) = (X1, Xo, — X3),

M(_XlaXQ;XS) = M(X17X23X3)7 M(Xh _X2;X3) = M(X17X23X3)7
€(X1, =X, X3) = (X1, Xo, — X3)

€(—X1, Xo, X3) = (X1, Xo, X3), €(X1,—X2, X3) = €(X1, X0, X3),

les expressions précédentes sont considérablement simplifiées : on a en fait T
g1 = iw ((i /BO Mgiffl) - 1) (Hg)r + % <(i /BO gﬁé) - 1) curlp curly (Ho)7)r - e1,
g2 = iw ((71_ /BO SL;(Z) - ) (H2)r + ((71'/30 g—)‘pé) - 1> curlp curlp (Ho)7)r - €2, (7.7.17)
et,
() - (2 ) snomtmon
h% = —jw ((71_ /BO eg;é) — 1) <E(1)>F — % ((71_ /BO gﬁ(i) — 1> cﬁrlpcurlﬂ(Ho)T)p - €. (7.7.18)
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7.7.3.3 Construction de &;

En utilisant les expressions explicites de Eqg et de Hg ((7.7.12)) et (7.7.13)) ainsi que la premiére équation de
(7.7.10), nous avons

1 1
curl 51 _ Z Ez 1, 0./4 1)0 ,0 Z(Ez))glAgJ(%)g;O
i=0 i=0
p—1 1 1 p—1 1
Z Z Hz p+1,qA10 p,q ZZZ Hz p,q+1A ( 2)17,11
p=0 q=0 i=0 p=0¢=0 =0

1

p

zlez pq(zwu )pq)

=0

+i<HZ>1° (swon(w)§°) + Z
i=0 p=0

I
=)

q

En réarrangeant les termes et en définissant par convention (%) = (%) = (W)5? = (W;)5? = 0 quand
p < 0 ou g < 0, nous obtenons

1 1 1-p
curlér = D3I (BN (— AP = A (T + ieon (W)

1=0 p=0 q=0

1 2 2—p

S R (— A @ = A R (W) (7.7.19)

i=0 p=0 ¢=0

De méme, en utilisant cette fois la seconde équation de ((7.7.10]), nous obtenons

101 1-
div (e&1) ZZ pEqu< (Blo( are 1q+301( S 1))
=0 p=0 ¢q=0
1 2 2—p
30D D R (e (BHO B ). (7.7.20)
1=0 p=0 q=0

Enfin, & vérifie les conditions de raccord

(&) = (Ba)r)r (€)= (Ex)) =~ —curlr((H)pr. (17:21)

Nous allons maintenant utiliser la linéarité des équations (7.7.19) et (7.7.20) par rapport aux termes (H})P? et
(E})P+9 pour construire de fagon semi-explicite une fonction qui satisfait les équations ((7.7.19) et (7.7.20). Puis,
les conditions de raccord (|7.7.21f) nous permettrons de définir complétement &;.

P? (Ces fonctions, qui ne

Pour réaliser cette construction, nous définissons les fonctions profiles (9)"¢ et ()%
dépendent que des variables rapides, vont nous permettre de séparer la dépendance de & par rapport aux

variables lentes (x1,z2) des dépendances par rapport aux variables rapides (X1, X, X3)) :
— Vi € {0,1}, V(p,q) € N? tels que p + ¢ < 1, chercher (9})}"? € V.7 (B) telle que
curl (V)7 = —AS°(#5)87 17 — ADPH ()89 + dwp (W) dans B,

di Vv p,q BLO(q42)P 1,q+801 p,q—1 d B,
iV (e(V)7) = —e (BL(m)f (V)p") dans ——
q
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~ Vi e {0,1}, ¥(p, q) € N? tels que p + ¢ < 2, chercher (%})2? € X, ¥ telle que

— A (V)P — AN (95)P Y 4 dwp(w)B Y dans B,

— —¢(BLO ’Vi pfl,q_’_Bo,l ‘;/z p,g—1 dans B,
(B0 (T o

Propriété 7.7.6. (V)27 et (1) existent et sont définies de maniére unique par (7.7.29) et (7.7.23). De plus,

(R = (P} = (@} =o.

Démonstration. L’idée globale de la preuve est de retrancher a (4)7"? (resp. (7;)}"?) son comportement non
variationnel a I'infini pour pouvoir appliquer le résultat d’existence et d’unicité de la proposition[7.5.9] On vérifie
au préalable que les seconds membres sont compatibles.

1. Conditions de compatibilité : on définit

f('Vvi)l ) =

Pour que ce second membre soit compatible, il doit vérifier les 2 conditions de compatibilité suivantes :

— A (V)T = AT (WG e ()5

a- div f ((7)1") =0,

b- f(,

dans L?(B) ou encore que le coefficient de Fourier associé¢ & m = n = 0 est nul.

e Vérification de la condition a : div (f(%;)7"?) =0 :

)0 es dX1dXs = 0 pour |hg| > 3 : cette condition signifie simplement que f ((%)]'?) - e5 est

div f(VP) = —div (A5 (95 )) = div (S (W) + iwdiv (w(94)5)
Or, par définition (voir 7.7.4)

div (AL (( Al 1"1)) = —cwrl ()2 e =0,

div (AGH (W) = —ewrl (1) -1 =0,
() =0,

div

Donc, div (f(%;)1%) = 0.

e Vérification de la condition b : (f()1) - e3 dX1dX> = 0 pour |X3| > 1. La vérification est un

peu technique. Nous résumons le E;(chul de cette intégrale par le tableau suivant :
@t | —{A s e | {0 e aon {RT} ces | total
(1)° 0 0 0 0
wn® | {3}, =0 0 0 0
(W)} 0 {5 ),=r | eld&), =] o
()00 0 0 0 0
(¥ { 38;;2}00 ! 0 %{gﬁ}(m:l 0
(1) 0 {g‘; }0 =0 0 0
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(f('Vi)If’q) -e3dX1dXs = 0. De méme,

J

On obtient donc bien /
Tho

f(';/l)q’q) ce3 dX1dX5 =0.

ho
En effet,

@5 | = {0} e | = {AFT @R cen [iwn{(M)E 00 es | total

()0 0 0 1% }0 =0 0

(1);° 0 0 0 0

(1)1 0 0 0 0

(1%)7° 0 0 0 0
— o

(7)1 i{aﬁ}oozo 0 0 0
71 10,2 1 [ ops _

(1) 0 Lok ], =0 0 0
7,10,0 OpH .

1 0 0 {#},=0 | 0
(V)7 0 0 0 0
(1) 0 0 0 0
~,\2,0 a5,

()] L{#}) =0 0 0 0
- o

( 1)171 0 7i {8;?1 }().0 B 0 0
(11)7? 0 0 0 0

2. Existence des fonctions (74)}? et (74)1'? : tout d’abord il est clair que si les fonctions (%;))"? et (9})}?

sont définies, elles le sont de maniére unique. Nous allons seulement construire (%)
démarche s’applique pour (%;)7"?. Définissons les vecteurs constants Ali par

mais la méme

AF (VP - er = {F (DT D))50-ear AT (R - e2 = = {F (W) )}o0 - en,

AF (V)R - es = {g (V)P )}

avee g (V)F) = —e (B0 ()1 1) + B0 ()17 ).
Définissons alors

PP = ) (Xs) AT (V)0) X+ x™ (Xs) AT (1)) X,

ott les fonctions y* sont des fonctions de troncature trés réguliéres définies pour tout X3 € R vérifiant

1si X3 > 2, 1si X5 < —2,

X (X3) = et x(X3) =

0 siX3<1, 0 si X3>-—1.
On cherche alors (U4;)]"? € X,(B) solution du probléme

curl @)1 = f((Us)7))dans B,
(U)?) dans B,
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avec,

FOUPY) = f ((1)9) — curl PP,
g (U)PT) = g (V)F?) — eodiv PP,

On remarque f ((U;)]?)) est dans L?(B). En effet, en utilisant 'hypothése b f ((V;)]"?)) - e3 est dans

L?(B) puisque (curl (A7 ((%)7%) x*(X3)X3)) - e3 = 0). Par ailleurs, par construction f ((V;)

7 (V)7'?))-e2 sont exponentiellement décroissantes quand X3 tend vers +o0o. De méme, div f ((U;

Par des arguments similaires on montre que g ((V;)}"?)) est également dans L?(B).

p,q
1

))-61 et

7)) =o.

Donc en utilisant la propriété [7.5.10} (U4;)}"? existe et est définie de maniére unique. De plus (U;)]? + PP?

satisfait ((7.7.22]) ce qui termine la preuve.

O

Nous pouvons maintenant construire & a I’aide des fonctions (%)% et (7;)2"?. Nous cherchons alors & sous la

forme suivante :

1 1-p 1
E(X1, Xo, Xg,w1,m2) = Y>> (EPUW)PU(Xy, Xa, Xs)
p=0 q=0 =0
2 2—-p 1 ) ~
F NN EHY)PUV)TU(X, X, Xa)
p=0 ¢g=0 i=0

+ C(xlva)vpg(leXQ; XB)

Par construction, la fonction ci-dessus satisfait les équations ((7.7.19)) et (7.7.20f). Nous allons déterminer a, b et

c pour que les conditions de raccords (|7.7.21]) soient également satisfaites : ainsi,

1-p 1

(tr(€1)) = (B1)r) = aer + bex + Y > (E)RUlr (1))

p=0qg=0 i=0

2

2—p

1

£ D S ER (),

p=0 g=0 i=0

1 1-p 1 2 2-p 1
(En(E0) = (Br) = e+ 323 SRR + 305 S R
p=0¢=0 =0 p=0¢=0 =0
Donc a = (Ej)r-e1, b= (Ej)r-es et ¢ = (Eq)r - e3 = <<H0>O ! (H})%()) Finalement,
1 1-kl—k—p 1 1 2-k2-k—p 1
> LTINS 95 3 DB BT
k=0p=0 g¢g=0 <=0 k=0p=0 ¢=0 =0

Nous obtenons également une expression explicite du saut [Eq] :

1 1-p 1 2 2-p 1
(E0rle = 303D [er((RIN R+ 3D ler ()
p=0 ¢=0 i=0 p=0¢=0 =0

P:q

HZ >P»q

)

(7.7.24)

(7.7.25)
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7.7.3.4 Construction de H;

La construction de H; est similaire & celle de &; : en utilisant les expressions explicites de Eg et de Hy ((7.7.12)
t (7.7.13])), H1 satisfait les équations

—ewlHy = 3OS DR (AF )T+ AP (W) + iwe(9)57)

=0 p=0 ¢q=0
1 2 2—p 4 ~ B
YD ER (AT A (T iwe (V)T (7.7.26)
1=0 p=0 ¢q=0
1 1 1-p
div(uér) = DS N EPR (—u (B + B ()
=0 p=0 ¢=0
1 2 2—p B
33 E R (< (B B (), (7.7.27)
i=0 p=0 q=0
et les conditions de raccords
1
{br(H)) = (Hy)r)r  (Iv(Ha))r = ((Hi)n) = ——curlp ((Ed)r)r. (7.7.28)
Tout comme pour &1, nous allons définir les fonctions profils ()27 et (w})P"4
~ Vi e {0,1}, ¥(p, q) € N? tels que p + ¢ < 1, chercher (7})7"? € V,F(B) telle que
—curl (W))P9 = AFO (WP 4+ AP (W)E T+ iwe(7))8 4 dans B,
div (e(w;)P? BLO(w) pl’quBOl Pa=1) dans B,
(W) = = (BLO(m) (wh ") o
(En((Wi)7")) =0,
(er (W) 1) =0,
~ Vi e {0,1}, V(p, q) € N? tels que p 4 ¢ < 2, chercher (%})P9 € X[ telle que
—curl (W% = ALY (Wh)EH 4 AV ()BT + iwe(1)5 dans B,
div (e(15)21) = —p (By (W)~ + By (w))2?~ ") dans B,
(e(wp?) = (B3 (w)h ()5 ) 10
(En((Wh)7)) =0,
(Lr((WR") = 0.

Propriété 7.7.7. Les fonctions (W,)07 et (W) existent et sont définies de maniére unique par et

. De plus, . .
(W))" = (W) = (W) =0.

La preuve de cette propriété est donnée dans I’annexe Nous pouvons maintenant construire H; a laide
des fonctions (W;)79, (w;)}?. Nous cherchons H; sous la forme suivante :

1 1-p 1

Hi(X1, Xo, X3,21,32) = ZZZ(H2> (W) (X1, X, X3)

2
+ZZZ (BRI W;)P (X1, Xa, X3)

+a(z1, x2)Vph (X1, Xo, X3) + b(21, 22) Vph (X1, X2, X3) + (@1, 22) VP (X1, X2, X3).
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Par construction, la fonction ci-dessus satisfait les équations ([7.7.26]) et (7.7.27). Tout comme pour £, nous
allons déterminer a, b et ¢ pour que les conditions de raccords ([7.7.28]) soient satisfaites. Nous obtenons,

1
a= (Hy)r e, b= (Hy)r - ez, c=(Hy)r-e3 = o (*<E(1)>10“71 + <E%>11“0) .

Finalement,
1 1—-kl—k—p 1 4 1 2—k2—k—p 1
SN S S 3 S mr (7.7.31)
k=0p=0 g¢=0 =0 k=0p=0 g¢=0 =0

Nous obtenons également une expression du saut [Hy] :

(H)rle = S0 S ST ler((wh)pe)] E)ET + 3 )] (B2 (w)qgk) . (7.7.32)
p=0 ¢=0 i=0 p=0¢=0 Z:0

7.7.4 Expressions explicites des termes du développement asymptotique

7.7.4.1 Les fonctions profils

En nous inspirant des expressions de &1, &, Ho et Hy (7.7.12] [7.7.24] [7.7.13] |7.7.31)), nous aimerions pouvoir
construire &,, et H,, sous la forme suivante :

n nt+tl—knt+l—k—p 1

DICTEACTRINS 35 S lb oL EACIEN

k=0 p=0 q=0 =0

n n—kn—k— 1 n+tl—kntl—k—p 1 ) .
b= 20 D DCITICITNS I DI Sl R
k=0 p=0 ¢=0 =0

k=0 p=0 ¢=0 i=0

dans lesquelles les fonctions ()2, (V)27 (w;)2? et (%;)2? ne dépendraient que des variables microscopiques

X1,X2,X3. Cest pourquoi nous définissons les 4 familles de fonctions (9)29, (V)2 (w5)2% et (W;)P9 comme
suit :

o (V)P9ie{1,2},k€N,(p,q) € N* tels que p+ g < k : on définit cette famille par récurrence sur k.

~k=0:(1%)" = Vi, (T)p° = Vps.

— k> 1: chercher (7))} € VH(B) telle que

curl (1)09 = — A (V)2 -1 — AQN (V)P0 iwp(w,)PY, dans B,
div (e(14)27) = (B (V)19 4 BO ()i 1) dans B,
(En((V)P?) =

(Lr((V)7) =

(7.7.33)

o (V)i {1,2},keN,(pq) eN*telsquep+qg<k+1:

~ - ~ 1
S R=0: (%) =0, (%h)g” =0, (%)g" = Vs,

- 1 -
()g” =0, (1)g° === Vs, ()" =
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— k> 1: chercher ()1 € V*(B) telle que

curl (V)P0 = — Ay (15)P 07 — AN (V)29 +iwp(w,)P?, dans B
div (e(1)P?) = —e (BO(v 44 B Pa-1) dans B,
(( ) (53 o) (7.7.34)
{(En(()p) =0,
{er((V)p™) =0
o (W% ie{l,2},keN,(p,q) eN’telsquep+q<k:
—k=0: ()" =Vpl, ()" =Vph.
— k> 1: chercher (W;)}? € V,[(B) telle que
—curl (W1 = AFO (W)L~ 4 AT (W)U + iwe ()P, dans By,
div = —u By WP+ By (W), dans By,
(W) = —pu (B (wp=h (W) o _—
(En((W))) =0,
(r((W)") = 0.
. (‘ljl/i)i’q,ie {1,2}, k€N, (p,q) e N’ telsque p+q < k+1:
- - ~ 1
~k=0:(M)" =0, (M)’ =0, (Wh)o" = = Vs,
. . 1 .
(W)g? =0, (M)” = —Vph, +(W)y' =0.
— k> 1: chercher (W;)}? € V,/(B) telle que
—curl (W)P? = AFO (WP 4 AT (Wh)P 9T+ iwe(95)P9, dans By,
div (p(w)P9) = —p (BYO (WP~ 19 + By (W) p’ql dans By,
(n(mp?) = = (By°(wp=} (Wp) 0 S

(
(En((W)p) =0,
) =0

Proposition 7.7.8. Les fonctions (V)27 (V)07 (W;)09, (W) existent et sont définies de maniére unique.
De plus, Vk € N, Y(p,q) € N2, si p+q et k sont de méme parité alors

(P37 = ()} = 0.
de méme, Vk € N, ¥(p,q) € N2, si p+ q et k sont de parité différente alors,
(V= (w7 =0,

La preuve de cette proposition est donnée en annexe|7.9.4.2
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7.7.4.2 Existence de tous les termes du développement asymptotique

Proposition 7.7.9. Pour tout n € N les champs lointains E,,, H,, et les champs proches &,, H,, existent et
sont définis de maniére unique par les formules suivantes :

n n—kn—k—p 1 n nt+l—kn+l—k—p 1
D3 3 3h 3L RTINS 3 > BRI, 01
k=0 p=0 ¢=0 =0 k=0 p=0 q=0 =0
n n—kn—k—p 1 1 n+l—knt+l—k—p 1
En =Y EDPT)R 4> Y > Y HpRU(1)R,. (7.7.38)
k=0 p=0 ¢=0 =0 k=0 p=0 q=0 i=0
E, € H(Q) vérifie
curl curlE,, — w?E,, = 6oF dans QF
n—1ln—kn—k—p 1
Irle =320 D0 D ler (V7)1 (B
k=0 p=0 ¢=0 =0
n—ln+l—kntl—k—p 1
DI o SN LT
k=0 p=0 q=0 =0 (7.7.39)
n—ln—kn—k—p 1
\P>q 1\DP,q
[curl By x €3] = — <ZZ > Z[eT((m)n_k)]xeg (HL)
k=0 p=0 ¢q=0 =0
n—1ln+l—kn+l—k—p 1
DS (W) % e <E2>M>7
k=0 p=0 q=0 i= O
curlEg x n — iw(Eg)r = 0 sur X.
et
1
H, =—F,. (7.7.40)
1w

La preuve de cette proposition est donnée en annexe (7.9.4.3

7.8 Justification du développement asymptotique

7.8.1 Reésultat principal

Les termes du développement asymptotique étant construits, on peut maintenant montrer que le développement
converge vers la solution exacte E°. Comme nous souhaitons approcher en priorité le champ lointain, notre

résultat principal donne une estimation de ’erreur commise sur le champ lointain quand nous remplagons la
n

solution exacte par la série tronquée Z " Eg.
k=0

Proposition 7.8.1. Soit 0 < v < & et soit Q. := {(z1,22,2) € Q,|z| >~v}. Pour tout n € N, il eziste une
constante Cy,, > 0 et une constante § > 0 telles que,

n

E’ - Z SFE),

k=0

V6 <4, <, 5t

H(curl,Q.)

Cette estimation est obtenue en trois étapes :

— Dans une premier temps, pour tout n, nous construisons une approximation globale de la solution qui
coincide avec les n premiers termes du développement en champ lointain loin de la couche mince périodique,

n

rsi=> 0"Ey, (7.8.1)

k=0
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et avec les n premiers termes du champ proche dans un voisinage de la couche périodique
n
Els = Z 5" Ep. (7.8.2)
k=0

Cette approximation est construite a I’aide d’une fonction de troncature x satisfaisant

1sils| <1,
x(s) = (7.8.3)
0si|s| > 2,

et d’une fonction distance 1(d) strictement positive telle que

li =0 et lim—== . 7.8.4
50" R oo ( )

En introduisant x,(z) := X(%)7 nous définissons alors notre approximation globale par,

n n n \0
mo == xn)ELs +xn (&%) (7.8.5)

ot la notation (.)? est définie par (7.3.3). La fonction 7 apparait comme un paramétre que nous fixerons
par la suite.

e ©)], ce qui nous permet, via le résultat de stabilité

8 n
E° - 7,0

— Dans une deuxiéme étape nous estimons |a®(ES —

6.2.8|) (Proposition [6.2.1]), d’obtenir une estimation de l'erreur

: en effet,

‘ H(curl,Q)

o’ (B —Ej 5, 9)|

E’ -~ E, < sup
H 7, HH(curl,Q) peV\{0} ||<P||v€5
De plus,
a5(E5 — :71’57 90) = D:;,J,n + D'rcy,é,nv

N r 2 )
ol Dm s.n Teprésente Uerreur de raccord,

T 1 n n 1 n n
= [ (Vo x (B2 = (€00)") -cuilp — [ ol (B2 - (€19)7) - T <o (780
QK QM
et Dy 5, représente I’erreur de consistance, ou erreur de champ proche,

o = ‘15((5{?5)67 Xn®)- (7.8.7)

L’erreur de consistance est due au fait que le développement de champ proche tronqué ne satisfait pas
exactement les équations de Maxwell. En majorant successivement les deux termes d’erreurs (parties
et [7.8.3) on obtient une estimation d’erreur globale : il existe deux constantes C,, > 0 et 7, > 0 telles que

1 1
12 = Bl st oy < © (17724 37 ) o,

— Enfin, en utilisant un processus de localisation (pour ne s’intéresser qu’a l'erreur sur le champ lointain),
nous obtenons la propositionm (voir partie|7.8.4]). C’est lors de cette étape que nous fixons le parameétre
7.

7.8.2 Estimation de ’erreur de Raccord

L’estimation de l'erreur de raccord fait logiquement intervenir les conditions de raccord (7.4.1), les développe-
ments de champs proches et de champs lointains tronqués ’coincidant’ jusqu’a un certain ordre dans les zones
de raccord.
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Proposition 7.8.2. Pour tout n € N, il existe deux constantes strictement positives C,, et T, telles que

D! 50| < Cn (n"—W + Zék_le:”"g> (7.8.8)
k=0
Si on appelle C), le support de la fonction Vy, (C, = {(z1,y,2) € Q,n < |z|] < 2n}), on peut écrire D} s

comme, (on rappelle que z° = 1 dans Cy)

:7,5,11 = / (VXn X (Egé - (51'?5)6)) -curlp — / curl (EZ,5 - (525)5) -Vxy X .

Cy Cn

Comme les champs proches et les champs lointains appartiennent & C*>°(C,), et comme le domaine C,, est petit
(mes(Cy) ~n) on peut majorer le précédent terme par

C
Dysm < *(HEZA —( fa)éHLm(cn) leurl@l| 1, + [|eurl (B 5 — ( iT,Lé)(S)HL”(Cn) el Ly, >,

et chrl (Egg - (5396) H

Il reste donc & estimer ||E} 5 — (ngé)‘SH

L>(Cy) L=(Cy)

7.8.2.1 Estimation de [EZ; - (£7)’|
20 T e ()

La formule de Taylor avec reste intégral nous donne un développement de E 5 dans le domaine Cy -

n n—=k n
n 27 6E 3 LR B (21, 20,t)  t"F
(B2 ora) = 03 8 52 @m0+ 308 [T s (7510
k=0 j5=0 =i

ot, en utilisant de nouveau la régularité des champs lointains,

<y skt (7.8.11)
k=0

/xs 8"+1_kEk($1,$2,t) tn—k J
Ozntl—k (n—k)!

Par ailleurs, puisque les conditions de raccord (7.4.1]) sont satisfaites, les champs proches admettent le dévelop-

pement suivant (cf. (7.3.13)))

M OTEE 0
+ 2] 0 k,‘(whx?v ) +
=D G 6 TR @),
i=0 7"
ou
. q2
(RO (X0, Xo, Xaywn,ma) = D py o(Xa ap, ) 2R RN T2V

(1.a)€22\(0,0)

est un terme exponentiellement décroissant satisfaisant
1
Vm € N, 3t x>0, 3C > 0 telles que V X3 > 5 IV RiE (X1, X2, X3, 21, 22)| < CemfmkXs, (7.8.12)

Donc,

n Ei n
DR ER) = Z a (€1,22,0) + > 6*(RF)’, (7.8.13)
k=0

=0 ! k=0

avec, si on pose t, = min(tg x),
k<n ’

<CY CokeThns, (7.8.14)
k=0

zn: (Sk(Rk)é
k=0
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Finalement, en combinant les équations ([7.8.10) et (7.8.13)), on a

n z3 gnt+l—kp (m T t) tn—k
6 _ k k\L1, L2, k i
R COLED DU e 26 R}
k=0 70
si bien qu’en utilisant les estimations (7.8.11)) et (7.8.14) on obtient
HEZﬁ Z i) HLOO(Q) <Cp ( L Zék€$t"g> (7.8.15)
k=0

7.8.2.2 Estimation de chrl (Eg‘é - (EZ-"(;)‘S) H
’ ’ L= (Cy)

Puisque curl E;, = iwH,, et que Hy appartient a C‘X’(Cn), on a

n n n—1-k

5k J@JH T3 gn—kEL ; n—k—1
St ewtmy = 355 (o) T CHERI S [ B
k=0

823 Dzn—k (n—k—1)!
k=0 j=
(7.8.16)
avec
- 3 anika(lﬂl ) t) A
§* (i = dt| < Cn™. 7.8.17
kzzo (zw)/o Qzn—k (n—k-1!"" |~ g ( )
Par ailleurs, en prenant le rotationnel de I’équation (7.8.13)), on a
n n n—1—k + it k=
6’%4 OITIE; IE - E
kZO(Sk(Ek)é ;} z% ( S E 4 curlp( Mk )1 e + curlp( 82jk )N>
= J

n n—k n—kyt n—kyt
e 2 0" FE; (21, x2,0) -~ O"FEL (21, %2,0)
e G D = el

n
+ Z Sk curl (RE)°.
k=0
Or, en utilisant la proposition [7.2.1] on voit immeédiatement que
VE; _ OTH (w1,22,0)
0zI v ) =i 0z ’

PHEL VE;; -
(63 X W“Fl’c + CurlI‘( az]k )T e3 + Curll‘(

Par ailleurs, en utilisant la régularité des champs lointains,

n n—k n—kp+t n—kt
- 0" "E; (21, 22,0) ~ 0" FE; (21, 22,0) k
kz ) =R (curlr( DanF )1 es + curlp( ok N || < Cun (7.8.18)
et, en posant ! = k<min (tm.x) la décroissance exponentielle (7.8.12) des (R)? donne
Z SFeurl (RE)°| < C Z S 1eFin 3 (7.8.19)
k=0 kEN

On a donc

n T3 an—ka(xl T t) tn—k—l
1(Els — (E15)°) =) 6% / =2 dt
cur ( e,0 ( 1,5) ) — (ZW) 0 aznfk (Tl*k* ]_)l

- P 0" FEL (z1, 9, 0) - OFEE (2, 29,0)
Yot g (e T e it (T ) )
k=0

- Z oFcurl (RE)°,
k=0
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que I'on majore en utilisant (7.8.17)), (7.8.18)) et (7.8.19)) :

Jeurl (B2 5 = (£75)°) || e 0y < Cn <n" + Za’t%xti?) , (7.8.20)
k=0

Noter que la précédente estimation est moins bonne que I'estimation ([7.8.15)).

En combinant (7.8.15)), (7.8.20) et (7.8.9) et en posant 7, = min(,,t.) on obtient

n
[}5] < Ca (77"1/2 " deleﬂmz) |

k=0

ce qui termine la preuve de la proposition [7.8:2]

7.8.3 Estimation de I’erreur de consistance pour le champ proche

Comme nous 'avons déja mentionné l'erreur de consistance D% s.n €st due au fait que le développement tronqué

de champ proche ne satisfait pas exactement les équations de Maxwell : en effet,

~ ~ é
curl (’ulécurl (Ein)é) - wze‘s(E?m)‘s =0t <A1 (En) + A2(En—1) — w2e5(€n_1))

4 on (212(5“) - w%é(gn)f

ou
- 1 1 =
Ay (E) = Curl (curlp(ET) 63> 4 Curl (ucurlr(&v))
1

1 1 -
+ ;curlp (Curl€), es + ;curlp (Curl€),y, (7.8.21)
et

1 - 1 -
Ax(E) = ;curlpcurlp(é')N 63+;CHY1FCUI‘1F((€)T. (7.8.22)

Estimer 'erreur de consistance, c’est estimer

~ ~ 4 - é
[ (AEn) + Aalam) 2 (Ea) T 8 [ (Aaln) () (1829
Q Q
Proposition 7.8.3. Pour tout n € N, il existe une constante positive C, telle que

D5 5.0] < Cr 12 (7.8.24)

7.8.3.1 Notations préliminaires

Nous introduisons d’abord les domaines (,,, Q% et Bg :

QU = {(1’1,%2,2’) € Q’ ‘Z| < 27}}a

L1 L Lo L 2
5. i 1 L2 Lo Ui
Q77 = {(Xl,XQ,Xg) G] 7(5 775 [X] 75 ,TS X {X3| < }}7

2
B’ :=Bn {|X3 < 5”} . (7.8.25)

Le domaine €2, correspond au support de la fonction de troncature x,, le domaine Qg est 'image du domaine

(2, par le changement de variables X; = %, Xy = %2 et X3 = %. Bg est quant-a lui 'intersection entre la
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cellule périodique infinie B et Qf]'

Pour toute fonction ¢(x1,x2), on introduit {30}5 (X1, X2, X3)
{0}’ (X1, X2, X3) 1= 0(0X1,0X5,0X3). (7.8.26)

Remarquons que

1
{curlv}’ = gcurlxhxz)x3 {v}°.

De méme, pour toute fonction (X1, Xo, X3, 71, 22), on définit {£}° (X1, X, X3)
(€)Y (X1, X2, X3) = E(X1, X2, X35,0X1,0X5), (7.8.27)

et on rappelle que

. s
curl (£)° = % (Curl€)° + (curlpé'T es + curlpé'N)

- B
Curl {5}6 = {Curlé’}5 +4 {curlp&p es + curlpé'N} (7.8.28)

oti la notation (.)? est définie par (7.3.3). Ces différentes notations vont nous permettre de passer aisément des
variables x1, x2, z aux variables X1, X5 et X3. On a de plus la propriété suivante

Propriété 7.8.4.

1. Soit v € H(curl,Q,). Alors,

1
1
512 _
(/le{v} | > = 5372 IVllL2(q,) -

1
3
5 1
</Q§ | {Curlv} |2> = 5173 HCU”UHL?(Q,,)'

n

2. Soit U(X1, Xo, X3, 21, 22) = V(X1, X, X3)g(x1,22). Si g(x1,22) appartient a C>(T) et satisfait |g| < C
et siV est périodique. Alors, il existe une constante positive C' > 0 telle que

1/2
C
(/ ‘{U}S} dX1dX2dX3> S5 VIlL2(ss) -
Q n

)
n

7.8.3.2 Probléme de champs proches d’ordre 2

Pour ne travailler qu’avec les champs &, et éviter d’utiliser les champs Hj, on va travailler avec les problémes de
champs proches d’ordre 2. Pour obtenir ces problémes, il suffit de prendre le rotationnel de 1'équation (|7.3.6).
Ces problémes font intervenir les opérateurs A; et Ay définis par (7.8.21) et (7.8.22) :

1 ~ -
Curl <MCur1 Sk) = Ay (&_1) — Az (1) + w? € &2 dansD'(R?) | (7.8.29a)

div (e€) = —edivy (k1) dansD’(R?). (7.8.29b)

Remarquons que 'on aurait obtenu directement ce probléme si on avait cherché directement le développement
asymptotique de ’équation du second ordre ((6.2.1]).

En multipliant I’équation ([7.8.29af) par la fonction test {Xnap}é, en utilisant les formules (|7.8.28)) et en intégrant

sur le domaine Qg, on obtient la formule suivante (qui sera utile dans la suite) :
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1 5
/ {Curlé‘k} - Curl {X,,go}(s =
a LK
1 - 5 ——
+4 = {curlp (Curl &)y es + curlp (Curl Ek)N} A{xne}
Qs [
1 - b —————
—/ {curlp (Ek—1)p €3+ curlp(é’k,l)N} - Curl {x,¢}
Qs M
1 - . 5 ——s
+6/ — {curlpcurlp(é'k_l)T + curlpeurlp (Ek—1) N 63} Axnet
Qs H
1 - 5 5
—/ — {curlp (Curl&x—1)p es + curlp (Curl Sk_l)N} Axne}
Qs [
1 - - 5 ———
—/ — {curlpcurlr(é‘k,g)T + curlpeurly (Ex—2) N 63} A{xne}
Qs H
+ /Q el Do)’ (7.8.30)

n

7.8.3.3 Calcul de a‘s(((‘){fl;)‘s,xngo)

Dans un souci de généralité (adaptation a des géométries courbes par exemple) nous n’allons pas estimer
directement [7.8.23 mais sa forme intégrée par parties définie par [7.8.7]:

1 § ——— )
() ) = / Ll (62)° - cul (o) — w? / & (€)%,
Q, Hs Qy

En effectuant le changement de variables X; = %, Xo = 22 et X3 = 3, il est facile de voir que

n 1 -
Z(Sk/ﬂ Ecurl (c‘,'k)(S -curl (xnp) =
k=0

n

5(;5’“/Q

1
m {Curl&,}° - Curl {X,,<p}6
n+1

1 > b
+ (5’“/ — Scurlp(Ex_1)r e3 + curlp (Ex— -{Curl x,v}" ),
kz::l Q;‘],U{ F(k 1)T 3 F(k I)N} { Xn})

et que

n n+2 -
—? Y / (&) X = 6 (Z 6* / —wle{&a}’ {Xn@}5> :
k=0 Qy k=2 Q(TSI
Ainsi, en posant

Dy, / 1 {Curl ((S'k)}(S - Curl {Xn’l)}é
Qs H

1 - 5 ————
—|—/ — {curlp(é’k_l)T es + curlp(Sk_l)N} - Curl {xnv}5
Qs [

_ /Q Welbia) Dol (7.8.31)

n
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on obtient

a’((&75)°, xn®) E M1 Dy,
n—+2 1 - 0 )
+4 — {Curlp(En)T es + curlp (€n)N} - Curl {x,¢}
Qs M

_57L+2 /Qé w2€ {gn—1}6 : {Xn‘P}é - 6n+3 /QS WQE {671}6 ' W

Mais, en utilisant la formule ([7.8.30]), expression de Dy, peut étre simplifiée : en effet,

Dy = Ag + By,
avec,
1 . 5§ ——
=9 — {Curlp (Curl &) e + curlp (Curl Sk)N} A{xne}
Qs 1
1 - 5§ ——
— — {curlp (Curl Ex—1)4 e3 + curlp (Curl Ek,l)N} A{xne}’,
o
et
1 . -
=6 ; curlpcurlp(é'k_l)T + curlpeurlp (Ek—1) N 63} . {Xn<p}5
Qs
1 - 5
/ ; Curlrcuﬂr((‘:k_g)'r + Curlpcurlp(Sk_g)N 63} . {Xn(p} .
Qs
Or,

n . 5 —
Z ok AL = 6"*2/ 1 {curlp (Curl&,), es + curlp (Curl En)N} e
Qs M

et de méme,

n

k=0

si bien que l'expression (|7.8.32)) devient

() ) =02 [
Qs [
n+2 1 = i )
4+ ; {curlpcurlp(é’n_l)T + curlpeurlp (€,—1) N 63} A{xne}
)

1 - ? Cul {0l
+ 5n+2/ - {Cuﬂp(gn)T es + curlr(gn)N} - Curl {Xnﬂé
Qs 1

=512 [ el Dol =00 [ e’ Tugk

1. B -
ZékHBk = 6"+2/ — {curlpcurlp(f,’n,l)T + curlpeurlr (€,-1) N 63} . {Xn<p}6
Q3 M

1 - 6 ——5
— {curlp (Curlé&,,) 1 es + curlp (Curl 57,)]\,} Axnet

(7.8.32)

(7.8.33)

(7.8.34)

(7.8.35)

(7.8.36)

(7.8.37)

Il reste & estimer chaque terme indépendamment : pour cela, nous majorons chaque terme a ’aide de 'inégalité
de Cauchy-Schwarz pour séparer les termes faisant intervenir les fonctions test des termes faisant intervenir les
champs proches &, et £,_1 ainsi que leurs dérivées. La connaissance du comportement des champs proches &

I’infini nous permet alors de majorer ces derniers.



7.8. Justification du développement asymptotique 145

1 § 5 ———
e q:= 6n+2/ {curlp (Curl&,)p e3 + curlp (Curl Sn)N} . {Xn@}é'
Qs 1

En utilisant l’lnegahte de Cauchy-Schwarz, on a

N 5
a<Cont? {curlp (Curl&,,) es + curlp (Curl En)N}

o leeras ]W .

Contrairement a ’estimation de I'erreur de raccord, on se sert ici de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et non

I'inégalité de Holder. En effet, comme u et € peuvent étre discontinues quand X3 < 1, les dérivées des
champs proches &, et £,_1 n’appartiennent pas nécessairement & LOO(Q‘E]).

D’aprés on connait la forme semi-explicite de &y,
N(n)
En =Y gr(x1, z2)Up (X1, X2, X3),
k=0
avec 92 9% |gi| < C pour tout (e, 8) € N? et ||Cur12/{k\|L2(B5) <C(% )n_1/2 (la partie exponentiellement
décroissante est bornée en norme L? (B‘s)) si bien qu’en utilisant la propriété H on a d’une part

N 5 n—1/2
‘ {curlp (Curl&,,)r e3 + curlp (Curl En)N} <C 5 (ﬂ) ,

0

L2(99)

et d’autre part,

(O < < Iolzagey.
Finalement
1 7 n—1/2 1
n+2
a < C&MF <5 (5) > (53/2 ||‘P||H(curl,sz))7
< Cnn_1/2|‘@||H(curl,Q)' (7.8.38)

1 . = -
o b:=¢"12 / - {curlpcurlp(é’n,l)T + curlpeurlp (€,—1) N 63} . {chp}é
Qs K

Par un raisonnement analogue on montre que

1 /n\n—1/2 1
n+2
co <5 (5> > <53/2 |90||L2(Q)> )

O el rcurt g - (7:8.39)

b

IN

IA

1 - b —————
o c:= 6"+2/ {curlp(E,L)T es + curlp (&, )N} - Curl {X,?go}‘S
Qs 1

En apphquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz puis la propriété @ on a

. 5
c< gt {CurlF(gn)T e3 + curlp (5n)N} (o) 51/2 leurl (xn@)ll 12 (q) -
Or,
C
l[eurl (@)l 2 (q) < el g curl ) -
et 5 C +1/2
’ {curlp(é’n)rp es + chlr(Sn)N} < —= (ﬂ>
r2sy 0 \O
Donc,
(12 (11
c < Cot? (6 (5) ) (51/2 H‘»OHH curl Q))
< "2 1ol eurt o - (7.8.40)
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o d:=4""? /Qa wle {Sn_1}6 . {XMP}(;

En utilisant les mémes arguments que précédemment,

1 /mp\n—1/2 1
n+2
e (5(07) (77 el )
Cn" 2 el eurl ) - (7.8.41)

S8
IN

IN

o c:= "3 /m W?e{€.}° - {xne}’

o
IN

1 /7 n+1/2 1
n+3
Cs (5 (5) ) (53/2 ||‘P||H(Cur1,ﬂ)) ’

C 77n+1/2 ”‘P”H(curl Py (7.8.42)

IN

En combinant les estimations ([7.8.387.8.42f), on obtient une estimation de ’erreur de consistance,

1@’ (%)% xn)| < C0" 2116l el oy (7.8.43)

et la proposition [7.8.3] est démontrée.

n
. L. _.n . N . .
On peut remarquer que, si on néglige le terme g Ske=Tns (qui s’avére étre aussi petit que ’on veut) les erreurs

k=0
de raccords ((7.8.8)) et de consistance ([7.8.24]) sont du méme ordre.

7.8.4 Estimation d’erreur optimale pour le champs lointain
7.8.4.1 Deux estimations globales

Les propositions [7.8.2] et [7.8.3] ainsi que la proposition de stabilité nous permettent d’obtenir une premier
résultat de convergence :

Proposition 7.8.5. Soit dqg défini par la proposition [6.2.1. Alors, pour tout n € N, il existe C, > 0 et 1, > 0
telles que

1 n
5 n n—1/2 —Tn 3+
Vo <do, |E°- Enﬁ”H(aurl,Q) <Cn <77 2+ 3¢ 5) : (7.8.44)

En choisissant 1 convenablement ( 7 := ”%16 Ind ), on obtient une seconde estimation globale qui est cette fois
indépendante de la fonction 7 :

Proposition 7.8.6. Soit 69 > 0 défini par la proposition |6.2.1. Alors, pour tout n € N, il existe Cy, > 0 telle
que

V§<dy, |E - < C, " V2(Ino)n1/2, (7.8.45)

n
E77»5HH(CU7“Z,Q)
Démonstration. Choisissons 1 := ”T—H(S Iné. Alors, pour § < dy, il existe C,, telle que,
1 k4
5677—“% < Cn6n71/2.

L’estimation ([7.8.44)) donne alors directement I’estimation (|7.8.45|). O
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7.8.4.2 Estimation locale optimale

Nous pouvons maintenant montrer la proposition [7.8.1] ¢’est & dire montrer une estimation optimale de I'erreur
entre le développement en champ lointain tronqué et la solution exacte : soit 0 < v < % et

Qy = {(z1,22,2) € Q |2] >~}

2, correspond & {2 privé d’'une bande d’épaisseur v autour de la couche périodique.

n
A partir de maintenant, nous fixons 7n(d) = %cﬂn ¢. Puisque pour § assez petit, E} s = Z S*E;, dans Q,,il
k=0
existe 0,0 > 0, tel que pour tout § < d,,0,
) k . ) n
E" - 25 Ey = ”E - En,tSHH(curl,Qv) :
k=0 H(curl,Q.)
Donc, pour ¢ < § := min(dg, d~,0),
n n+2 n+2
E’ - Z O Ey, < |[E - Z O Ey, + Z o ”Ek”H(Curl,SL,)
k=0 H(curl,0,) k=0 H(curl,Q,) k=k+1
n+2
< ||Ef - E"+2H 5 |E
o H 9 H(CuI‘l,Q'y) * k:zkg-l H k”H(CurLQw)

Or, la proposition [7.8.6] donne

Comme de plus,

n+N

Z o ”EkHH(curl,Qw) <o,
k=k+1

nous avons montré ’estimation d’erreur en champ lointain attendue :

E° - §*E, < oot
k=0

H(curl Q)

7.9 Annexes

7.9.1 Construction du développement asymptotique : développements formels
7.9.1.1 Preuve de la proposition [7.4.1]

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence. L’initialisation est évidente puisque pour n = 0, les
conditions et sont strictement équivalentes. Supposons maintenant que les conditions de raccords
et (7.4.2) soient équivalentes pour tout k& < n — 1. Nous allons montrer que les conditions sont
alors automatiquement satisfaites en utilisant les propositions [7.3.3] et s soit k> 1,

1 .
(an)% = E(VF(Cn—l,kﬂ)]iV +ZW(Dn717k—1)% x ez), (prop.[7.3.3)

1
= E(VF(E’I’?L:}C)ﬁ + zw(HfL:}c)% x e3), (hypothése de récurrence)

= (EF_p%, (prop.[[:2.0)

Ok (E,—
= %(xhxzﬁjw
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De méme,
(Cop)y = —%diVF(Cn—l,k—l)% = —%diVF(Eﬁii)ziv = (E} )N
_ ak(g’;’“m(xl,xz,oi),
et,
(D)7 = %(Vr(Dn—l,k—l)ﬁ —iw(Cpo1k-1)7 X €3),
= (Vr(HIDE — (B x eo),
= (Hi_ow
= ak(g#(xl,xg,oi),
(Dua)s = = gdive(Damiac)F = —pdive (D3 = (B 0%
= ak(f;#m(xl,xg,oi).

7.9.2 Problémes de champs proches
7.9.2.1 Un résultat sur les fonctions périodiques

Proposition 7.9.1. Soit f € C°°(B) telle que V f soit 1-périodique en X1 et T-périodique en Xo et Vf € L*(B).
Alors, il existe deux constantes c' et ¢? telles que

g(leXQ; X3) = f(leXQa XS) - Cle - CQXQ
soit 1-périodique en X, et T-périodique en Xo. De plus, les constantes c® et ¢ sont données par

1 /1/2 af(t7X2, XS)

T T
= dt, VX — —[, VX3 €R
c _1/2 aXl 2 e] 2 2 [7 3 e
7'/2 1/2 a X X X
= / / / 1’ Of(X1 X, Xa) v X, WX € R, (7.9.1)
7/2J-1/2
et,
1 [7/? 0f(X1,t, Xs) 11
2 = = LB D OB g vXy €] — =, =], VX3 €R
¢ /_7/2 0Xs VXL €] 2’ 2[ 3
T/2 1/28 X X. X
= / / / 1’ Of(X1, X, Xa) v ax, WXy € R, (7.9.2)
T/2J-1/2
Ainsi,
|Cll + |02| < CvaHLz(B) (7.9.3)

Démonstration.
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— On montre d’abord que ¢! est bien indépendant de X5 et X3. Il suffit de dériver I'expression de ¢! par

rapport a Xs et X3 :

6701 _ /1/2 82f(taX27X3) af(%aX27X3) . 8f(7717X2aX3)

= dt = =0 (Vf périodi ,
Xy Jo1p  0X10X, 0X, 90X, (V périodique)
dct _/1/2 Pf(t X5, Xs) 0f (3, X2, X3)  Of(F, X2, X3) o
Y2 9f(t, Xo, X
Ainsi, / Wdt est constante en X5. On peut donc aussi intégrer en X5 sur une période 7 et
—1/2 1

diviser par cette méme période et obtenir 'expression ([7.9.1]). Un raisonnement analogue s’applique pour

montrer que ¢? est indépendante de X; et de Xs.

— On montre P'estimation (7.9.3)) : soit une fonction ¢g périodique en X; et en X trés réguliere définie dans

By, qui vaut 1 quand X3 = hg (sur T'y,) et qui s’annule quand X3 < hg — 1. Alors Vhg > 0,

. / V- doer
OBo

= / curl (Vf) - pperd Xy — / Vf - curl (¢oer).
Bh,, Bhng

Donc

el < C||¢OHH1(B) ||VP||L2(B) :
— On montre que g est périodique : remarquons d’abord que

X141 af
f(X1+1,X2+T,X3) = f(Xl,X2+T,X3)+/ T
v, 09X

= f(X17X2+TaX3)+Cla
Xo+1 af
= f(X17X27X3)+01+/
x,  0Xo
= f(Xl,XQ,X3)+Cl+TCQ.

Donc

g(X1+17X2+T,X3) = f(Xl+1,X2+T,X3)—61(X1+1)—62(X2+7'),

= f(X1,X2,X3) — ' X1 — ?Xo,
= g(X1, X9, X3).

Par densité on en déduit le résultat suivant :

Proposition 7.9.2. Soit p € H?

loc
Alors, il existe deux constantes c' et c? telles que

pi=p— Cle — CQXQ.

soit périodique. De plus, les constantes c' et ¢ sont données par

T/2 1/2 X X X
/ / il o X0 Xo Xs) v X, W Xs| > 1
r/2J-1/2

T/2 1/28 X X X
/ / i o X Xo Xs) v axy W x| > 1.
r/2J-1/2

(tv X2 + 7, X3)dt7

(Xla t7 X3)d

(B) telle que Vp € L*(B), p tres réguliere quand | X3| > 1 et Vp périodique.
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7.9.3 Existence : une étape préliminaire

Lemme 7.9.3. Soit h une fonction L*(B) a support compact. Alors il eviste une suite de fonctions (A )nen
telles que

- [ b=,
B

— hy, est & support compact (le support varie avec n),

= dm by = |2 = 0.
Démonstration. Comme h € L?(B) et h est a support compact h appartient & L'(B).
Soit o = / hdzy. On définit la suite (hy,),en par
B

By =h— 1(]0,n[)%.

Il est clair que h,, est & support compact. De plus, / h, = 0 (Paire d’une section de B ot X3 est constante est
B
égale a 7). Enfin,

2 «
A
B
si bien que nll)r_{loo 1n, = Al 2y = 0. O

Proposition 7.9.4. Soient f € L2, (R%)? et g € L2 .(R®). Il existe une unique fonction w € X;(R®)|R?
satisfaisant

curl curlw = curl f  dans D' (R?)3,

(7.9.4)
divw =g dans D'(R3).
Démonstration. Introduisons d’abord I'espace Xi .(R?) :
X1..(R%) := {p € D'(R®), telles que , ——2—— € L*(R®),curlp € L*(R?), divy € L*(R?),
1o(R) 1= {1 € D'(RY), telles que, ——Emms € LA(R), cutlp € LA(R'), div g € L*(R')
3K = [a,b] x [¢,d] X R tel que suppp C K}. (7.9.5)
Soit w satisfaisant (7.9.4]). Alors,
Vo € X1.(R?), / curlw - curlp + divwdive = / gdivp + f - curl . (7.9.6)
R3 R3
Soit I'opérateur S :
X1,.(R*) = X,(B),
(7.9.7)

= S(p) = ZZSD(Xl + 1, Xo + 77, X3).
JEZ i€

On remarque que les sommes sur i et j précédentes sont des sommes finies puisque ¢ € lec(R?’).
En utilisant la remarque [7.5.1} 'équation ([7.9.6)) s’écrit alors de maniére équivalente a l’aide de lopérateur S :

Vo € X1 (R%), / curlw - curl S(y¢) + divw divS(p) = / gdivS(p) + f - curl S(o), (7.9.8)
B B
Or, on peut montrer que S est un opérateur surjectif ce qui implique que

Vo € X1(B), / curlw - curlp + divwdive = / gdivp + f - curl, (7.9.9)
B B
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et en particulier,
Vo € X1(B)|R3, / curlw - curlp + divwdive = / gdive + f - curlp. (7.9.10)
B B

Or ce probléme admet une solution unique w; dans X;(B)|R? (voir proposition [7.5.8).
Réciproquement, nous allons maintenant montrer que w; satisfait ((7.9.4)). Tout d’abord, remarquons que la
formulation (7.9.10) reste vraie si on prend les fonctions ¢ dans X;(B) plutot que dans X (B)|R? si bien que

Vo € X1(B), / curlw; - curl  + divw; divgo:/ gdivp + f - curl . (7.9.11)
B B
En prenant ¢ = Vp, on a Donc,
/ (div (w1) —g)h =0 Vh € D(B) telle que / h=0
B B

En utilisant le lemme et le fait que div (wy) — g € L%(B), I’égalité précédente est vraie pour toute fonction
de D(B). Cela signifie exactement que

div(wy) =g dans D'(B)

et donc, comme g € L2, (R?), dans D'(R3).

per
Maintenant il reste & montrer que curl curlw; = curl f dans D’ (R?)3. Pour cela, soit ¢ € D(R3)3. Alors, comme

S(p) € X1(B) on a
Vi € D(R?)3, / curlwy - curl S(p) = / fecurlS(yp).
B B

Or la ligne précédente est équivalente a I’équation suivante, posée cette fois sur R? tout entier

Yo € D(R3)3, / curlw; - curlp = / f - curle.
R3 R3
Ainsi,
curl curlw; = curl f € D'(R?)3.
On a donc montré l'existence et I'unicité de w € X7 (R?)|R? satisfaisant ((7.9.4)). O
On en déduit le lemme ci dessous :

Lemme 7.9.5. Soit f € L2,,.(R3)? vérifiant div f = 0. Alors il existe w, € Xo(R3?) telle que

per

div (aw,) = 0 dans D'(R3),
curl (wg) = f dans D' (R3)3.

En utilisant la proposition nous savons qu’il existe w € X7 (R3) telle que

curl curl w = curl f dans D’ (R?)3,
divw = 0 dans D'(R3).
En intégrant I’équation divw = 0 sur un domaine borné, on remarque que

/2 pr/2
/ ’LU(Xl,XQ, ho) - e3 — w(Xl,Xg, —h()) -e3dX1dXo =0 Vhg>0. (7.9.12)
—1/2J—7/2

Soit d = f — curlw. z appartient & LZ_, (R?). Par ailleurs,

per

curld = 0 dans D'(R3)3,
divd = 0 dans D' (R?).
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Donc, en utilisant la proposition d est une constante de R3. Mais, comme d € L?_,.(R3), alors d = 0.

per
On a donc trouvé w € X;(R?) vérifiant curlw = f. Malheureusement div (aw) # 0. Pour trouver w, on va donc
corriger w en lui ajoutant une fonction a rotationnel nul. Plus précisément on va construire w, sous la forme
W = W + va
ot p est une fonction appartenant a Wy (R3). Il faut montrer que p existe. Si p existe, elle vérifie

div (aVp) = —div (aw) dans D' (R?). (7.9.13)

Or, cette équation admet une solution (définie & une constante prés) dans Wi (IR?). En effet, soit x une fonction
de troncature satisfaisant

1silz| > 2,
x(z) = (7.9.14)

0si|z| < 1.

Alors,
div (aw) = div (a(1 — x)w) + Vx - w,
— ~——
9o fo

ou

~ fo € L2,,.(R%) est & support compact et satisfait (en utilisant (7.9.12)),
/2 pr/2
/ fo—/ / w(X1, Xo, ho) - e3 — w(X1, X2, —hg) - e3 = 0.
1/2J—7/2

— go € Lier(R?’) est & support compact.
L’application de la proposition nous donne I'existence d'une fonction p € W*(R?) et termine la construction
de la fonction w,.

7.9.4 Construction du développement asymptotique
7.9.4.1 Preuve de la proposition [7.7.7]

La preuve de cette démonstration est similaire & celle de la proposition Il nous faut juste vérifier la seconde
condition de compatibilité & savoir,

LUy Yoo = {F (W) "} =o0.

)

La démonstration est résumée & 1’aide des deux tableaux ci-dessous :

(wr? | AL wg ) e [ A5} e | e {(9057} ) ces | total
(b))} 0 0 0 0
(‘WO)%O {aXZ}OO 0 0 0
(mp)7" 0 {axl }070 i {ggg }O =10
(mw)7° 0 0 0 0
(wi)1” {S’gg }OO 0 ie {ggg}oo ——1] o
(w1 0 { e }00 0 0
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(| A {0} es [ AT {0} en | iwe{ (90500 - es | total
() 0 0 {2 }OO =0 | 0
(7h)1° 0 0 0 0
(mp) ! 0 0 0 0
() 7° 0 0 0 0
i\ 1,1 0,

ES AR ; ; ;
~0,2 dg:

() 0 £{ge} =0 0 0
~110,0 0, _

(1 0 0 (P}, =0 | 0
()] 0 0 0 0
()P 0 0 0 0
(mi® | 5 {3, = 0 0 0
(W) 0 -5 {&} =0 0 0
(w)7? 0 0 0 0

7.9.4.2 Preuve de la proposition

Nous montrons cette proposition par récurrence. L’initialisation a déja été prouvée pour n = 0 et pour n = 1.
La preuve pour n = 1 était sensiblement différente de la preuve pour n > 1 quelconque, c’est pourquoi il fallait

traiter ce cas séparément. On définit
FUVRT) = —Ap° ((%)ij"’) — A ((%)Q’f;l) T iwp ((m)zgl)
F(R7) = = A0 (1) = At (PR + dom (),
FUW)RT) = Ag® ((fwi)ij’q) + A ((m)gg;l) + iwe <(r,>i)§g1) ’

F((m0Re,) s= A0 ((F37) + A (W) e (V71)

ot
g () = —e (B (1) + B0 ().
o () o= —e (8" (52) + 80" ()
g () = —p (B (Cmp=tr) + 891 (o)),
g (7)== (B (i) + B0 ((wpr)).-

1. Conditions de compatibilité :
—divf((¥)p?) =0:

o (A (o0r1)) = e (1)

bl

)
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div (‘Ag’l ((‘Vi)z’ffl)) = curl ((’Vi)zj’q> - e

= () n ()

iwdiv (p(W}L, ) = ~ieon ((m)z_;’q)l ¥ (m)z_;q)z) .
En additionnant les trois équations, on obtient
div f ((%)77) =0
~div f (RN =0
div (A5 (@7700)) = = (@ 5) 4 (w57
aiv (A3 (@) = + (@5 ) i (i 57)
iwdiv (p(W)%) = —iwp (((Wi)’;‘é’q)l + ((Wi)g‘;q)Z) .

et donc div f ( @)Z’q) =0.
~div F (W) =0

div (A5 (b)) = (b ) e ((2275)
div (Ag’l ((‘Wz)igl_l)> =- ((m)i:;’q_l>3 + iwe ((ﬂ)i:;’q) ,
iy ((P)71,) = —itoe ((my,;_;q)l ().

et donc div f ((‘Wi)i’q) =0.
—div f (("I;Vi)i’q) =0:

aiv (ALY ((np=t1)) = ((@rbo ) e ((wp57)
aiv (A () = (b ) +we () 57)
v (e()) = —iwe (((nt=57) + (7))

et donc div f ((m)zq) =0.

+
— Seconde condition de compatibilité : {f ((‘Vi)i’q)g}o . 0 pour |X3| > 4. Comme div f ((%)1'?) = 0,
on a ,

+
{F@Re'}, =6 (@)
Or, puisque k > 1 (important),

G ) =~ (@) + e, (opn ) i (),



7.9. Annexes 155

Et par ailleurs, comme f ((9;)17) est périodique,

0 = div f ()79,
Bhyg

G (F RN = £y (F (1)2D)?)

Donc, 0, (f (V)29)?) = £y (f (V)79)°) = 0.

2. Existence : La démonstration d’existence est similaire & la démonstration de I’existence quand k = 1.

7.9.4.3 Preuve de la proposition [7.7.9]

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence. L’initialisation a déja été démontrée dans le paragraphe
[7771] Nous supposons que pour tout k& < n — 1 les champs lointains Ej et Hy et les champs proches &, Hy
sont définis par (7.7.39] [7.7.40} [7.7.38] [7.7.37)). Définissons d’abord E,, et H,, par

curl curl E,, — w?E,, = 0 dans QF
[nx E,] = gn

[n x curl Eg] = iwh,,,

curl Eg x n — iw(Eq)y = 0 sur X.

ol les termes sources g, et h,, sont définis par ([7.4.5). Noter que puisque, d’aprés les formules (|7.7.38]), [7.7.37)),
Er et Hi, k < n — 1 sont dérivables & n’importe quel ordre par rapport aux variables macroscopiques z; et en
T9, il en est de méme pour g, et h,,. Puis, nous définissons H; par

1
H, =—E,.

W

En utilisant les formules (7.7.38]) et|7.7.37)), on peut avoir une expression explicite de .A(l)’o (827;;1 ), .Ag’l (ag’;;l)

et de iwpHnp—1 :

OE n—ln—1—-kn—-1—k—p
n—1 7 s
4 (%) - (B A (),

[n

p.q

+ i<Hz>P+MAé’° (%)

)
n—1—k

n—ln—kn—k—p 1
_ i\p,q 21,0 \P—1,q
= >3 > ®mrA (m)h T,

k=0 p=0 ¢=0 =0

n—1ln+l—kn+l—k—p 1

ivpg 410 ([ p—1lyq
Y Smprea (w)
k=0 p=0 a=0 =0 n-l=

car,

— sl p= 0, alors ('Vz);i’lq_k =0et (f%);ivlq_k = O,
~-sig=n—k—-p,p+q=n—k>n—1—k,donc (¥)»?, , =0,

—-sig=n+1—-k—-p,p+gq=n—k+1>(n—-1-k)+1,donc (¥)>?, , =0.
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1
STEPTAG (V)R

1
. ~ \ P:q
+ St A ()

3
n—1—k

n—ln—kn—k—p 1
_ i\p,q 40,1 \P.g—1
= DD D EPUATT ()R,
k=0p=0 ¢=0 i=0
n—1n+l—-kn+l—k—p 1

—|—Z Z Z Z(H@P,q/t(l),o (%)P«,qfl

b
—1—k
k=0 p=0 a=0 =0 "

car,

. -1 —1
—sig=0,alors (1)), = (V)" =0,
— 8i p =n — k dans la premiére somme, alors ¢ = 0, et donc (%)Z:’ffk =0,

— sip=n+1— k dans la seconde somme, alors ¢ = 0, donc (@)Zii’,zﬂ =0.

n—k—p 1
iwpHn_1 = Z Z<E§C>p,q ( ~i)l)7q
q=0

= S i (i)

n—1—k
1
+ D EPI(W)N,

— si ¢ < n—k — p dans la seconde somme, alors p+q <n—k (w,)»?, , =0,

— si p > n — k dans la seconde somme, alors p + ¢ < n — k0, et donc (wi)ﬁﬁkk =0.
En additionnant les équations,

1,00En-1

A Qlagn—l
0 8x1

_nAO 0x2

+'ﬂuﬂ7{n—1 =

Donc,

n—ln—kn—k—p 1
Loagn—l Qlagn—l

_'AO

_ ; _ i\p, \Pia
o A o + iwpHn—1 kZ:;J 1;) qzz:o ;(Eky’ Yeurl ((95)07,) (7.9.15)
n—1n+l—-kn+l—k—p 1 ~
+ Z Z Z (H} )P9curl ((%)Z’Ek) )
=0

k=0 p=0 q=0 7
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De méme,
98 9E. n—ln—kn—k—p 1
1,0 n—1 0,1 n—1 o i
—e(BO oz, - By oy ) = ZZ Z (Ep)Pidiv (e()P1,) (7.9.16)
k=0 p=0 g=0 =0
n—1ln+l—kn+l—k—p 1
+Z Hipqdlv(( )pf)
k=0 0

p=0 q=0 i=

Les équations ([7.9.1547.9.16)) nous incitent & chercher &, sous la forme

n—kn—k—p 1

En = ani—l—prg-i-chg—i—Z Z Z EL)P9(1)P9

p=0 g=0 =0
n—1ln+l—kn+l—k—p 1

S S,

k=0 p=0 q=0 =0

(a,b,c)T pour que les conditions de raccords (7.4.2) soient satisfaites : d’aprés la

Nous allons déterminer C' =
: IOUS avons

proposition [7.4.1] il suffit de raccorder les termes constants du développement modal de E,,

n—1ln+l—kn+l—k—p 1

n—1n—kn—k 1
ETT C+ZZ ZPZ El p,qAJr p,q +Z Z Z ZHz p,qAJr( )p,q>

k=0 p=0 ¢=0 =0 k=0 p=0 q=0 =0

n—1ln+l—kn+l—k—p 1

i?i Ez p,qA+ p7q Z Z Hz p,qAJr ( )p,q )

q=0 =0 k=0 p=0 q=0  i=0

&
Il
"ﬁM‘

Donc C = (E,,) et on retrouve &, s’écrit bien sous la forme ((7.7.38]). De plus,le saut (E,) est bien donné par

n—1ln+l—kn+l—k—p 1

nzlnzfmipzl: E} )" (247 (( D)EDD DY D H)) P4(2A+ ((f?/i)ﬁ’ﬁk))

k=0 p=0 ¢=0 =0 k=0 p=0 q=0 i=0

Nous obtenons H,, ainsi que le saut (H,) de maniére similaire.
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8.1 Introduction

Nous cherchons maintenant & construire un probléme approché dont la solution E{ est proche des deux premiers
termes du développement asymptotique : Eq + dE;. Nous adoptons la démarche classique (cf.JHINOS|, [CHH],
[SchO8]) qui consiste a étudier le probléme vérifié par E := E; + 6E; : D’apres (]7.7.3b, (]7.7.14[), (I?.?.l?l) et
(7.7.18) nous observons que E satisfait

curlcurl E — w?E = fdans QT UQ™,
—les x E] =6 <A curlpeurlp (curl B)p — Dy (curl E) ¢ ) +0(6%),

—[es x curl E] = & (B curlpeurlp (Ep) — w2D2<ET>> +0(6%),

) ) (8.1.1)
n x curl E = —iwEp sur Efs,
E x Ny, = E x N5t s curl E x Ny, = curl E x N5t s
E x Ny, = E x st s curl E x Ny, = curl E x N5 s
ou
_1 [ 9ps gLl [ O
BO an ’ BO 3X3 ’
“w
l/ PRl 0 l . Ori 0 (8.1.2)
D, = 9X1 Dy = Bo 09X,
! 0 1/ A 0 1/65103
T Bo'uan T Bo 8X2
Les fonctions pf et p!' sont définies par et By est la cellule de périodicité tronquée :
By = {(Xl,Xg,Xg) eR®, —1/2 < X; < 1/2, —% <Xy < %} (8.1.3)
Nous rappelons que f est & support compact dans QF et satisfait
div f = 0 dans Q. (8.1.4)

L’idée, tout comme dans le cas bi-dimensionnel, est de négliger les termes en O(§?) dans le systéme d’équations
BI1] Cependant, dans notre cas, les constantes A et B ainsi que les matrices D; et Dy n’ont pas un signe
constant, ce qui ne permet pas d’analyser facilement le probléme. Comme dans le cas bi-dimensionnel, afin de
travailler avec des constantes positives, on va décaler les sauts et les moyennes : nous n’allons plus exprimer les
sauts et moyennes de E directement sur Iinterface I' mais entre deux interfaces différentes I‘(ﬂ;& :

Ly Ly
272

Ly L
va>0, 0% = {(oem e €)= 5L T - 2 Rix(za) |
Pour toute fonction u suffisamment réguliére, nous définissons alors le saut et la moyenne de u de part et d’autre

de ces deux interfaces :

1
[u], =ul —uy, (U= 3 (uf +uy), avecud =u(zy, 22, £ad).
On introduit enfin les domaines Qf& :
L, L Ly L L
0F = {(xl,xQ,xg) G]fé,?l[x] 22, 22[ | +ab, +2 [} (8.1.5)

Pour éviter d’alourdir les notations nous continuons d’appeler Zfl et Efz les bords latéraux de Qi:é.
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+
PIRN
Q(JC(’S
vy
Fz_wi ‘ Ly t 2q
Q;(i
Yy

FIGURE 8.1 — Le domaine QI(; U s

En remplacant dans le probléme (8.1.1) les sauts et moyennes de part et d’autre de Uinterface I' par leurs
équivalents entre les interfaces Fcius (en utilisant des développements de Taylor comme dans la partie du

chapitre [4)), et en négligeant les termes en O(52), on obtient le probléme approché du premier ordre que nous

allons étudier :

curl curl E{ — W?E$ = f dans Qs uQ s,

A -
—[es x E‘ls]a =4 <w2 curlpcurlp((<curl E‘f})a)T — D1(<curlE‘{>Q)T) , (a)
—[es x curl E{], = § (B chlpcurlp<E‘fT>a - w2D2<E‘1ST>a) , (b)

n x curl B = —iwE{} sur X%,

4 — RO 0 — 0
E{ x Ny, = E{ x Nt s curl E§ x Ny, = curl E x Ny s

s _ R s — s
EQ x Ny, = E9 x Nt s curl Ef x Ny, = curl E] x Mg -

ol
1 op5
A== =22 _-1+2q,
T B()aXS +oa
1 Oopk
B=—[ =2 -1+2
T BOBX3 * @
1 opt
7/ P M ) 0
T JB (9X1
Dy = 1 oply )
0 - —= —14+2
T/BOM8X2 o
1 ops§
Sl N 4 W RPN 0
T JB 3X1
Dy = ’ 1 ops
0 = — 1+ 2a,
T BoeaXQ + @

(8.1.6)

(8.1.7)

Il existe une valeur critique a > 0 telle que pour tout o > ag les constantes A, B et les matrices D1 et Do sont
strictement positives. Nous nous plagons & présent et pour toute la suite du chapitre sous I’hypothése suivante :

Hypothése 8.1.1. a > 0 est tel que A, B et Dy, D5 soient strictement positives.
Remarque 8.1.2. Dans le cas d’une couche mince ot
€0 St |X3| S ]./2,

1 sinon,

Ho §i |X3‘ < 1/27

1 sinon,

E(Xl,XQ,Xg) = { et /L(Xl,X27X3) = {

les constantes A, B et les matrices Dy et Do sont données par

1 1
A::+(2CV—1), B:;+(2OZ—1)7 D1:(u0+(20[—1))127 D22(60+(2OZ—1))IQ,
0 0

(8.1.8)

(8.1.9)
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ot Iy est la matrice identité (cf]7.5.19). Ces constantes sont donc positives quand « > 1/2.

Dans la suite de ce chapitre nous allons analyser le probléme (8.1.6) et montrer qu’il est bien posé dans un
espace fonctionnel adapté. Nous montrons aussi un résultat de stabilité indépendant de 6 (Propositions m
et [8.5.2). Puis nous montrons que la solution E{ du probléme approché (8.1.6) tend vers la solution E° du

probléme initial (6.2.6]) (Proposition [8.6.2]).

La méthode consiste & écrire d’abord une formulation variationnelle du probléme (8.1.6) puis de montrer que
cette formulation reléve de ’alternative de Fredholm et enfin de montrer I'unicité. La démonstration est plus
délicate que dans les problémes de Helmholtz parce que les propriétés de compacité sont bien moins évidentes &
montrer (voir [Web80] ,[CD00], [CDN99], [BS87] pour des explications générales et détaillées sur ces difficultés).

8.2 Réécriture du probléme sous forme variationnelle

8.2.1 Introduction de 'opérateur G

La condition de saut a) portant sur [e3 x EJ], ne se préte pas bien a une formulation variationnelle
ne comportant qu’une seule inconnue E{ (on ne veut pas introduire de multiplicateur de Lagrange). En effet,
quand on intégre sur QF et Q~ l'équation curlcurl B} — w?E{ = f testée contre une fonction ¢, le terme de
bord intervenant dans la formulation variationnelle est donné par

L1/2 pL2/2 Li/2  (L2/2
+/ / ((carl ES) )7 - [es x @], — / / [e3 x curlE‘ls]a ApT Ve
—L1/2J—Ly/2 —L1/2J—Ly/2

Si le deuxiéme terme s’avére bien adapté & la condition de transmission b)7 le premier terme, lui, n’est
pas adapté a la condition de transmission a). En fait, il est pratique d’inverser la condition a), ce
qui nous permet d’exprimer {(curl E{)7), en fonction de [e3 x E{],. C’est pourquoi on introduit opérateur G.
Cette inversion nécessite par contre d’introduire une hypothése sur la fréquence w (hypothése et d’écarter
de notre étude un nombre dénombrable de fréquences interdites.

Au préalable, nous définissons T'Hpe, (curlp, I'),

THpe,(curlp,T) := {u € TH(curlp,T), (ul)‘ﬁ = (u1)|F;2, (“2)|Fjl = (“2)|1‘;1} . (8.2.1)

ot I'E (resp. I'L) sont les bords de I' de normale ey (resp. %es). Soit g € TH~'/2(divp, I'). Nous souhaitons
trouver A\ € T'Hpe,(curlp, I') solution du probléme

—g=A Cl;I'h"CU.I‘IF)\ — Dyw? )\, (8.2.2)

Proposition 8.2.1. Sig € THfl/Q(divp, T) alors le probleme admet une solution unique sauf pour une
suite de fréquences (wp)nen qui admet +oo comme seul point d’accumulation.

La preuve de cette proposition est classique. Elle est basée sur une décomposition de Helmholtz de
T Hpe,(curlp,T') (cf. théoréme 4.18 de [Mon03]). A partir de maintenant, on se place sous I’hypothése suivante :

Hypothése 8.2.2. w n’est pas une fréquence propre du probléme ([8.2.2]).

Soit w satisfaisant 'hypothése [8.2.2] On définit alors I'opérateur G par

THp—el/ ?(divp,T') — T Hper(curl, T')

G : 9 g— A= G(g) unique solution appartenant a& T Hp.,(curlr,I') du probléme

—g=A cﬁrlpcurlp)\ — Dyw?A

On peut alors montrer le résultat suivant :
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Proposition 8.2.3. Sous l’hypothése lopérateur G est bien défini. De plus, pour tout g € TH_l/Q(divp, r),
G(g) appartient a TH'Y/?(T') et satisfait

”g(f)”TH(Cu’I“lr,F) < OHf”THflM(diUF,F)a (823)
ldivr (DG -1r20y < O lgag—sracdin o

19 rmrawy < CUF s cdive.ry-

La preuve des deux premiers points de la proposition est immeédiate. Ils découlent directement de l'inversion
du probléme . Pour montrer que G(g) appartient a TH'Y?(T), on utilise le fait que si A € TH(curlp,T')
et divp(D;\) € H=Y/2(T) alors A € TH'/?(T"). La preuve détaillée est donnée en annexe (Ce résultat est
classique quand Dy = I).

8.2.2 Formulation variationnelle

En travaillant toujours sous I’hypothése on peut maintenant réécrire le probléme (8.1.6) & l'aide de
lopérateur G :

curl curl ES — w?ES = f dans QU s,
(curl B 7)o = £-G([n x EJ] ),

— [63 x curl E‘ls]a =4 (B CIIrlpcurlp<(E‘1s)T>a — w2D2<(E‘1;)T>a) , ( )
8.2.4
+

n x curl B = —iw(E{)7 sur BF |

E{ x Ny, = EJ x N5t curl E§ x Ny, = curl E§ x N5t s

Ej x Ny, = E{ x Nt s curl S x Ny, = curl B x Ny -
Il semble alors naturel de chercher la solution dans I’espace X°
X0 = {u € Hyerlowl, Q%) N Hyer(cul, 93,), (ur)a € THyep(cwln, 1), (ur) pe € TIA(SE)}, (8:25)

muni de la norme

2 2 2
1B = IB03 curt o) + 0B IKETallbcur ) + / [Erf ds

w? _— Aw? 2
+= / DiG(les x B,) - G(fes x Bl ds. + = [leurlrG(fes x Bl,)[fary - (8:2:6)
r

A § fixé, la norme lD est équivalente & la norme HU’”H(CUI] Q) T H<“>G”H(curlr,1“) + urllp2st)-

On obtient alors sans mal la formulation variationnelle satisfaite par E{ en intégrant sur QZ(; et Q_, I'équation
curl curl E{ — w?E¢ = f testée contre une fonction ¢ :

Vo X' w®le)=[ I (8.2.7)
Qfsuaz;
ou,
§ R o 5 o
as(EY, @) == as (El,¢) +bs(ES, ),
avec,

of (Bhp)i= [ culB] g i [ (B2 s

+ —
aSUQaé =+

+ 5B/ curlp ((ES) 1) - curlp (7)o ds,  (8.2.8)
r
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et

b5 (EY, ) = —/

+ —
QO((SUQ()t(s

wQE(ls P dry — (5/ wQDz((E‘ls)ﬂa (p)ads
r

+ %2@([63 x E%a),[e3 X @la).  (8.2.9)

olt on note par (-, -) le produit de dualité entre deux espaces définis sur I' avec pour pivot L?(T') : quand les
fonctions sont suffisamment réguliéres, on peut remplacer ce produit de dualité par une intégrale sur I'. Cette
notation est valable pour toute la suite du chapitre.
Le choix de I’espace X® donne un sens a tous les termes de l) et puisque, si p € H(curl, Qis)v [es X ©]a
et divrles X |, appartiennent & TH~'/2(T") (voir [AV96] et [BCS02] pour la caractérisation de Iespace des
traces des fonctions H(curl, Q)). Enfin, il est intéressant de remarquer que

as(BLE]) = |[lcurl B}, W? || B3

) + B6 chrlp((E‘E)T

2 2
Qf,uaz) HLQ(Q:(SUQ;(S >O‘HL2(I‘)

7 [ Dol &l ds + % [ Di6i([es x B],) Gles % B, ds

A 2
— = [lewrlrG([es x B3] )2 ) — i /Zi (B3) 72 ds, (8.2.10)

On souhaite montrer que le probléme est bien posé en utilisant l'alternative de Fredholm. Malheu-
reusement comme ’espace X° ne s’injecte pas de facon compacte dans LQ(Q&), lopérateur associé a la
forme bilinéaire bs n’est pas compact dans X°. Le probléme ne reléve donc pas de l'alternative de
Fredholm. On peut par contre s’y ramener en faisant une décomposition de Helmholtz (JGR86]) de I'espace
X9 Plus précisément on va décomposer X° sous la forme XJ @& VS® et on va montrer que la forme bilinéaire
bs est compacte sur XJ. Notre démarche suit la démarche proposée par [Mon03] dans les chapitres 4 et 9 (cf.
[KMO5][KMI8]). On retrouve aussi ce type de démarche dans [Poi94]-[JPRT96]. L’originalité de la démarche
consiste & utiliser une décomposition de Helmholtz qui suit la structure du probléme (8.2.7).

Enfin, il est intéressant de remarquer que le probléme temporel associé au probléme (8.2.7) (que 'on obtient
formellement en remplagant —iw par ;) est bien posé (voir [CHH]).

8.3 Décomposition de Helmholtz de I’espace X°
Nous définissons I'espace S° par
$7 = {pe H'(QL) N H (), (B)a € H'(T),p=0sur T,
Vp x gy, = Vp x SIS Vp x e, = Vp x €2z, }, (8.3.1)
duquel nous déduisons 'espace Xg
X§ = {ue X’ bs(u,Vp) =0, Vpe S°}. (8.3.2)

Remarque 8.3.1. On peut montrer que
5 _ I TR + - _ -
X5 = {uEX , divu =0 € QMUQMﬂynZ; = UMy U gy = U Ny

(u-es)o = %curlpg (les xu],), —[u-es], =0 divprDy(ur)a}, (83.3)

si bien que Uespace X est inclus dans H(curl, Qi;)ﬁH(div, Qis) : cette condition est une condition importante
pour espérer obtenir la compacité de Xg dans LQ(Qfé) mais cette condition n’est pas suffisante (cf. Proposition
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2.7 de [ABDGIS]). Pour montrer la compacité de bs sur X{ lutilisation des conditions de transmission [u - n], =
§divp Do (ur)a et (u-n)o = —%curlrG ([n x u],,) est nécessaire. C'est la régularité de u sur le bord des domaines
Qi:é (et en particulier au niveau de linterface ') qui va nous permettre de déduire les propriétés de compacité
de la forme bilinéaire bs sur XJ.

On peut alors montrer le résultat suivant :

Proposition 8.3.2. (décomposition orthogonale de X?)
a- Xg et VS® sont des sous-espaces fermés de X°,
b- X° =X o VSse.

Remarque 8.3.3. Comme f est a divergence nulle et a support compact dans Q(ﬂ;é , E appartient Xg. La
décomposition de Helmholtz précédente montre alors l’équivalence entre les deux problémes suivants :

chercher E € Xg telle que, chercher E € Xg telle que,
et
as(B,9) = (f,¢) VoeX° as(B,0) = (f,¢) Vo€ X{

L’objectif des deux parties qui suivent est de démontrer la proposition [8:3.2]

8.3.1 Propriétés de ’espace S° et étude de la forme bilinéaire b;

Remarquons d’abord que si X% = Xg & VS?, alors, pour tout u € X%, u = Vp+ uy ou p appartient & S° et ug
appartient & X{J. p est donc solution du probléme

bs(Vp,Vq) = bs(u, Vq) Vg e S°. (8.3.4)

Nous allons montrer que le probléme précédent admet une unique solution appartenant a S°. Cette étape est
importante car la résolution du probléme (8.3.4) permet de caractériser p et donc de construire la décomposition
de Helmholtz.

On remarque d’abord que la semi-norme ||Vp|| ys donnée par

2 2 2 2
IVplxs = ||VPHL2(Q:5) + ||Vp||L2(Q;6) +0B ||VF<p>||L2(F)

Aw2 2 w4 -
+ = [[eurlrG (curlr [p]) |72 ry + 5 /F D1 G(curlp[p]) - G(curlp[p])

est en faite une norme qui est équivalente a ¢ fixé a la norme plus classique Hp||H1(Q§5) + [{p)all g ry-

Nous nous intéressons donc & la résolution du probléme variationnel suivant : chercher p € S° satisfaisant

bs(Vp,Vq) = L(q), Vg€ S° (8.3.5)
ott £ est une forme linéaire continue sur S°. Pour cette forme particuliére de fonctions test, bs(Vp, Vq) est
donnée par

b(Vp.Ve) = [ Vp-Tq -~ [ Du(Ver)a- Vrala ds
Qfua; r
w? -

o Jr

+%AD1Q([CJT1FP]Q)'m
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Nous montrons maintenant que le probléme (8.3.5)) est bien posé pour § assez petit en montrant une condition
inf-sup.

Proposition 8.3.4. (Stabilité de bs) Il existe o > 0 et une constante C > 0 indépendante de § telles que, pour
tout & < dg,

bs(Vp,V
I9pllys <C sup 2YRVD),
gesovior 1Vallxs

Démonstration. Nous montrons cette propriété par Pabsurde : soit (d,)nen une suite qui tend vers 0. Nous
supposons qu'il existe une suite (p,)nen telle que

bs, (Vpn,V
IVpnllys, =1 et lim  sup bs, (Vow, Va) =0. (8.3.6)

n=0 egin\foy 1Vl xsn
Pour pouvoir utiliser les propriétés d’injections compactes, nous souhaitons travailler dans le domaine fixe
Q0 =QT UQ~. C’est pourquoi nous introduisons les fonctions F+ :
Qt —Qfs, QO = Q-

ad?
Fo~ .=
(1,22, 23) = (21,22, (1 — %)eraé), (1, 2, 3) = (21,22, (1 — QLL;)I:S - ad).

(8.3.7)

Fot .=

Il est clair que DF°F tend uniformément vers lidentité quand & tend vers 0. De méme, |det DF°*| tend
uniformément vers 1. De plus, il existe des constantes C et O3 strictement positives telles que

0 < Cf|a1| < |DF*ay| < CF|z1| Va € QF,
0 < CE < |det(DF°*)| < CF.
Nous introduisons également 1’espace Sy
So={a€ BHQT)NH'(27),(g) € H'(T),q = 0 sur T,
Vg x nyss =V x g, Vg xnge =Vgx nl%} (8.3.8)
et la semi-norme Xgo (qui est une norme sur Sp) :

2 2 2
||VP||XgO = ||Vp||L2(Q+) + vaHLZ(Q*) +0B ||VF<19>||L2(F)

Aw2 2 w4 -
+ 5 [[curlrG (curlp [p]) 172 ry + 5 /F D1G(curlp[p]) - G(curlp[p]). (8.3.9)

Nous définissons alors, pour tout ¢ € S?, § € Sy par

R q o FoF (21,29, 23) pour x3 > 0,
q(x1, 2, 23) = s (8.3.10)
qo F°~(x1,x9,x3) pour 3 < 0.

et la forme bilinéaire b (P, §) par

bs, (bnsq) = bs,(Vpy, Va) (8.3.11)

= —w? / (DF° ") =Y (DFTn)=1*Vp,, - V§|det(DF)°n | (8.3.12)
O+

—w? / (DF°"~)"Y(DF%~)"*Vp,, - V§|det(DF)%~|

w?

—w?5, /F Dy(Vrpn) - (Vrd) ds + 5= (G([enrlrpn])), [curleg)).
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En utilisant les propriétés de FOF | il est clair qu’il existe deux constantes A et B telles que
0 <A< |Vpnllxsm < B, (8.3.13)
0

De plus,

bs,, (pn
m  sup  PePmd) (8.3.14)

n=+00 1e5,\{0} HVqHngOZ
Dans 1’égalité précédente, on a remplacé § par g ce qui est possible car F° est inversible.
Comme A < ||[Vpy|| s, < B, il existe une fonction p € H*(Q+) N H'(Q7) telle que
So
~ pn — p dans H'(QF) faible.
~ pp — p dans L?(QF) fort.

e Etape 1 : nous montrons que curlp[p] = 0. Nous savons que curlp[p,] tend faiblement vers curlp[p] dans

‘g(cﬁrlp [ﬁn])HTH(Curlr,F) est bornée alors

TH~'/2(T) puisque p,, est bornée dans H'(QF). Mais, comme ﬁ

Hg(cﬁrlp [ﬁn])H tend vers 0. Donc, Vg € D(T),

TH(curly,r)

lim (curly [pn],q)

n—r—+4oo

n—-+o00

=— lim A [ curlp (Q(cﬁrlp [ﬁn])) curlpg ds — w? / Dlg(chlp [Pn]) - G ds,
r r
=0.
Ainsi, par unicité de la limite, curlp [p] = 0.

e Etape 2 : nous montrons que p = 0. Choisissons une fonction test ¢ périodique, appartenant a H'(Q%) dont
la moyenne {(q) appartient & H(T') et telle que curlp[g] = 0. Il est clair que ¢ € Sp. En utilisant 'hypothése

(8.3.13)), on a

lim w25n/FD2vp<(ﬁn)T>~vp<q> =0.

n—-+oo

En utilisant le fait que lim bs, (P, ¢) = 0 (on remarque que V@l ysn < C), on obtient
n——+oo So

/ Vp-Vqg=0.
QtuQ-

Par densité, la formule reste vraie pour ¢ = p (on montre facilement par absurde que l’ensemble des fonctions
q appartenant Sy dont la moyenne (q) appartient & H(T') et telle que curlp[g] = 0 est dense dans I’ensemble
des fonctions p appartenant & H'(Q%), s’annulant sur ©F et vérifiant curlp[p] = 0),

/ Vp[* =0,
QtuQ—

C ) +
si bien que comme p s’annule sur 3, p = 0.

e Etape 3 : nous montrons que lim
n—

1 -
G(curlrpy,) = 0 et nous obtenons une contradiction. C’est
+o0 /6y, L2(T)

I’étape la plus délicate.

Tout d’abord, d’aprés I'hypothése (8.3.13), \/%g(ctfrlp[ﬁn]) est bornée dans Hpe,(curlp,I') et donc

—L_G(curlp[p,]) tend faiblement vers une fonction v dans Hpe,(curlp,T'). De plus

Von

divr (D1 ——G (curlp[p,]) = 0,

1
Vo
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car divreurlp[p,] = 0. La proposition b donne alors

1
Vo

g(cu}lp[ﬁn])H <C H G(curlp[pn)) <C. (8.3.15)

’H(curlp,r)

1
=

Donc ﬁg (curlp[pn]) converge en fait fortement vers v dans L2(T").

H/2(T)

Nous allons montrer que v = 0. Soit ¢ appartenant & D(T"). Nous construisons un relévement 7 (¢) de ¢ dans
QF tel que T(g) = 0 sur X3, et que [[VT(q)|l12o+) < Cllall gr1/2(r)- Puis nous définissons R(q) € Sy par

T(q) dans QT,
R(q) := (8.3.16)
0 dans Q™.

Par hypothése, lim b (P, R(q))

—ntm ) 0. Or,
e VR 2

im bn(ﬁnaR(Q)) _ \/5> bn(ﬁnaR(Q))
n—+4oo ||VR(Q)||X23 oo (Aw? [[curlrG (curlrq)|| 2 py + w? [ D1G(curlpq) - G(curlpq))

7o (83.17)

si bien que ll)IJ'I_I \/5,,13”(15”, R(q)) = 0. On en déduit que, pour tout ¢ € D(T),

0 = 6, lim bn(hn. R(q)),

n——+00

= lim ——(G(cutlp[pn]), curlr[q)),

n—4oo \/E

= lim ——(curlrG(curlr[p,]), [g])-

n——+oo \/E

L_curlpG(curlp[p,]) tend vers 0 dans D’'(T"). On a donc curlpo = 0 si bien qu’on sait qu'il existe p € H(T)

Donc \/TT )
telle que v = Vpp. On sait de plus que p = p+ax1 +bxs o p est périodique. Or —g(cﬁrlp [Pn]) est & moyenne

Vo,

nulle : en effet,
—w? / DiG(curlp[p,]) - 1 = (—curlp[p,], 1) = 0.
r

Donc v est & moyenne nulle. On en déduit que a = b = 0 et que p est périodique. Par ailleurs comme
diV[‘(Dl \/%g(curlp [ﬁn]) = 0,
diVFDl Vp =0.

Donc p est constante ce qui montre que v = 0. On a donc montré que

=0
L2(T)

lim H
n—-+oo

1 -
7 G(curlr[py,])

n

Pour conclure,

. ) - R R . 2w4 N . . 1 a1
nEr-qr—loo ||pn||ng < Cngr-',r-loo (bn (pnapn) + Tn /F D1g(cur1r [Pn])g(curlr [pn])> )
C lim (b - a 2
< i s Pn) + 5= 4
< njyrfw ( n(pnvpn) + 5 g (Cur F[pn])‘ L2(F)> ’

n

= 0.

Cette derniére ligne contredit I’hypothése (8.3.13)).
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8.3.2 Démonstration de la décomposition de Helmholtz

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 8:3.2] Notre démonstration reprend la démons-
tration du lemme 10.3 de [Mon03]. Soit v € X°. Nous définissons p comme la solution du probléme suivant :
chercher p € S? telle que

bs(Vp,Vq) = bs(u,Vq) Vg e S°.

Comme bs(u, Vq) est une forme linéaire continue sur S°, nous savons que, pour § assez petit, il existe une
unique solution au probléme ci dessus (proposition . On introduit maintenant w = v — Vp. Il est clair que
w € X§. En effet,

bs(w, Vq) = bs(u, Vq) — bs(p, Vq) = 0.

Donc pour tout u € X0 il existe p € S et w € Xg tels que u = Vp + w. 1l reste & montrer que le couple (w,p)
est unique. Pour cela il suffit de démontrer que si u € Xg NVS? alors u = 0. Supposons qu'il existe u € Xg et
p € 8% tels que u = Vp. Alors par définition,

bs(u, Vq) =0 Vq¢€ SO,
Mais, comme bs(u, Vq) = bs(Vp, Vq) alors bs(Vp, V¢) = 0. En utilisant la proposition p=0.
Remarque 8.3.5. Soit u € X?° et p, la solution du probleme, chercher p, € S? telle que

bs(Vpu, Vq) = bs(u, Vq) Vg e S°.

Or,
bs(u, Vq) = —/ w?u - Vg — 6w? / Dy(ur)e - (Vrq)a
Qfua; r
w?A wl —
- curlrG([es X u]o) curlrG([es X Vrpla)) + 5 / D1G(les X ula) - G([es X Vrpla)), (8.3.18)
r r

si bien qu’il existe une constant C' indépendante de § telle que
Ve S, Ibs(u,Va)l < C llull s [ Valxo (8:3.19)

En combinant la précédente inégalité et le résultat de stabilité de la proposition[8.3.4, on peut montrer 'existence
d’une constante 69 > 0 et d’une constante C' indépendante de 0§ telle que, pour tout § < &g

[VPullxs < Cllullys - (8.3.20)

8.4 Propriétés de ’espace Xg
Proposition 8.4.1. Propriétés de Xg ad fixé :

a- Si u € X§ alors uw € HY2*(Ql,) n HY?(Q;). Ainsi X§ s’injecte de maniére compacte dans
L2(Qt) N L2(Q5,).

b- L’opérateur associé a la forme bilinéaire bs est compact dans Xg.
Avant de démontrer la proposition [8.4.1] nous montrons le résultat suivant :

Lemme 8.4.2. Soit u € Hp,(div, Qfa) N Hyer (curl, Q(f&) satisfaisant u X n = 0 sur Z;ts et telle que

(up)e € HY2(T) et (u-e3)q € HY?(T). (8.4.1)

Alors u appartient & HY(Q7) N HY(QT).
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Démonstration. Soit v € Hpe,(div, Qi;)ﬁpr (curl, Qciu;) satisfaisant u xn = 0 sur E;‘Z et les conditions (|8.4.1]).
Nous posons ut = ujo+ et uT = ujg- et nous construisons v défini sur 9;5

V(z1,22,23) € Q_5, v(21,22,23) = (uM) T (z1, 2o, —3)er + (u?) T (21, 20, —x3)ea — U, (71, T2, —23)es.  (8.4.2)
11 est clair que v appartient & Hpe,(div,Q_s) N Hyer(curl, Q) Nous définissons alors u; sur _; par
Uy :=u — .
Par construction u; appartient & Hy.,(div,Q_;) N Hper(curl, Q). De plus, u; x n = 0 sur ¥ . Par ailleurs,

(up-e3)r . =2(u-e3)a,

ad ™

si bien que (ui-e3)r_,_ appartient a H'/?(T). Dong, par le théoréme 5.4.3 de [Néd01], u; appartient & H'per(Q)3.
On en déduit que [ur]o = (u1)rp _ appartient a H'(Q). Comme (ur), appartient également a H'/2(2), on
en déduit que up)p  appartient a H'2(T"). Donc (d’aprés la remarque 2.14 de [ABDGI8|) u appartient a
HY(QT) N HY Q7). De plus,

||UHH1(Q:5) + Hu||H1(Q;6) < C( ||diV“||H1(Q:5) + ||diVU||H1(Q;5) + ||Cur1u||H1(Q;5) + ||Curlu||H1(Q:5)
el oy + Nl oy + 1rdallmey + 10 esdallagy ) (8:43)

O

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition [8:4.1] Nous démontrons successivement les deux propriétés,
la seconde étant une conséquence directe de la premiére.

Démonstration.
a- Soit u € X et x une fonction C* de R dans [0, 1] telle que

1si|zg| < %,
x(z3) = _ . (8.4.4)
0si|zs| > 22,
Comme u = xu + (1 — x)u, nous allons successivement montrer que w; = xu € Hl(Qi:é) et

us = (1 —x)u € HY/2(Q%)).
e Estimation de la norme du gradient de u; : u; appartient a ’espace W défini par

W = {u € H(curl, Q) N H(div, Q%) telles que u x n = 0 sur £

T3’

(u-e3)q = %curlpg([eg X urla) et —[u-es], = 5divF(D2(uT>a)}, (8.4.5)

que ’on munit de la norme

2 2 . 2 2 2
ully, = \|U||L2(Q:5uﬂ;;) + ||d1VU||L2(Qj;5uQ;5) + HCUT]U||L2(Q:5uQ;5) + vr)alrmcurly r) -

Nous allons montrer que W est inclus dans H!(Q;)NH (92 5). Soit v € W. Les conditions de transmission

(v-es)a = %curlpg([eg X vrla) et — [v-es], = 6divr(Da2(vr)a)

donnent des informations sur la régularité de u sur I'. En effet, par définition de 'opérateur G, nous
savons que curlpcurlrG([es x vr]q) appartient & H~1/2(T). Donc, comme (v - e3), appartient a H~1/2(T")
et curlp(v - e3)q = $eurlpeurlpG([es x vrly), alors

(v-e3)q € HY2(TD).
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Par ailleurs, comme — [v - e3],, = ddivr(Da(vr)a), divr(D2(vr)s) appartient & H~1/2(T). Mais on sait
aussi que (vr), appartient & Hpe,(curlp,I') si bien que la proposition donne

(vr)a € H'2(T).
Donc, en appliquant le lemme v appartient & H1(Q1;) N HY(Q ;) (a0 fixd).

On peut évaluer plus précisément la norme du gradient de v en utilisant la formule page 211 de [Néd01] :

I90l2 0t :/m (curlof? + Jdivof?) de 4+ 2R ((dive(vf o, (05 - €3)))
ad

HWHZ(% :/Qf (|cur1v|2—|—|divv\2) dz — 2R ({divr(vr)y, (vg - e3))) -

ad

ot R(v) désigne la partie réelle de v. En additionnant les deux égalités précédentes, on obtient
2 2 2 2 2 .2
||Vv||L2(Q:5) + ||VU||L2(Q;5) = /Q+ (\Cur1u| + |div o] ) dx + /Qi (|curlv| + |div | ) dx
ad ad

+ 2R ( (divr [vr],, , (v-€e3)a)) + 2R ((dive(vr)a, [v-€3],)) . (8.4.6)
Or, d’aprés la propriété [8.7.3
R (<din<”UT>a, [U . 63]a>) = —0R ((din<'UT>a, diVFD2<’UT>a)

IN

C H\/Scurlp<vT>a ’ (8.4.7)

L2(r)

Par ailleurs,

(divp [vr], . (v-e3)a) = %(Curlp[eg X V], curlprG([es X v]qa)).
Or,
A {(curlp[es X v]q,curlpG([es X v]o)) = —/F Iles x v]|? +w?D1G([es X v]a) - [e3 x v]ds,
<0
< ClG([es x v]a), les X v]a)
si bien que

(divp [vr], , (v-e3)a) <

C
5 [(G(les x v]a), [es x v]a)] -

Donc, pour tout v € W,

2
2 2
ol eurt o0 + 1Wldiv az,0am) + ||VEeute(or)a

2
||Vv||L2(Qa+6uQ;5) < C L2(T)

+

(S R

G ((ea x vrla). s X vT1a>|) ,

Ainsi, comme u; = yu et que div (uq) = Vx - u,

||divu1HL2(Q§5) <C ||UHH(curl,Qf5) :

Finalement,

2

2 2
IVOa 32t e, < 0(ulleuﬂ,%U%)+Hmum preurl 1
L1
1)

G ((es X ula). [es x u}a>|) , (8.4.8)
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~ Estimation de uz = (1 — x)u en norme H'/?(QF;). Comme u x n appartient seulement a TL*($E) et
non a TH1/2(E;‘F3), ug ne peut appartenir a Hl(Qig). En revanche, on peut montrer que us appartient a
H'2(0%;) en appliquant le théoréme 2 de [Cos90] : nous obtenons

luellgr/2@ey = C (||“2||H(curl o) T el gdiv o) + llue % n”L?(EfS)) ’

IN

C (||uHH(CurLQi) +lu n||L2(E$3)). (8.4.9)

La constante C' est indépendante de 4.
b- A partir du résultat précédent on peut montrer que la forme bilinéaire bs est compacte (on dit qu’une forme
bilinéaire est compacte sur un espace de Hilbert H si 'opérateur linéaire qui lui est associé par le théoréme de
Riez est compact) dans X a ¢ fixeé :

(B =~ [ OB pde =6 | W Da(B)a)a Tolads
arua; T

2

+ 50 ([ea x B}, Tes x L.

— Montrons d’abord que le terme / WIES -G dr + 5/ WDy ((E) 1) g - (p)ads est compact. Comme
r

+ o
Qtuaz,

E} € Hl/Q(Qfé) il est clair que le terme . w?ES - G dx est compact.
QtuQ-
Par ailleurs puisque ((ES)7)o € THY?(T) et que 'injection de TH'/?(T') dans TL?(T") est compacte, alors

le terme
5 [ W Dal(E)r)a - ToTads
r

est compact.
2

— Il reste & montrer que le terme %(Q([eg x E3]a), [es X ¢]a) est compact. On rappelle que G([es x E‘f]a)
appartient & TH/?(I'YNT H (curly, T) si bien que la proposition (8.7.2) donne I’existence de ¢ appartenant
a H*(T') et de p dans H3/2(T") telles que
G([es x Ef]a) = curlrg + Vrp.
Ainsi,
(Gles x Eqla), [es x ¢la) = (curlrg, [es x @la) = (_p . divr[es x ¢la)

S—— ~~

€H(T) HY(T)
Comme H'(T') s’injecte de fagon compacte dans H'/2(T), alors le terme %2<g([e3 x Efa), [e3 X o) est

compact dans X a § fixé.
O

8.5 Existence et unicité de la solution

Nous avons donc montré qu’a § fixé le probléme, chercher E € Xg telle que

as(E, ) = (f,¢), Vo € X{

reléve de lalternative de Fredholm. Il faut maintenant montrer I'unicité. Nous allons montrer 1'existence et
l'unicité dans I’espace X tout entier (ce qui est possible d’aprés la remarque [8.3.3) en montrant une condition
de type inf-sup. Bien entendu la preuve fait intervenir des résultats de compacité.

Proposition 8.5.1. Sous les hypothéses et[8.2.9, il existe 8y > 0 et une constante C' > 0 telles que, pour
tout & < do,

5
VES e X3, ||B| < sup 0E-9)

(8.5.1)
PEXS p#0 ||<P||X5
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Démonstration. Nous raisonnons par absurde. Supposons qu'il existe (0, )nen et (En)nen telles que :

- lim §, =
n——+4oo n

~ E, € X" et [|[E,| s, = 1.
E
— lim sup @5, (Bn, 0) =0,
n=+00 e xon\ {0} el xsn

e Etape 1 : nous montrons que E,, est bornée dans Hl/z(Qfén) :

Remarquons d’abord que,

2

a<G([e3 X En]a) s [63 X En]a>

2 2
<as, (En,E,)+C (||EnHH(curl,Q§5") +onB ||<(En)T>aHH(curl,F)> <C

Nous pouvons ici remplacer les crochets de dualité par des intégrales surfaciques car, pour tout d,, [es X E,]q
et G ([es x E,,],) appartiennent a L*(T).

Grace a la précédente inégalité, nous allons montrer que xYE,, est bornée dans H 1(Qi;n) ou y est la fonction de
troncature introduite en (8.4.4). Or, d’aprés I'inégalité (8.4.8), nous avons

2
||V(XEn)||L2(Qj§nu9;5n) + HE””H(CUI‘] Qfs N5 )

/anE Jes X Byl ds

+6n [[{(E n)T>a||H(curlp,F) )
C.

IN

Donc xE,, est bornée dans Hl(Qfén). De méme, en utilisant 1) on a
(1 — X)ETLHHIM(Qfén) <C.

Donc
||EnHH1/2(Q§Sn) <C. (8.5.2)

e Etape 2 : passage au domaine fixe QT U Q™. Pour pouvoir utiliser les propriétés d’injections compactes, nous
souhaitons travailler dans un domaine fixe. Nous allons, tout comme dans ’étude de la stabilité de bs nous
servir des fonctions trés réguliéres F%+ introduites en : ces fonctions transforment QF en Qi;. Pour tout
@ € X%, nous définissions ( par

(dFt)po Fot sizz >0,

5 im
(dF~)po Fo~ six3 <O.

Cette transformation permet de conserver le rotationnel puisque

1

lp)oFf= —
(curl o) o det(dF*)

dFFcurl ¢ (8.5.3)
Pour plus d’explications sur cette transformation, on peut se référer a [Mon03|, [Dub00] ou [Coh02]. Si ¢
appartient & X; alors ¢ appartient & X := {u € H(curl,Q%), (u)r € TL*(SE), ((u)r) € H(curl,I')} que nous
munissons de la norme ||-|| s définie par

2 2 2
lal%s = lell2eur oy + 6B M)l et oy + @ / urf? ds

2

w4 - w
+ ?/FDlg([e:a xul) - G([es x u]) ds. + AT [eurlrG([es x u])|| 2y (8.5.4)
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On introduit alors

as, (En, @) = as,(Ey,¢), (8.5.5)

~ A~ - -~ _ 1 A
— On,E . On,t A — 9 Y
/Qi (dF°»F)curl E,, - (dF%+)curl $ Aot (), iw /Zi (En)r - o1

_/ (dF55) 18, . (@FoE) 15 | det(dF*n )|
Ot

+5nB/Fcur1F<(En)T> -W—CSM/FDME”M {Pr)-

2

—|-L;—n<g([€3 X En]a)aM>'

Comme E,, est bornée dans X%, alors il existe deux constantes strictement positives C et Cy telles que

O < HEn < Cs, (8.5.6)
Xon
De méme, en utilisant (8.5.2))
28 ’ <c, (8.5.7)
H1/2(Q%)
et
a(E
lm  sup AEm®) (8.5.8)

n=+oo ,cx\(or 10llxsn

D’aprés 1) et les injections de Sobolev ([Ada7h]), il existe une sous suite de E, encore notée E, et une
fonction E € HY2(Q%F) telles que

E, — E* faible dans H'/2(Q%),
E, — E* fort dans L?(Q7F),

e Etape & : nous allons maintenant montrer que E appartient & H(curl, Q).
Par hypothése, #g ([63 X E"D est bornée dans H (curlp,T"). Donc G ([63 X E"D tend fortement vers 0 dans
TH (curlp,T'). Ainsi, Vo € TD(T),

lim {63 X ]:]n] - pds

n—-+oo T

= lim {—A/Fcurlpg([egxEn})mds—l—/FD1g([egXEH})-E}:O

n—-+oo

Donc [e3 x E,;] tend faiblement vers 0 et par unicité de la limite [e5 x E] = 0.

e Ftape 4 : nous allons maintenant montrer que E = 0. Nous définissons

Hipp (cwrl, Q) = {u € H(curl,Q),ur € TL*(S3)} .

imp
que nous munissons de la norme Hu||§{ curl o) = H“”?{(curl o T lurllprest - D(Q) est dense dans
lmp ) 3 w3

Himp (curl, Q) pour cette méme norme (cf [BBBCDI7]). Choisissons ¢ € D(2). Remarquons que

lim &, (B /F curlp (B, ) r)curlp (or) — w? /F Dy ((En)7) «m) = 0.

n—4oo
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a5 (B
Puisque lim 7%”( n %)

=0 et que ||¢|| ys, est bornée (indépendamment de n), on obtient
notoo @] xan

/ curlE - curlpdz — / WE - pdr — iw/ Er -7 = 0 VYo € D).
Q+NQ- Q+NQ- =1,

Comme D() est dense dans Himp(curl , ), légalité a aussi lieu pour toute fonction test ¢ dans Himp(curl ,8).
En utilisant le théoréme 4.17 de [Mon03|, on en déduit que E = 0.

i 0. Il est d’abord clair que

= 0. En effet, ((E, t borné
) n effet, ((E,)r) est bornée

e Ftape 5 : pour terminer la démonstration, on va montrer que lirf HE"
n—-+oo

m_ [ Vo ((B.)r)

nll)r-&{loo ’En Lo(t) = (. De plus, on remarque que nE

dans L2(T) (y(E,) appartient a H'(Q¥)), donc

L2y

tim || V8. ((B.))|

n—-+o0o

Par ailleurs, comme E,, € Xg",

% ((dF‘;"*)*lE: + (dF‘;"’f)flﬁ);L) ce3 = %Curlpg([(ig X E,L}).

Or ((dF5"’+)’1Ej§ — (dF‘s"’*)’lEg) - e3 est borné dans L?(T"). Donc

1 N
lim curlrG( [63 X En}) =0.
n—r+oo H Von L2(I)
Finalement,
A (|12 N . N N
Xdon —— L2(Qt) L2(Q7)
—0
—0
b, || B - Jleurt &,
+ 6 [[( n>THTL2(F) + 5 cur Fg([63 X n])‘ L2(T) )
—0 —0
Nous obtenons lirf H]:]n i 0 ce qui contredit I’hypothése (8.5.6)). O
n—-+00 n

Maintenant, en combinant les propositions [B:3.4] et [8:5.1] on peu montrer le résultat plus général suivant :

Proposition 8.5.2. Sous les hypothéses et il existe 6g > 0 et une constante C' > 0 telle que, pour
tout & < dg

S
VES e X0, B, < sup 0EL¥) (8.5.9)

PEXS p#0 ||<P||x6 .

Démonstration. Nous proposons également une preuve par I’absurde. Supposons qu’il existe (0, )nen et (Ep)nen
telles que :
- lim 6, =0,

n—-+4oo

- B, € X7 et [|Ey| x5, = 1.

E,,
- lim sup BontZn, &) ( ?)

n—+00 sexon\for Pl xon



176 Chapitre 8. Construction de la condition approchée d’ordre 1 dans le cas symétrique

Nous utilisons d’abord la décomposition de Helmholtz de X9 :
E, =E) + Vp,
oil p,, appartient & S° et EO appartient & Xg”. En utilisant 'inégalité de la remarque on sait que
IVpnllxs. < ClEn| x5, < C.

On en déduit que
[ED | s < C- (8.5.10)
Soit ¢ € $°. Comme as, (En, Vq) = as, (Vpn, Vq) = bs, (Vpn, Vq),

bén (me V(])

lim sup =0.
n=+00 gegon |Vl xsn
En utilisant la proposition on a
nll)rfoo VDol s, =0. (8.5.11)
Par ailleurs, pour tout ¢ € X9,
|as, (E5. ©)| < las, (Bn, 9)| + las, (Vou, )], (8.5.12)

Définissons, ¢¥ comme 'unique solution appartenant a S° du probléme
bs, (Vay, Vp) = bs, (¢, Vp).

En utilisant de nouveau la remarque (8.3.19)), on sait de plus qu'il existe C' indépendante de J,, telle que
V@il xsn < CIVEE ||y, -

Comme as, (Vpn, ) = bs, (Van, V¢?), alors

b5, (Van, Vaz)|

lim 7|a5n(Vpn,<p)| <C sup —re " (.

n=too ol xan pexonrioy @k llxen
On déduit alors de l'inégalité (8.5.12)) que

EO
lim sup a5, (En, ¢) —0.

n—=+00 Lexn\ {0} ol xsn

En reproduisant exactement le méme raisonnement que dans la preuve de la proposition [8.5.1] on obtient alors,

. 0 _
Jim |EY s =0 (8.5.13)
En combinant (8.5.11)), (8.5.13)) et I'inégalité triangulaire, on a
T . 0 . o
1= nEIJrrloo ||En||X6n = ngg}oo HE"HX‘M + nEIwILloo van||X5n =0
ce qui contredit 'hypothése initiale. O

8.6 Justification du modéle approché

L’objectif de cette partie est de montrer que E‘f tend vers la solution E du probléme exact. Nous adoptons une
démarche classique que I’on trouve par exemple dans [JSO8]|, [SchO0§]|, [HINOS]|. En fait, la premiére étape consiste
A majorer ||E‘1S —Eq—0E; H s en utilisant le résultat de stabilité w (proposition . Malheureusement,
nous ne savons pas montrer directement une estimation d’erreur optimale. Pour contourner ce probléme, nous
construisons au préalable un développement asymptotique de ES en fonction du paramétre 6. Il suffit ensuite
de combiner I’estimation d’erreur optimale entre la solution exacte E° et les deux premiers termes de son
développement Eq + JE; (proposition et lestimation d’erreur optimale obtenue sur HE‘ls — Ey—0E; || 6
pour obtenir un résultat de convergence optimal entre la solution E‘ls du modeéle approché et la solution exacte

E (proposition [8.6.2)).
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8.6.1 Développement asymptotique du probléme approché

Ecrivons le développement asymptotique de E‘ls en fonction du paramétre . Tout comme pour le développement
asymptotique du probléme exact, il est plus facile d’introduire H} := iE‘f de travailler avec le systéme d’ordre
1 : chercher (E{,HJ) € (X%)2 tel que

curl B — iwH{ =0 dans Q(f(s
—curlH{ — iwE{ = —-L f dans QF;
—les x Ef]o =0 ( teurlpeurlp (HS) 7)o — iwD1<(H‘1S)T>a)

—iwles x Hilo = 6 (Beurlpeurly (B])r)o — iwD2{(ES)1)a ) i
H‘{ X n — E‘lS =0 sur Efg_E‘ls X Ny, = E‘f X Nt s H‘f X Ny, = H‘ls X N5t s
E‘lS X nza;2 = E‘ls X nZ%, H‘ls X ”2;2 = H‘lS X nzg.
Le développement asymptotique de E{ et H{ est alors donné par
E{ =) 0"Ex, H{=> §H,, (8.6.2)
kEN kEN
on (E,,H,) € H(Q)? sont les solutions du systéme
curl E;, — iwHjy, = 0 dans 5
—curl Hy, — iwE), = —%65 dans QF,
—[es x Bi] = g,
—iwles x Hy] = hy, (8.6.3)

I:Ikxn—Ek:0 surEi’.

E; x TLE;1 =E; x nzg—l, H; x an_l = H; x nzzl,

Ek X n2;2 = Ek X ’n,ziQ, Hk X n2;2 = Hk X nzg.

avec,
~ iwa™ o™H,, b (=D)ma™iw zw O™H,, -
hy = — g Thom
k—1 ~ +
1 m - " Er—m
+—= . (Bcurlpcurlp — w2D2) aik
2 m! 8$3m
m=0 T
k—1 ~ -
1 —1)mam - O Eg_m
+—= u (Bcurlpcurlp — w2D2) g Zkom ,
2 = m! Ox3™
et
k a™ om Ek k m a™ 8mEk N
~ m —m
= — _— X ><
Ik mZ::1 m! e ( oxs3™ ) +mz::1 < oxs3™ )
k—1 . ~ +
1 m mH —m
—1—5 mzz:o % (curlpcurlp — zwD1> (88x3km> i

k—1 . mH N
1 m A = amH —m
i —Zcurlrcurlr —twDq L _—kem
2 w 3x3m T

m=0



178 Chapitre 8. Construction de la condition approchée d’ordre 1 dans le cas symétrique

En utilisant la proposition il est facile de montrer que le probléme ({8.6.3)) est bien posé. De plus, on vérifie
rapidement que . . B )
EO = E(), HO = Ho, El = El, Hl = Hl. (864)

8.6.2 Convergence du développement asymptotique

Nous nous intéressons maintenant & ’erreur D,, entre le champs E{ et son développement asymptotique tronqué

a lordre n :
n

Dp=E] - "E,.
k=0

Par des calculs explicites, on voit facilement qu’il existe deux fonctions g, et h,, appartenant a (C°°(I"))? telles
que

2 —
curlcurl D,, — w*D,, = f dans Q;r(; U s,

A -
—les X Dpla =96 (w2 curlpcurlp((<curan>)Q)T — D1(<curan>a)T) + 0"y,
_[63 x curl Dn]a =0 (B CJrchur1F<(Dn)T>a - W2D2<(DH)T>Q) + (Sn+1hn7

n x curl D, = —iw(Dy )y sur 5,

D,, x Ny, = D,, x Nt s curl D,, x Ny, = curl D,, x Nt s

D,, x Ny, = D,, x Ny s curl D,, x Ny, = curl E x Ny -

D,, appartient & X° (par contre il n’appartient pas a XJ). En écrivant le probléme précédent sous forme
variationnelle, on obtient

Vo e XO, a5(Dp, ) = 6"w*(G(gn), [es X ¢la) + 6" /F han m (8.6.5)

Comme
5"w*(G(gn), les x ¢la) < Clgn) 6" T/2

1
EE .
Ve (les D H(curlp,m

on obtient ’estimation suivante D
a b
125D

peXn\{0} ||%0||xé

La constante C' ne dépend que de n (et du second membre f). En utilisant la proposition on obtient ,
pour § assez petit

<Con2 (8.6.6)

VneN, 3C >0, [Dulys<CH2
Ce résultat n’est pas optimal. Par I'inégalité triangulaire, on obtient I’estimation d’erreur optimale suivante :

Proposition 8.6.1. Sous les hypothéses[8.1.1] et[8.2-3, il existe &y > 0 telle que, pour tour n € N, il existe une
constante Cy, > 0 telle que, pour tout § < oy

E? - Z En
k=0

< C L, (8.6.7)
XS

8.6.3 Convergence du modéle approché

On peut maintenant montrer que la solution du modéle approché E{ converge vers la solution du probléme
exacte B9 :

Proposition 8.6.2. Soit 0 < v < £ et soit Q0 1= {(21,22,73) € O, |x3| > }. Il existe une constante 5, > 0
telles que,

Vé<d,, |E°-E] <C 6.

|H(curl,ﬂw)
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Démonstration. La preuve est basée sur les propositions et :

|ES — |E? — Eq + 6E;

E(ISHH(curl,Qw) = ‘ HH(curl ,2)

+ (o + 8E) — (o + 581) + [ — Bo + 0B

H(curl Q) H(curl ©,)

On rappelle que (Eg 4 0E;) — (Eg + 0E;) = 0 (cf. [8.6.4). De plus, la proposition donne lexistence d’une
constante d; et d’une constante C7 > 0 telles que,

Vo <61, ||E®—Eo+ 0B, < 016

HH(curl )

De méme, la proposition donne D’existence d’une constante do et d'une constante Cy > 0 telles que

V6 < 6y, HE5 — B+ 5E1H < HE5 B+ 5E1H < 62,
H( ) P

curl .o,

Finalement,

V6 < min(6y,82), |E° - < max(Cy, C)0" .

E(ls HH(curl )

ce qui termine la preuve. O

8.7 Lemmes et preuves techniques
8.7.1 Quelques résultats préliminaires
Nous donnons ici quelques résultats standards qui sont utiles & plusieurs reprises dans ce document :

Proposition 8.7.1.

a- Soit u e TH™Y2(T) telle que divpu € HY/2() et curlpu € HY2(T). Alors u € THY2(T) et

||u||TH1/2(F) <C (”diUFUHH*IN(F) + HC“”FUHHfl/?(F) + HUHH*U?(F)) :

b- Soit D une matrice constante diagonale strictement positive et soit u € TL?(T) telle que divp(Du) €
H=Y2(T) et curlpu € H-Y2(T). Alors u € THY/?(T') et

lllzar sy < € (ldivor (D)l g2y + lewrteull oy + g2y -
c- Soit u € TLy(T) telle que divp(Du) =0, curlpu € HY*(T) et [,uds = 0. Alors,

||UHL2(F) <C ||CW'ZFUHH—1/2(F)

Démonstration. Nous utilisons la base (Y;);en des fonctions propres de 'opérateur Laplacien-Beltrami (cf.
[INed01] pages 205-211).
a- Nous savons que u = Z (ainYi + ﬁichlei). Donc,
ieN

curlpru = Z i3 Y; et divru = Z —X\i;Y; (car Ag = 0).
ieN* ieN*

Comme curlpu € H=Y2(T') et divpu € H~1/2(T") alors,

M2 2 A2 2
E ———|Bi]” <+ et E ———|ay|” < Fo0.
N1/2 N1/2
S L+ S L)Y
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Donc,

3/2
llifeqy = DA 2(lal® +18:17),
€N
A? (1+ )12 2 2
(lowo|* +1B0l?) + - (|l +18il%),
LY

~——

eSS

. 2 2 2
< C (Idiveulos gy + llowloully sy + [l ) -

b- On sait que u = Z (ainYi + ﬂicﬁ'rlei). On définit w par
ieN

w = Z BZ‘CJTIFY;.
€N

Par construction divrw = 0 et donc w € H=/?(curly, T') N H=/2(divp, T). Donc w € HY?(T') et

||wHH1/2(F) <C ”u”H*l/Z(curlr,F) ’

De plus

(91'2

)

HdiVF(Dw)||H*1/2(F) = ‘D22 _Dlll
H-1/2(T)

’ ow?

A

< C ||w||H1/2(r) J

IN

C ||u||H—1/2(curlF,F) :

On introduit maintenant z = w—u. Comme u appartient & L?(T), z appartient & Lo(T"). Comme curlpz = 0,
z = Vrg, ol q est une fonction appartenant 4 H'(T") déterminée & une constante prés. Nous choisissons
q tel que fr g = 0. Il faut ici faire attention car ¢ n’est pas périodique. Par contre, d’aprés la proposition

q = q+ c1x1 + caxy oul § est périodique et
lex] + lea| < ClIVallp2ry < Cllzllpory -
On remarque que fr G = 0 et que de plus,

diVF (DV(D = diVF (Dw) - dinDu .

€H-1/2(T)
Donc, G € H*/?(T') . Donc q € H3/?(T) et
lall s < ||q||H3/2(F) + [ler@y + C2372||H3/2(F)
<

O(”uHHfl/?(curlr,F) + ||diVFDu||H_1/2(F))'

Finalement, v € H'/?(T).

c- Nous démontrons ce résultat par 'absurde. Supposons qu’il existe une suite u,, telle que
~ u, € TH™Y?(curlp,T),
- ||Un||L2(r) =1,

— divrDu, = 0,

- ngr}rloo ”CurlFunHH*lﬂ(F) =0.
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En utilisant la propriété b, nous savons que u, est bornée dans H/?(T"). Donc u,, tend faiblement vers u
dans H'/?(T') (et donc fortement dans L?(T)). Par conséquent :

el ey = 1,
curlpu = 0.

Comme curlpu = 0, alors v = Vpg. Comme dans la démonstration du point précédent, on sait a priori
que ¢ = q + axy + bry avec ¢ périodique. Mais comme fr u ds = 0 alors a = b = 0. Donc ¢ est périodique
et vérifie

divpr DVrpq = 0.

Donc ¢ est constante et v = 0, ce qui contredit le fait que [ul| 2 = 1.
O

Nous introduisons maintenant une décomposition de Helmholtz intéressante des fonctions de T'Hpe, (curlp,I') N
THY?(T).

Proposition 8.7.2. Soit A € TH,.,(curlp,T) NTH/?(T) alors il existe ¢ € H*(T) et p € TH3/?(T) telles que
A = curlpq + Vrp.

Démonstration. Définissons q comme 'unique solution du probléme suivant : chercher ¢ € H;GT(F) telle que

Aq = —curlpA sur T,
Jrads=0.
Comme curlp € L2(T), alors ¢ € H2(T'). Soit w = A — curlpq.
curlpw = curlp A — curlchrlpq = curlrA + Ag = 0.

Donc il existe p € H!(T") définie & une constante prés telle que w = Vrp. On sait que p = p + axy + bxy avec p
périodique. Mais

divrw = Ap = divpeurlpg +diveA.
—_———

=0

Or divpA € H=Y%(T). Donc p € H3/*(T). O

8.7.2 Majoration de —R (/ diVI‘DQUdeiVI‘UT)
I
Proposition 8.7.3. Soit up € THyer(curlp,I'). Alors, il existe une constante C telle que

-R (/ divr(D2<uT>)divFuT> < ||curlp<uT>||iQ(F) i
r

(R(u) désigne la partie réelle de u).

Démonstration. La démonstration est faite uniquement dans le cas qui nous intéresse, c’est a dire dans le
cas cartésien quand IT" est le plan | — L1/2, L1/2[x]| — La/2, Lo/2[ : dans ce cas, on connait explicitement les
valeurs propres et fonctions propres de 'opérateur Laplacien-Beltrami. Soit v € T Hpe,(curlp,I'). On sait que
u=Vry+ chlrw avec,

o= Z bnke2iﬂ'(LL’1$1+L%x2) + dr; +JCC27
(n,k)€z?

; n k ~
b= > ™I 4 fay 4 fa.
(n,k)eZ?
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Alors,
1 _ . n k QiW(Lxl-&-img)
u = 2t (—bpr + —cnr)e Ly Ly +d+ f,
m%w (Ll kI k) f
k n . k. ~ ~
2 . 2im (x4 7= 2)
uc = 20 (—bpr — —cCpr)e” It L™ 4 d— f.
(ng);z? (L2 ’ Ll k) f
Alors,
divru = divpVy,
n\? k2 (- k
= - ) (2w)2<(L> +<L) ) be? ™ (LT T3 2),
1 2
(n,k)eZ?
De méme,
divp(Dou) = divy (DaVep) + divy (chuﬂﬂp)
2 i\ 2 o .
= - > e (dl (L) +d (L> ) bupe” T (ET T F 25 72)
1 2
(n,k)ez?
k
+ Z (27r)2(d2—d1)L iy €2 (Tt T3 72)
1
(n,k)ez?
Donc,
—_— n\? n\? n\? k2
-R (/ divru divp(Du) ds> = — Z (2#)4((L> d1+(L> d2)((L> +<L) ) |brie|?
r (nRyez? 1 1 1 2
2 2
k kn
(2 do —d R(Crnrbn
+( gm ™ ( > +<L2) )d2 =) LiLo (Enibnt)
Or,
Donc,

Z (2m) ((]Z) + 1%)2(6& —d1) % R(Cnrbnr)

<y 2V () =y L) 2
L I 7 2= d)l 77 ) 5 1ok

2( () (B o £ )t
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et
—R</Fdiv1~udivF(Du)ds> <
3 <2w>4<(§1)2+(£)z>|bnk|2< da a1 <<Z)2d1+(f2)2d2>>
n,k)€Z2
+ 3 et (2) 4 () - L L &7.)
n,k)€Z?
Comme

n |kn| \dy — dy| n\> k>

D \dy — < ) +dy [ —

2 |d2 d1| L1L2 =1 4min(d1, d2) (dl L1 + 2 L2 )7
C

4min(dq,ds)
|d2—d:|

n |kn n\’ k2 n\> k>

= |dy — — ([ — — ~1 — ) d), < o

g [l —dil 7 ((L1> d1+<L2) d2) < (nC )((L1> d1+(L2> 2), <
Donc, pour < %,

n 2 k 2 n \kn| n 2 k 2
E 4 2 (7 _ 3 g
( k)ew(%) (<L1) +<L2> o <2|d2 H L ((L1> d1+<L2) d2)> =

A présent nous fixons n < C Il reste & estimer la seconde partie de I'inégalité (8 en fonction de ||Cur1pu\|L2(F).
Nous remarquons que

il existe donc n assez petit ( n < ) tel que

- )
||cur1pu||2LQ(F) = "CUFIFCUT1F¢"L2(F) = 1A% 72y 5

k 2 n 2 )
K oy 2
(n§22(<l’2) - (L1> ) lenil”

|kn]
puis, comme ToLs <

N

(&) + (&)
S ent(£) 4 (1) - L L

(n,k)€Z?
< bl S (Y () < eurtrul?
< (2m) ( . + I, )2 enk|” < curlpu|[ 72y

Finalement,

R </ divru divp(Du) ds) <C ||curlpu||iz(r)
r
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9.1 Description du probléme

Nous souhaitons maintenant étudier la diffraction d’une onde électromagnétique par la structure tri-
dimensionnnelle compléte représentée sur la figure[9.1] Cette structure est constituée d’un anneau fin de diélec-
trique d’épaisseur ¢, de rayon moyen 7, et de hauteur L., a 'intérieur duquel s’enroulent hélicoidalement deux
nappes de fils (dans deux sens différents). Chaque nappe de fils contient N fils réguliérement espacés suivant
la variable angulaire 6. La distance entre deux fils consécutifs (donnée par 277, /N) est égale a I’épaisseur ¢ de
I’anneau. La structure périodique est placée dans un domaine cylindrique €2,

. L,
Q.= {(x,y,z) eR3, 2| < 5 Vrz+y? < Re},

ou R., le rayon extérieur est supérieur au rayon moyen r,.

3

FIGURE 9.1 — Structure périodique et domaine de calcul €2

Nous nous intéressons a la résolution des équations de Maxwell dans ce domaine. Le champ électrique E° et le
champ magnétique H? satisfont alors

curl B0 — jwp®H® = 0, dans D'(Q),
(9.1.1)
—curl H? — jwe’E? = —-L f dans D'(Q).

w

La complexité géométrique de la structure présentée figure est prise en compte au travers de la perméabilité
magnétique pf et la permittivité électrique €°. Ces fonctions prennent des valeurs différentes, a l'intérieur des
fils, dans 'anneau de diélectrique et a I’extérieur de ’anneau.

Rappel des choix de modélisation

Nous faisons I’hypothése que la section des fils reste constante sur chaque plan Z = C'. Cela signifie que nous ne
prenons pas en compte la torsion des fils. Ainsi, nous pouvons exprimer €’ et 1° a laide des fonctions ey et i

5 (= 5 - %) W<, (5=, 550 = ) vr <,
€ (r,0,z2) = v 8 as wo(r,0,z) = v 0 as (9.1.2)
e, 5"+ %) Vr>r.. po(=5=, 5% + %) Vr>r.

ol 19 et €y sont 1 périodiques dans la variable s et sont constantes quand |v| > % Ainsi €® et ;° sont périodiques
dans la variable angulaire 6 (de période §) et dans la variable z (de période T, = %2).
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Conditions limites

Pour compléter ’équation (9.1.1]), nous souhaitons imposer des conditions de périodicité sur les bords inférieurs
et supérieurs Y1 de Q (cf. figure [9.1))

H(5 X ez|2+ = H(s X ez‘zi, Eé X eZ|Z+ = Eé X €Z|277 (913)

Cela nous donne une contrainte sur la hauteur L, du cylindre puisque ces conditions ne paraissent appropriées
que si €5(r, 0, —%) =¢5(r, 0, %) et ps(r, 0, —%) = pgs(r, 0, %) : autrement dit, quelque soit le nombre N de fils
de chaque nappe, il faut en fait que L, soit un multiple de T, : cela impose & L, d’étre un multiple de 277, /a.
Enfin, nous imposons une condition d’impédance sur le bord latéral 3. (le cylindre de rayon R.) du domaine :

H xn—(nxE)xn=0 sur %I (9.1.4)

avec n la normale sortante.

Objectifs

Tout comme dans le cas cartésien, notre objectif est de remplacer 'anneau périodique par une condition de
transmission approchée posée sur l'interface médiane I"

L
ri{(ey) R VTR =r, 1<

2

Pour cela nous cherchons un développement asymptotique de la solution en fonction du parameétre § puis nous
en déduisons une condition approchée.

Remarque 9.1.1. Nous insistons sur le caractére formel des résultats de ce chapitre. Nous ne démontrons ni
lexistence des termes du développement asymptotique, ni la stabilité de la condition de transmission approchée
proposée.

9.2 Construction du développement asymptotique

9.2.1 Ansatz du développement asymptotique

Nous souhaitons construire un développement formel de E° et H® (solutions du probléme (6.1.306.1.86.1.9)
a laide de la méthode des développements asymptotiques raccordés. Plus précisément, comme dans le cas
cartésien (chapitre , nous cherchons E? et H? sous la forme suivante

Z S"E,(r,6,2) loin de la couche périodique,
€N
E’=¢ | , r—r, 70 2 . o (9.2.1)
Z 5”8n(T, 5 g; 0,z) au voisinage de anneau périodique,
neN
et,
Z 0"H, (1,0, 2) loin de la couche périodique périodique,
neN
H = n T—ry 0 2 . L (9-2.2)
Z 0" Hn( 5 5 3; 0,z) au voisinage de 'anneau périodique.
neN
On pose
T — T 7.0 z
V=" 5 5

Les champs proches &, et H,, sont définis de R®x]0, 27w[x] — L, /2, L, /2| et sont & valeur dans C3. Pour prendre
en compte la périodicité du milieu dans les variables S et Z, nous leurs imposons d’étre 1-périodiques dans la
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seconde variable S et T-périodiques dans la troisiéme variable Z si bien qu’on pourra identifier ces fonctions a
leur restriction au domaine B* :

L. L, 11
Bx = Bx|0,2n[x] - 25,55, B:= {(v,s, Z) € Rx] - 3, 5[x] - ;;} (9.2.3)

Nous supposons de plus que les deux développements coincident dans les zones de raccords Qp; 5+ :

L. L.
Qur st o= {(rcos@,rsin@,z) € R? tels que(r, 0, 2) € Jry + 1 (), 7. +1n7(8)[x]0, 27[x] — 5 2[} ,

L, L
Qnrs- = {(r cosf,rsind, z) € R? tels que(r,0,2) €lr. —n~ (8),7. —nT(6)[x]0, 27[x] — 5, 22[} , (9.2.4)

ot n* sont des fonctions telles que 0 < 7~ < 5t et,

nj:
lim ¥ =0, lim ~— = 4o0.
0—0 60 0

Du fait de la définition de 7, les zones de raccord correspondent & un voisinage de I" (r proche de r,.) pour les
champs lointains et & v grand pour les champs proches.

9.2.2 Equations pour les champs proches et les champs lointains
9.2.2.1 Champs lointains

Les champs lointains sont définis dans QT et Q~,

, L.
ot :—{(x,y,z)eRd, |2] < ==, r*<\/z2+y2<Re},
L
Q= {(x,yyz)Eng |Z|S7Z7 vx2+y2<r*},

II vérifient les équations de Maxwell

—iwH,, + curlE,, =0 dans QF ,

5o (9.2.5)
—iwE,, —curlH,, = ——F dans OF,
w

la condition limite
H,xn—(nxE,) xn=0sur X, (9.2.6)
et les conditions limites périodiques
H, xe,x, =Hp xezz_, E, Xexn, =E, xexs_. (9.2.7)

Les équations ([7.2.1) et (7.2.2) ne permettent pas de définir E,, et H,, de maniére unique. Il manque (par
exemple) des informations sur les sauts [E,, X e.|r et [H, x e,.|r. Ces informations proviendront des conditions
de raccord.

9.2.2.2 Champs proches

En introduisant le développement asymptotique dans les équations de Maxwell et en séparant formellement les
différentes puissances de J, on voit que les champs proches sont solutions des équations suivantes :

r«Rot &, = —A1Ep—1 +iwpHp—1 — AsEp—o +iwuvH, o dans By, 0.2.8)
r.Dive€y = —BEy_y — BSEn_s dans B, -
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et
—ryRotH,, = +A1Hp_1 +iweEp_1 + AsH_o + iwuré, o, 92.9)
P Div i Hy = — Bl My — BiHns -
57"
avec, pour tout vecteur £(V, S, Z;0,2) = E7e, + E%q + E%e., noté | &Y
SZ
0sE* — 07E°
Rot& = | 0zE" — o€~ DivE = dpE" + 9sE° + 077 (9.2.10)
NE® — 0sE¥
et,
E* — 1, 0.E° —VOLE° ~V0.&°
A€ = r.0E" AE=]0 (9.2.11)
VOyE® + &0 — 0pE" 0
BiE=c¢ (6980 +1.0.8%) + VOy(e€7) + €7 + V07 (e£7)  BSE = Ved,E* (9.2.12)
BiH = 1 (0gH? + r0.H?) + VO (UET) + pH™ + VOz(uH?) BYH = Vud. H* (9.2.13)
Remarque 9.2.1. Il faut remarquer que sz' € € C>(]0,2m[x] — LT, L[ L2 (B)), alors A1€, A€, BSE et BYE
n'appartiennent pas a C*(]0,2xw[x] — L=, L= [ L? (B)) si bien qu’on ne peut pas montrer lezistence des termes

du développement asymptotique de la méme fagon que dans le cas cartésien (cf. section .

9.2.2.3 Conditions de raccord

Par une décomposition en série de Fourier, on voit que les champs proches ont un comportement polynomial
quand V est grand : formellement,

En = ar (0,2)V" +0(e M), Z bE (0, 2)VF + 0(e= V) (9.2.14)
k=0

Comme de plus, on fait I’hypothése habituelle que les champs lointains sont réguliers au voisinage de l'interface
I', on a

—r)F O EE (1,0, 2) (r —r)* OFHE(r,, 0, 2)
E* = (r=r )" OBy (1 0,2) gy =S - n e 7 2.1
n (7', 97 Z) kEN k! 8rk- n (T7 9? Z) kEN k! ark (9 5)

En identifiant formellement les deux séries (voir sections [3.4] et
DB, =) "E et Y "H, =) 0"H,,
neN neN neN neN
on obtient les conditions des raccord :
GkEf_k(r*, 0,z)

8"3Hf_k (ry,0,2)
ork ’ ’

+ _
bmk(ﬂ, z) = A

(9.2.16)

9.2.3 Expression des deux premiers termes du développement en champ lointain
Les champ & est solution du probléme suivant :

Rot & = 0 dans B,
Dive&y =0 dans B,,

si bien que d’aprés la proposition [7.5.3
Eo = a(0,z)Vp] + b0, 2)Vps + (0, z)Vps (9.2.17)

ot pi, p5 et p§ sont définies par :
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— p§ :=p] +V ou pj est périodique et satisfait
pi € Wi(R?)[R,

div (eVp) = _(% dans D' (R?).

— p5 = p5 + S ol p5 est périodique et satisfait
p5 € M(R*)[R,

div (eVp5) = _% dans D' (R?).

— p§ = p§ + Z ou p§ est périodique et vérifie
5 € Wi(R%)|R,

div (eVp5) = —% dans D' (R?).

On détermine a, b et ¢ pour que les conditions de raccord ((9.2.16|) soient satisfaites. On trouve

a=(Eg)r, b:<Eg>F’ C:<E8>F

si bien que
& = (Eg)p Vi + (Ef ). Vs + (Ef ). Vis. (9.2.18)
De méme, on peut montrer que
Ho = (Hy ) Vpi' + (H) ) Vph + (H) ) Vph. (9.2.19)
ou
— pi :==pY +V ou pf est périodique et satisfait

e Wi(R¥)|R,

div (uVp]) = —2—5 dans D' (R?).

— ph :=ph + S ou py est périodique et satisfait
ﬁg S Wl(R3)|R,

div (uVph) = *% dans D'(R?).

— ph == ph + Z ou pY est périodique et vérifie
Py € Wi(R%)|R,

div (uVph) = —g—g dans D'(R?).

On en déduit que
[er xEglr =0 et que[e. x Hy]r = 0.

si bien que les champs lointains Eq et Hy satisfont le probléme limite (sans couche périodique)

—iwHy 4+ curl Eg =0 dans 2 ,
do

—iwEy —curlHy = ——F d Q,
iwEqy — curl Hy " ans (9.2.20)

Hy xn— (nxEg) xn=0sur X,.

Hoxe,n, =HoXe,x_, EoXeys, =Egxeys_
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On montre ensuite que
—iwH + curlE; =0 dans 2 ,
—iwE; —curlH; =0 dans €,

Hy xn—(nxE;) xn=0sur X,.

(9.2.21)
[(Hy)7r]r = ha,
(E1)T]r = g1,
Hi xe,s, =Hi Xeyn , Eixeys, =E1Xeys_

ol

1 /1 - 1
h? R ( ovpl — 1) curlpeurly ((Eo)7 ) - €2 + (E§ )1 (iw (1 — ;/ eazp§>)
Bo

w \T Jpg,

. 1 , 1 ;
—curlp (HY ) - e. (T/B 8vp§> —curlp (H§ ) - e. (T/B 8vp‘3)
0 0

1 1
_ <E8 >F <sz/ eang) + curlr ((Ho)r ) (/ e@zpi)
Bo T BO

1 /1 - 1
hi=— < ovpl — 1) curlpeurlr ( (Eo)r )p - e + ( E r (iw <1 + ;/B easp§>)

w \T Jpg,
- 0 1 " - z 1 iz
+curlp ( Hf >F ceg | — Oyph | +curlp (HG ) -eg | — Ovph
T Bo T Bo

1 1
+iw (E§ ) (T/B eagp§> — curlp ((Ho)7 ) (T/B easpi)

1 1 - . 1
gf = — (—1 + f/ avpi> curlpeurlp ( (Ho)7 ) -e. + (H§ ) (zw (—1 + f/ uazp§>>
w T JB, T JBo

- 1 - 1
—curlp <Eg >F ey (/ 3yp§> —curlp (E§ ) -e. ( / 8Vp§)
T Bo T Bo
0 1 w 1 "
+(Hy )p (iw= [ pdzpy | +curle (Bo)r)p | = [ pdzp}
T Bo T Bo
. 1 1 . - 0 . 1 1
gi=—— -1+ = ovpi | curlpcurlp ((Ho)r )y -ep — (Hg ). (iw | =1+ = [ pdsph
T Bo T Bo
- 0 1 € I z 1
+eurlp (Ef ) e | = ovps | +curlp (E§ ) -eq | —
T Bo T

w3y (iwd [ posat) - e (Eopee (3 [ ot

ol By est la cellule de périodicité tronquée :

By :={(V,5,2) €] —1/2,1/2[x] = 1/2,1/2[x] — 1/7,1/7[}

5’vp§>

Remarque 9.2.2. Dans la configuration qui nous intéresse (voir figure , le probléeme présente des symétries
et l’expression des fonctions hy et g, est simplifie : on a

1 /1 , , 1 .
h? =—— ( ovpy — 1) curlpcurly ((Eo)7r ) - e + (E§ ) (zw (1 — f/ 682193))
By

iw \T Jp, T
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1 /1 - 1
hf = — ( oypy — 1) curlp curly ( (Eo)r ) - ex + <E8 >F <iw <1 + 7/ e@sp§>)
w \ T T JB,

Bo
1

1 - 1
. <—1 + 7/ (9Vp§) curlpcurlp ((Ho)r ) - e. + (HF ) <iw (—1 + 7/ uang‘))
W T JB, T JBy

1 1 - . 1 ”
gi=—— (—1 + f/ 8Vp§) curlp curly ( (Ho)r ) - €9 — <H8 >F (zw (—1 + */ u85p§)>
W T JB, T JBo

Le probleme [9.2.21) une fois réécrit sous la forme d’un probleme d’ordre 2 devient :

s}
—
Il

curl curlEy — w?Eq = F dans QT U Q™

A -
—ler x Eq]r = <wz curlp curlp ((curlEg)r)r — D1<(cu7“lE0)T)p> ,

—ler X curlEq]r = (B curlp curlp (By ) 7)r — w2D2<(E1)T>p> , (9.2.22)
n x curlEy = —iw(Eqy)r sur .,
E; xe,x. =E1 Xeyx,, curlEy Xeys_ = curlEy X ey sy,
ot
€ "
1/ Opi -1, B l/ % -1,
T Bo 8V T Bo 8V
1 . 1 e
/ 1o 0 Iy 0
Dl _ T Bo 85 s D2 _ T Bo 85 .
0 ! / o5 | 0 L[y
) T, 072

9.3 Construction d’une condition de transmission approchée du pre-
mier ordre

A partir des probléme satisfaits par Eq et Eq ((9.2.20)-(9.2.22))), on propose le probléme approché suivant :

curl curl E® — w?E% = F dans QT U Q™

—[67. X Eé]r =4 <A CIII'IFCUI'IF<(CUI‘1E6)T>F — 'D1<(curl Eé)T>F) y

w2
—[e, x curl E®]p = § (B chlpcur1p<(E6)T>p - w2D2<(E‘S)T>F) , (9.3.1)
n x curl E? = —iw(E®)7 sur &,
E° x €xy_ = E° x €zix, s curl E® x ezx_ = curlEy xny,

Comme dans les chapitres [ et [8] pour des questions de stabilité, on propose aussi une autre version du probléme
approché dans laquelle les conditions de transmission sont exprimées entre deux interfaces différentes : pour
toute fonction u, on pose

uf =u(r. £ad,0,2), [uls:=ul —uy, (u),:=

On définit aussi les domaine Qi; :
L
Qzé = {(x,y,z) € R3, tels que r, +ad < /22 + 132 < R, et |z] < 22},

L,
Q5= {(x,y,z) € R?, tels quey/z2 +y2 <7 —ad et |z| < 2}. (9.3.2)
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En utilisant des développements de Taylor, on obtient alors,
curl curl E° — w?E?’ = F dans Q:(s U s,

—le, x By =6 (A curlpeurlp ((curl E?) 7)o — D¢ ((curl E®) 7)o + 2ae, x C ( (E%)r >a> ,

2
—le, x curl E%], = § (BO‘ curlpeurlp (B 1) — w? DS ((BE®) 7)o + 20, X C ( (curl E%)r >a> , (9.3.3)
n x curl E? = —iw(E®)7 sur .,
E’ x ey = E° x €zix, s curl E? x exx_ =curlEy xng ,
ou

A=A+ 2 B =B+ 2«

D1=D1+20(I D2=D2+20[I

C =

0
0

o i

0
0
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Nous pouvons maintenant montrer quelques résultats numériques en 3 dimensions. Commengons par rappeler
les principales étapes de l'algorithme (ici écrit dans le cas cartésien) :
1. On calcule les fonctions profiles pf et pl', i € {1,2,3}, définies dans la proposition et on en déduit

les constantes A, B et les matrices Dy et D5 :

A= 1 ops _ 1, - 1 % —1,
T Bo an T By 8X3
1 ke 1 €
7/ W 0 L[om 0
_|7/B, 0Xa | /g 0Xy
D, = 0 1 I , Dy = 0 1 e
0 7/ ‘uip2 — 0 — € P2 -1
T Bo an T By aXQ

ol By est la cellule tronquée

Bo = {(X,Y,2) €] — 1/2,1/2[x] — 7/2,7/2[x] — 1/2,1/2[} .

2. On détermine ensuite a pour que les constantes A, B et les matrices Dy et Ds soient positives :

1 op5
A== —1+2
T Bo an + %
1 [ opf
B=-[ 25 142
T Bo an + %
1 opl!
- / “a% —1+2a 0
Dy=|"T/Bo 971 " (10.0.1)
0 1 / Moy foa,]
T Bo Man ’
1 €
Loy, 0
T 3X1
.D2 = BO 1 6 €
P2
0 — — —14+2
T Bo 68X2 + &
3. On résout le probléme approché (8.1.6) en utilisant un maillage peu raffiné :
curl curl ES — w?E{ = f dans Q5.
A -
—les x ESly =6 <u12 curlpcurlp((@urlE‘f))Q)T — D1(<cur1E‘1$>a)T> , (a)
—[es x curl EY], = & (B CJTIFCUI‘]F<E(;T>Q - w2D2<E‘1$T>a) , (b) B15)
n x curl B = —iw(E{)7 sur BF |

E{ x ey, = EJ x e1gs ol E{ x ey = curl E§ x €ixs s

Ej x eaxy, = E{ x e25t s curl B x e2s;, = curl B x e2st -

ou

et Efl sont les bords latéraux de €,s de normale sortante +eq, Efz sont les bords latéraux de .5 de
normale sortante +es et E;t sont les bords inférieurs et supérieurs du domaine 2,5 (cf. Figure .
Ce calcul est fait a I'aide du code éléments finis "montjoie". Nous utilisons des éléments finis d’arétes

d’ordres élevés avec condensation de masse (cf. [CM93]).
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10.1 Meéthode de calcul de la solution exacte

Nous souhaitons pouvoir comparer la solution de notre modéle & une solution "exacte" calculée en utilisant un
maillage trés raffiné, c’est a dire trouver une solution approchée du probléme

1
curl —gcurlE‘s — w?E? = f dans Q,
1

n x curl B = —iwE sur Zzis,
(10.1.1)
5 _ s 5 _ 5
E° x ey, = E° x eist curl E° x eis;, = curl E° x Cint

E’ x ery = EJ x ezyy , curl E’ x eay = cuil E% x eay -

Ly L, L3
Q=13 (21,20, 23) ER3zy| < =, || < =, Jas3| < == ¢,
2 2 2
et ot 1° et €® sont des fonctions § périodiques en x; et 76 périodiques en x5. Plus précisément, il existe deux
fonctions €( X1, Xa, X3) et (X7, Xo, X3) 1-périodiques en X; et 7 périodiques en X5 telles que

X x X X X X
/145(1'17.’172,[1}3) = u(?la ?27 73)7 66(x17$2a$3) = 6(717 727 ?3)

On appelle N = L1 /§ et Q = Lo/(79) le nombre de périodes dans les directions x1 et z2 (L1 et Lo sont choisies
pour que N et @ soient des nombres entiers).

Comme nous nous intéressons aux cas oil 0 < A, le calcul direct de E? par une méthode d’éléments finis est
trés difficile & mettre en oeuvre, le maillage devant étre extrémement fin afin de tenir compte de la périodicité
du milieu : le nombre de degrés de liberté explose. Pour contourner ce probléme, on va utiliser une technique
classique (voir [AA96a]) qui tient compte de la périodicité du milieu : au lieu de calculer la solution directement
sur tout le domaine 2, on va résoudre N x () problémes posés sur la cellule de périodicité C' donnée par

L 1 T
C:—{(ml,xz,x3)€R3, |m3|§?3, 0<x1<ﬁ, 0<x2<Q.} (10.1.2)

On appelle 802[1 les bords latéraux de C de normale sortante e; et 80;‘2 aussi les bords latéraux de C de
normale sortante es.

Pour tout entier 0 <1 < N et tout entier 0 < k£ < @, on définit la fonctions E; ;, sur la cellule C' par

N-1Q-1
n mT — i (i km
Eik(z1,22,23) 1= Z Z ES(z, + N2 + 6,3@3)@ 2in (). (10.1.3)

n=0 m=0

De méme, nous définissons,

~ain(+ k)

n mT
fl,k(xlal?vx?)) = f($1+77x2+77x3)e .

N Q

Les fonctions Ej ;, ainsi définies vérifient

1
curl Ecurl E ;- wzp‘sEl,k = fi,1 dans C,

(10.1.4)
n x curl By, = —iwEy g sur Zi NocC,
ainsi que des conditions de quasi-périodicité sur les bords latéraux de la C
_ 2wt _ 2im L
El,k X 61\8C;1 =e NEl,k X 61\60;1’ CurlElyk X €1|8C;1 =e ~ curl El,k X 61|8C;rl’ (10 ) 5)

_ 2ing _ 2k
El,k X 62\6052 =e QEl,k X 62\802'27 curlElyk X 62\66{2 =e chrlElyk X 62|8C;'2‘
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Au lieu de résoudre directement le probléme , on va plutdt résoudre les N x Q problémes découplés
. Comme ces problémes sont découplés on peut les résoudre indépendamment les uns des autres
(et donc simultanément sur des machines différentes). De plus, ils sont de bien plus petite taille que le probléme
initial.

Il est alors possible de reconstruire la solution E° & 1’aide de la formule de reconstruction suivante : pour tout
(1,22,23) € C, pour tout couple d’entiers (1, m)o<n<N,0<m<Qs

1

N—

n T™m
E(z) + —, 20+ —, :E
@1+ 2 Q 3) Lt

; mk

Q-1
3" Epg(wr, o, a)e? " (F ), (10.1.6)
k=0

10.2 Reésultats en géométrie cartésienne

10.2.1 Description du test

Dans 'expérience qui suit, € et p sont choisis constants par morceaux et 1-périodiques en X; et Xo (cf. figure
10.1) :

2 si /X7 + X2 + X2 <0.35, 2 si /X7 + X2+ X2 <0.35,
w( X1, Xo, X3) = €(X1, X2, X3) =

1 sinon, 1 sinon.
+oo
Xy =—1/2 X =1/2
(Hoos €s0) = (1,1) ‘r—>
=12 g

F €2

Xo=-1/2 /' @l
(1,€) = (2,2)
Fi1GURE 10.1 — Cellule périodique B
Nous choisissons Ly = 4, Ly = 4 et Ly = 4 si bien que ) =] — 2,2[>. Nous prenons la fréquence f égale & 0.8

comme terme source une onde incidente plane :

—2ifrx
Uine(T1, 2, 23) = e~ 2 ™3¢y,

10.2.2 Résultats

Nous comparons d’abord qualitativement les composantes suivant e; des solutions "exactes" et approchées pour
N =16 (6 =0.125) et N = 32 (6 = 0.0625) en champ total et en champ diffracté (figures|10.2} [10.3}[10.4] et [10.5)).
Les solutions approchées présentées sur ces dessins sont calculées sans utiliser de décalage (o = 0). En champ
diffracté, comme en champ total, les solutions obtenues sont trés proches les unes des autres. Sur les figures

représentant les solutions exactes, on voit bien apparaitre des oscillations au niveau de la couche périodique.
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2

(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

FIGURE 10.2 — Solutions "exacte" et approchée en champ total pour N = 16 (composante suivant e;)

! |! |
7
=0
-1

S

X

Mo

S

-1 o 1

(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

FIGURE 10.3 — Solutions "exacte" et approchée en champ diffracté pour N = 16 (composante suivant e )
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(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

FIGURE 10.4 — Solutions "exacte" et approchée en champ total pour N = 32 (composante suivant e;)

(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

FIGURE 10.5 — Solutions "exacte" et approchée en champ diffracté pour N = 32 (composante suivant e )

10.2.3 Taux de convergence

Soit ., = {(z1,22,73) € Q, |3 > 0.1}. Nous étudions maintenant Perreur relative L?(£2,) entre la solution
exacte et la solution approchée pour différentes valeurs de 0 comprises entre 0.0625 et 0.25 (N compris entre
16 et 64). Sur la figure nous avons tracé les courbes d’erreur pour deux valeurs du paramétre a (décalage
géométrique) : @ = 0 et o = 0.5. Dans les deux cas, nous obtenons des droites de pente 3, ce qui confirme
que notre modele est au moins un modele d’ordre 1 comme nous I’avions démontré dans la proposition [8.6.1]
En fait, quand la cellule périodique est symétrique, le modéle est peut-étre d’ordre 3. Tout comme dans le cas
2D, nous n’observons pas d’instabilité quand « = 0, alors que les coefficients Dy, Dy, A et B ne sont pas tous
positifs. Par ailleurs, le modéle est plus précis quand « est pris égal a 0.
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FIGURE 10.6 — Evolution du logarithme décimal de I’erreur relative en norme L?(2,) en fonction du logarithme
décimal de § pour o = 0.5 (rose, pente moyenne 2.89) et o = 0 (bleu, pente moyenne 3.05) (N compris entre
16 et 64).

10.3 Résultats en géométrie cylindrique

10.3.1 Présentation du test

Nous nous intéressons maintenant a la diffraction d'une onde plane w;,. = €%*7%2 (fréquence f = 1) par la

structure présentée sur la figure [10.7] constituée d’un cylindre conducteur parfait de rayon r; = 0.25 entouré
d’une couche périodique mince cylindrique de rayon moyen r, = 1. Cela signifie que dans le domaine de calcul

Q.= {(x,y,z) ER3 2] < 1,7 < Va2 +y2 < R@}, ul et € satisfont

s T =T 7.0 z s T =T 7.0 z
,LL (’I"79,Z) —,LL( (5 9 6 35)7 € (’I"79,Z) *6( 6 9 (5 36)7 (1031)

ol

2 si/XZ+ X2+ X2<0.35,

1 sinon,

2 si/XZ2+ X2+ X2<0.35

1 sinon.

w(X1, X9, X3) = { €(X1, X9, X3) = {

Xi

(667 Né) = (27 2)

¥; (conducteur parfait)

—3,

P

F1GURE 10.7 — Configuration cylindrique étudiée

Remarque 10.3.1. Nous pouvons remarquer que si, dans la cellule périodique (échelle microscopique) les
hétérogénéités sont des boules (cf. figure m), ce n'est plus le cas pour les hétérogénéités de ’'anneau périodique
(échelle macroscopique). Celles-ci ont une forme qui évolue quand § change du fait du changement de variables

Sod _r—T __ 140 _z
non cartésien V = ==, S =2 7 = %,
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Nous résolvons alors le probléme suivant (trés proche du probléme ((9.3.1))
curl curl E® — w?E% = F dans QT U Q™

—[er X Eé]r =0 <;t Cl;I‘lFCuI‘IF«CuI‘l EJ)T>F — D1<(curl Eé)T>F) y
“[er x ctl E¥]p = § (B curlpeurly (B9 ) — w2D2<(E5)T>p) :
n x curl E? = —iw(E®)7 sur .,

E° x €xy_ = E° x €z]5, s curl E® x ey =curlEy Xng

nxE =0 surX;.

(10.3.2)

Remarquons que dans ce cas, pour des raisons pratiques, nous écrivons directement les conditions de transmis-
sions sur I'interface médiane I (et non entre deux interfaces différentes distantes de 2ad). On espére, que comme

dans le cas cartésien, nous n’observerons pas d’instabilité.

10.3.2 Reésultats

Sur la figure [10.8) nous présentons d’abord la solution du probléme limite (probléme dans lequel il n’y a pas

de couche mince périodique). Nous montrons ensuite sur les figures [10.9] [T0.10|[T0.11] et [10.12] la composante

suivant ey des solutions "exactes" et approchées pour N = 32 (6 = 0.19) et N = 64 (6 ~ 0.09) en champ total
et en champ diffracté. Les solutions sont trés proches les unes des autres. Sur la solution exacte, on devine les

variations rapides de la solution au niveau de 'anneau périodique.

(a) Champ total (b) Champ diffracté

FIGURE 10.8 — Solution du probléme limite (composante suivant es)

0.5

-0.5



10.3. Résultats en géométrie cylindrique 203

(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

FIGURE 10.9 — Solutions "exacte" et approchée en champ total pour N = 32 (composante suivant e;)

‘ 0 Mo
L 2 ) 2
101 10 1
g e
2 q ' i i 05 2
Mo sl . . ‘.‘ 0 Mo
-1 ) 15
£a -2
01 A8
0 % EEN
X
x X
)
(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

FIGURE 10.10 — Solutions "exacte" et approchée en champ diffracté pour N = 32 (composante suivant es)
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| M
-2 -2
-0 -1 01
g ¥
20 1 1 z| . 1
L =0 i ] MO >0 i 1]
-1 -1
22 o 22 o
-1 0 1 -1 i} 1
® ®

(a) Solution "exacte" (b) Solution approchée

FIGURE 10.11 — Solutions "exacte" et approchée en champ total pour N = 64 (composante suivant es)

I
~

05

~

-0.5

'
r

(b) Solution approchée

(a) Solution "exacte"

FIGURE 10.12 — Solutions "exacte" et approchée en champ diffracté pour N = 64 (composante suivant es)
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10.3.3 Taux de convergence

Soit €, est le domaine €2 privé d’un anneau mince centré en r = r, :

Q, = {(sc,y,z) €R? tels que |2| <2, Va2+y2<r, —0.2, 1.2<22+y2< 1.75}.

Nous tragons (figure [10.13) I’évolution de lerreur relative L?(€2,) entre la solution "exacte" et la solution
approchée en fonction du parameétre § (N varie entre 16 et 92). Nous obtenons une droite de pente environ égale
a 3 (pente moyenne 3.11), ce qui tend a confirmer le fait que notre modeéle est au moins d’ordre 1. Par, ailleurs,
nous voyons que notre modéle approché est bien plus précis que le modéle d’ordre 0 qui consiste & prendre la
solution limite (droite bleue sur la figure .

FIGURE 10.13 — Logarithme décimal de I’erreur relative en norme L?(Qr) en fonction du logarithme décimal de
0 pour les modéles d’ordre 0 (bleu) et d’ordre 1 (rouge) (o = 0, N compris entre 16 et 92)






CHAPITRE 11

Conclusion et perspectives

A Tlissue de cette thése, il est intéressant de faire le point sur le travail réalisé. En deux comme en trois
dimensions, nous avons réussi a construire et a justifier des conditions de transmission approchées d’ordre 1.
Les modéles obtenus sont précis, assez simples & implémenter et bien moins cotiteux & simuler que le probléme
exact. D’un point de vue technique, nous avons complété les nombreux travaux déja existants en construisant
d’une part un développement asymptotique semi-explicite a tous les ordres (ce qui permet d’envisager la
construction formelle de conditions de transmission équivalentes & n’importe quel ordre) et d’autre part des
conditions de transmission approchées uniformément stables par rapport au paramétre petit paramétre 9.

Pour terminer, nous nous contentons de lister les points qu’il reste & étudier ainsi que les difficultés que nous
n’avons pas réussi a surmonter.

— 11 serait tout d’abord important de justifier le développement asymptotique ainsi que la condition de
transmission approchée dans le cas cylindrique. Dans le chapitre [0} nous nous sommes pour le moment
contentés de faire des calculs formels. La justification du développement asymptotique semble plus
délicate que dans le cas cartésien notamment quand les fonctions € et p ne sont pas réguliéres.

— Dans un deuxiéme temps, on pourrait étendre notre méthode aux cas de géométries courbes quelconques
et aux cas de couches minces périodiques séparant deux milieux homogénes différents. Ceci semble plutot
aisé & mettre en oeuvre en deux dimensions, il suffirait d’adapter légérement la méthode actuelle. En
trois dimensions, les calculs deviendraient bien plus techniques et on rencontrerait les mémes difficultés
de justification que ceux évoqués dans le point précédent.

— En trois dimensions, il serait intéressant d’étudier le probléme dans lequel les hétérogénéités sont rempla-
cées par des conducteurs parfaits. Nous pourrions alors certainement observer le phénoméne de cage de
Faraday (phénomeéne déja obtenu en deux dimensions dans l’annexe . On pourrait aussi s’intéresser
a des cas intermédiaires dans lesquels par exemple la conductivité a l'intérieur des hétérogénéités est de
Pordre de 1/4°.

— Toujours en trois dimensions, il serait également utile de construire des conditions de transmission
équivalentes plus précises. En plus de la technicité des calculs, il est probable qu’on se retrouve face a
des problémes de stabilité, que 'on peut espérer surmonter a l’aide des remédes usuels (approximations
de Padé, décalage géométrique...).

— Enfin, nous aimerions pouvoir construire des conditions de transmission approchées dans le cas d’un cy-
lindre de hauteur finie placé dans le vide. Dans ce cas, on observe un phénomeéne de couche limite au
niveau des extrémités des fils si bien que le développement asymptotique classique n’est plus valide. C’est
peut-étre le probléme le plus intéressant mais c’est certainement aussi le plus délicat. S’il est peut-étre
envisageable d’écrire un développement asymptotique dans ce cas en utilisant par exemple les méthodes
développées par [CCDV06], on ne sait pas, pour le moment, en déduire une condition approchée équiva-
lente.
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Il est intéressant d’étudier un probléme trés proche du probléme mais dans lequel les hé-
térogénéités diélectriques sont remplacées par des obstacles parfaitement conducteurs. On définit B :=
{(v,s) € Rx] —1/2,1/2[} et B un ouvert connexe borné dans B de frontiére 0B. Pour simplifier, on considére
le cas ot B est contenue dans | — 1/2,1/2[%. On définit alors By par

By = B\B. (A.0.1)

Par ailleurs, soient N € N (dans les applications qui nous intéressent N est grand) et r, > 0.0n pose § = 2%r=

N
On appelle By 'espace
Ml j—1/2
5 _

j=0
et on définit la transformation ¢® comme

r=r.+0v,
=2

Ty "

¢° : (v,8) € By + (rcosf,rsinf) € R? o {

Alors, le domaine dans lequel on va poser le probléme est Q° défini par
O = g(BLNQ avec Q= {(a:, y) € R2/2% + 42 < re} . (A.0.2)

Plus simplement, le domaine Q° est le domaine €2 privé de N obstacles 0B° = 9Q° \ 99 disposés de maniére
périodique selon la direction angulaire 6 (voir figure[A.1(a)]) autour du cercle I" de rayon r.. On appelle ¥ = 99,
le cercle de rayon 7.

On s’intéresse & la solution 4 de 1’équation de Helmholtz avec condition de Dirichlet homogéne sur 9B? :

V- (e5'Vul) +w?pstu® = f dans Q,
u =0 sur OB°
o

4w =0sur ¥
or

(A.0.3)

Les fonctions €5 et us sont périodiques dans la variable 6. Plus précisément, nous supposons qu’il existe deux

(a) Q° (b) Bo

FIGURE A.1 — Domaine de définition Q9 et cellule périodique
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fonctions € et p dépendant uniquement des variables dilatées v et s satisfaisant

e(v,s+1)=¢€(v,s), (v, 8) = €0 Sil/>l,
( ) = €(v,s) o { (v,5) .|| : (A.0.4)
M(Vﬂs + 1) = /’L(V7 3)7 /.t(V,S) = Hoo Sl |V| > 5.
telles que
65(T,9):6(T;T*,9%) et ug(r,Q):M(T;T*,H%) Y(r,0) € R* x [0, 2. (A.0.5)

Les fonctions € et u sont bornées inférieurement et supérieurement. Enfin, nous supposons que pour § assez
petit, le support de f et cet anneau périodique sont disjoints.

Tout comme pour le probléme 7 nous voulons construire une condition de transmission appro-
chée équivalente. Nous appliquons la méme démarche que dans la premiére partie de la thése (Etude d’un
cas bidimensionnel). Nous en déduisons ensuite une condition de transmission approchée dans le cas symétrique.

Remarque A.0.2. On pourrait remplacer la condition de Dirichlet homogéne sur les obstacles OB° par une
condition de Neumann homogéne. En fait ce cas n’est pas trés intéressant car il se traite exactement de la méme
facon que le cas des hétérogénéités diélectriques étudié en premiére partie. Les conditions approchées proposées
dans le chapitre[]] restent valables.

A.1 Développement asymptotique

On part de ’Ansatz classique

Z o" uff loin de ’anneau périodique,

9 R.O) = neN
u ( ) ) - n o+ o . B L. .
E 0™u, dans un voisinage de I’anneau périodique.

neN

Les champs lointains u, et les champs proches U, satisfont les équations suivantes :

4

v 2A0U, = — Z V2 AU, dans By
k=1

U, =0 sur 0B

et AuE +wiaout = 6,(0)f dans QF

ot les opérateurs Ay, sont définis par (3.3.4113.3.5)). On rappelle que Ay = r2dive V.
De plus, les conditions de raccord ne changent pas, elles sont encore données par (3.4.4)) :

(W) =y (re,0), 6 (W) = By (1, 0).

ol ¢, et ¢y sont définies dans la définition [3.3.1

A.1.1 Cadre fonctionnel pour la résolution des problémes de champs proches

Nous cherchons les champs proches dans I'espace
V(By) = {q/ € D'(R?), ¥ 1-périodique ens, Vigg = 0, / Vie Vdsdy < +oo} .
By

Proposition A.1.1. Le noyau de Ag dans V(By) est donné par

Ker(Ag) = {95, w3} (A.1.1)
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ot les fonctions V) et WY satisfont

V(e 'V =0, dansD'(R?), V(e 'Vuwd) =0, dansD'(R?),
W =0 surdB, W =0 surdbB,

() =1, L) =12,

G (15) =1 0 (W) = —1/2.

Remarque A.1.2. Quand v est grand, V) se comporte comme (£ (VL) + v alors que W) se comporte comme
(E(VO) £ v. Les constantes I (1Y) et £E(WY) ne dépendent que de la géométrie de la cellule By.

La démonstration de ce probléme est basée sur le résultat suivant :

Proposition A.1.3.

Soit V := {fl/ € D'(By),V 1-s-périodique, Yo =0, V¥V € L*(By), € L2(Bo)} espace que l’on munit

4
V1402

de la norme

[0l = 1V0l1Z2 (5, + |

v 2
mHLZ(BO)

-V est un espace de Hilbert sur lequel la semi-norme ||Vv\|%2(30) est une norme.

- SiV1+v2f € L*(By), le probleme

chercher u ey

- - A.12
/ c'Vu-vv=|[ FvV VVYeV ( )
By By
est bien posé . La solution U est solution du systeme d’edp suivant :
div(e='VU) = f dans D'(By),
(A.1.3)

U=0 surdB.

De plus, si f est a support compact, il existe 2 constantes CT et C~ telles que

lim u=C*.

v—too

Remarque A.1.4. La principale différence avec le cas étudié dans le chapitre@ (propositionm vient du fait
qu’il n’y a pas de condition de compatibilité sur le second membre. L’équation[A.1.3 ne donne pas de contraintes
sur [0s(U)] et [€y(U)]. Dans le cas présent, on impose (X (U) et 'EDP nous donne ¢=(U).

A Taide de la proposition précédente on peut montrer que, pour tout n € N, les champs («F

=, Up,) sont bien
définis :

Proposition A.1.5.

2

— Supposons que w* n'est pas une fréquence propre du probléme de Dirichlet intérieur (posé dans 2~ ). Alors,
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pour tout n € N, les fonctions ur et U, exvistent et sont définies de maniére unique par

€ Aug + W piooty = f dans QF,
Uy = 0, u =uy =0 surD (A.1.4)
%—”7? +iwuyg =0 surX

n—1 jJ k41 k+1
0 O Un—j—1,\ k 0 Up—j—1 k
w =33 (gt [T (a15)

=0 k=0

<.

egolAun + W2 oo 1ty = 0 dans 5

n—1 7 k+1 k+1
0 Un 1 0 Up—j—1
+ _ J— + J +
(up)™ = ]E_O ,; . <<37‘80k >A [8r89k ] Aw’€> surT (A.1.6)

8”” +iwu, =0 surX

ot les fonctions profiles ’Vj’c et ‘ij sont des fonctions qui dépendent uniquement de v et de s. Elles sont
solutions des problémes récurrents suivants : Vj > 1,et0 < k < j,

V- (V) = fup dans Bo, V- (uVwy) = fawr dans By,
‘ij =0 surdB, ‘ij =0 surdbB, (A.L.7)
(V) =o. E(WF) =o0.

ot les fonctions fyr et for sont données par
J J

1 , _ _
for = 3 (V_l(AgO] Vi + Y V) + (A} Vg + AY VI3 +vAsV 5 + V2A4’ijf4) )

J

1
fup == (v AP+ AP + (AP W, + AP WD) vy W AW )

— De plus, pour tout n > 0, pour tout v > 0, il existe une constante C indépendante de & et une constante
0o > 0 telles que pour tout § < dg,

6 = 6" | g oy + 1 =Y 8"t | oy < 6™ (A.1.8)
=0 =0

Remarque A.1.6. Il faut remarquer que la solution uy du probléeme limite n’est pas solution du probléme
sans anneau périodique (comme c’était le cas dans le chapitre@ voir en particulier la proposition , mais
d’un probléme avec conditions de Dirichlet sur T'. Plus généralement, les problémes définissant w® et u, sont
découplés. Cependant, ul et u, dépendent de u,j' et de u, pour k <n—1.

A.2 Condition de transmission approchée

Nous allons maintenant construire une condition approchée dans le cas symétrique, c’est a dire le cas ol €, u et
0B sont symétriques en v et en s. En combinant (A.1.4), (A.1.6) et (A.1.5), on a

Oug Oug

il = Aotr e+ [+52)
0 0

(m)r = Bo [Talﬂ . + B1 <7“afl;0>r,
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ol

Ao = [6(10)], Bo= = (6o(m)),

Tx
*

A1 = l[fD(‘VVg)L Bl = i<€D((V(§))>

T or
T« *

On peut montrer, par le principe de réciprocité que By = A;. En fait dans le cas symétrique, A; = By = 0.

Supposons maintenant que ByAg # 0. Nous proposons alors le probléme approché d’ordre 1 suivant :

chercher 70 € HY(QT) N HY(Q7) telle que
2 o0
&?}f =f dansQTUQ™
o0 1,
<7"W>I‘ = m |:T/1:|F (A21)

0% L s
EANERl
-5
T LiwH =0 onX

A +

dont la formulation variationnelle associée est donnée par

chercher 70 € HY(QT) N HY(Q7) telle que
-1 _

aé(af,a)zf/ fo Yoe HY(QY)NHY Q)
Hoo Ja+ua-

& (u,9) :/mum (va~w— w;f:”aa> +iw/2ﬁ%+520/02ﬂ[u][?/]+(SlBO/O%<ﬁ><%)

Ce probléme reléve de Dalternative de Fredholm. De plus, pour é > 0, on peut montrer ['unicité si bien que le
précédent probléme est bien posé. Néanmoins, pour montrer facilement la stablité du probleme (cf .(4.1.10)), il
est préférable d’avoir Ag et By positives ce qui n’est pas toujours le cas.

De nouveau, comme dans le chapitre [4 nous allons écrire des conditions de transmission entre deux interfaces
différentes séparées d’une distance 2ad (o > 0). On pose :

ol :

1
ut =ut(r+ad), [ula=ul —u;, (u)e= §(u;‘|r +uy).
En utilisant des formules de Taylor, on obtient le probléme suivant :
chercher o) € H*(QF5) N H'(Q;) telle que
2 o0
A+ 2P — f QU
00 flos 1
Ty s
<rﬁ>0‘ T 5Ag [Ul]a (A.2.2)
v} 1, 5
5 ],
%er—kiwvf =0 surX

ou :
A2 = Ag + 20
Bg:BO—FQOZ

et sa formulation variationnelle associée

chercher 0 € H(QF) N H'(Q7) telle que
-1

aﬁ(yf,y):—/ fo Yoe H(QY)NHY (Q),
Moo Jat+un-
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ou
W2peo _ , _ 1 2 _ 1 m _
o (u, v) = /mw <Vu Vo M(’; uv> + zw/z vt g [ i+ E/0 () o (B
Pour montrer la stabilité, on définit aussi une norme
1 2 1 o
el = Il oz + Dol + 5 [ (0 + 55 [ 1ol
On peut alors montrer la proposition suivante :
Proposition A.2.1.
— Pour tout § > 0, pour tout w > 0, est bien posé : De plus
Voo > 0, Yw > 0, 3C2 > 0,V5 < 8, Yu € HY(Q15) N HY(Q,),
[ullv—as < C sup (s, ) (A.2.3)
vEHY(QF)NH(Q;),0£0 17]lv.s
— De plus, pour tout v > 0, il existe 0y telle que, pour tout & < oy
| w® — uf 110y < C8° (A.2.4)
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B.1 Introduction

Dans les chapitres [6] [7] et [§] de cette theése, nous avons étudié la diffraction par une structure périodique dans
deux directions et nous avons imposé des conditions limites périodiques sur les bords latéraux (cf. équation
. Ceci nous permettait de construire un développement asymptotique relativement simple. Il n’y avait pas
phénomeéne de couche limite sur les bords latéraux (cf. [BBMI10]).

En fait, dans 'application industrielle visée, la structure est de hauteur finie, et donc il y a un terme de couche
limite au niveau de l'extrémité du cylindre périodique (cf. figure . Nous avons voulu connaitre la forme du
terme de couche limite qui apparait aux extrémités du cylindre.

Ce probléme étant trés compliqué, on étudie d’abord un probléme modéle bi-dimensionnel trés simplifié. On
s’intéresse a la résolution d’un probléme de Laplace dans un demi-espace bordé d’une couche mince inhomogéne
(ct. figure . Plus précisément le domaine que l'on considére est composé d’un milieu homogéne d’indice
=1 auquel est accolée une fine bande d’épaisseur § ayant un indice p discontinu en z =0 :

1 siy>0,
mu:= < uy siy<Oetz >0,
po siy<Oeta>0.

L’épaisseur ¢ est petite.

@

Qint
(’,y
G — 0_ _— Gy y=0
@) @ @
—— — y=-0
G 5 — an TGy s

FiGUrE B.1 — Configuration étudiée

On définit les domaines suivant :

Qint =R x RT Q% =R x| —4,0] Q‘i =RTx]—46,0]
G_:=R™ x {0} Gy :=R* x {0} G:=G_UG,
G_ _s:=R7 x {—5} Gy _5:= Rt x {—6} G_s:=G_ _sUG, _5

Go, ={0}x]=0,0] Q° :=QinUQUQRLUG

On définit également les coordonnées polaires décalées (7,0), coordonnées polaires centrées en 0 de coordonnées
(0, —6) (cf. figure [B.1)). On étudie le probléme suivant :

{ Chercher u? € V9,

B.1.1
V. (Vi) = f fe W, (B.11)

ou
V3 = {v tels que Vv € L*(Q%), $ e LX(Q°%), v(z,—68) =0} (B.1.2)

On peut y associer une formulation variationnelle en introduisant la forme bilinéaire a’ :

Y(u,v) € (V°)2,a°(u,v) :/ uw Vu- Vv +/

ptVu - Vo + / Vu - Vo (B.1.3)
Qs Q 0

)
+
Le probléme (B.1.1)) est équivalent au probléme variationnel bien posé (thése G.Vial [Via03|) suivant :

{ Chercher v € V9,

Yo e V0, ad(ul,v) = (f,v). (B.1.4)



B.2. Résultats préliminaires 219

L’objectif de cette partie est de remplacer la couche mince inhomogéne par une condition limite approchée posée
sur Uinterface y = 0. Pour cela, on construit un développement asymptotique en fonction de § en utilisant la

technique des développements raccordés (On est amené a distinguer une zone de champ proche située autour
de Gy, et une zone de champ lointain (cf. figure [B.2)) :

Z 0" up,(r, 6) loin du point (0, 0),
é neN r
Z 5”Un(5,9) autour du point (0,0).

neN

€y

€z

FIGURE B.2 — Zones de champ proche (bleu), de champ lointain (jaune) et de raccord (vert)

Cette annexe est organisée comme suit : dans la section [B:2] on rappelle des résultats techniques préliminaires.
Puis, dans la section[B.3|nous détaillons un cadre fonctionnel pour la résolution des problémes de champ proche.
Dans la partie [B-4] nous construisons les premiers termes du développement asymptotique. Enfin dans la section
[BF] nous essayons de construire une condition limite approchée. Malheureusement, on verra que la condition
approchée obtenue n’est pas pleinement satisfaisante et que 'on est face & des difficultés que 'on n’a pas été
capable de surmonter.

Remarque B.1.1. Cette annexe est incompléte, trés souvent imprécise et certains résultats ne sont pas dé-
montrés. Pour des justifications précises et une présentation plus didactique de ce travail, nous encourageons le
lecteur o lire la thése de G. Vial [Via03]. Notre travail s’avére en fait étre un exercice technique qui consiste
a faire 'analyse asymptotique du probléeme par la méthode des développements asymptotiques Taccordés
plutét que par la méthode des développements multi-échelles utilisée par G. Vial.

B.2 Reésultats préliminaires

Cette partie est issue de la thése de A.Makhlouf [Mak0§|
Proposition B.2.1. Soient \,a,b trois nombres complexes et f une fonction C*([0,w]). Soit le probléme

A? (/\7 9) % = f()" 9)7
u(X,0) = a(N), (B.2.1)
u()‘a 7T) = b(>‘)>

On définit également l'opérateur R;p; :
Rint : (fya,b) = u
Les solutions de sont les suivantes :
1. SiAN¢Z eta,b, et f définies en X, le probléeme admet une solution unique donnée par

sin(6) —acos(mA) — 7Tlsin m™—S s)ds
i = acosmy) = [ Ssin(h = 5) ()

01
+/O Xsm()\(ﬁ —5)) f(s)ds. (B.2.2)

u(A\,0) = acos(6X) +
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2. SiA=0¢eta,b, et f définies en 0, le probléme admet également une solution unique qui est
donnée par

0 T 0
u\f)=a+ (b—a- /O F(E)(m — t)dt) + /O FO(0 — t)dt. (B.2.3)

3. Si AN €Z* eta,b, et f définies en A, le probléme admet une solution (non unique) si la condition de
compatibilité suivante est vérifiée

b— acos(m\) — / %sin()\(w —5))f(s)ds =0. (B.2.4)
0
Les solutions sont alors données par
. 0
u(), ) = Csm(fk) + acos(A\0) +/ %sin()\(Gfs))f(s)ds. (B.2.5)
0

De plus, si X — (f(N),a(X),b(N\)) est méromorphe dans un plan II C C, alors A — u(\,-) est méromorphe dans
II, les poles étant ceux du second membre et 7*.

Démonstration.

— Premier cas : A = 0. L’équation différentielle (B.2.1)) devient
Fyu(X,0) = £(9).
On peut résoudre explicitement cette équation :
0
doul0) = C+ / Ft)t,
0
0 s
wM0) = a+CB +/ / F(#)dtds,
o Jo
0
= a+CO+ [ f(t)(0—t)dt.
0
Comme u)y(7) = b, on peut déterminer la constante C' et on obtient le résultat (B.2.3) :
1 s
c=th—a- / (7 — 1) F(t)dt).
m 0
— Second cas : A # 0. Etudions le probléme intermédiaire suivant :

N () + Zuel® = f(6),
u(0) = a, (B.2.6)

Q\
—~
(e
=
Il
o

Le probléme (B.2.6)) est équivalent au systéme du premier ordre suivant

U — AU = F,
uo) =",
0 a 0 1
Avec F = , V= , A=
£(0) c -2 0
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On cherche la solution sous la forme U = ¢?4G(#) (variation de la constante).On a alors

U — AU = 4G'(0) = F(6).

D’ou,
g'(0) = e "F(9),
0
= G(0)=G(0)+ [ e **F(s)ds,
0
0
= UWB)=Velr+ [ OAE(s) ds,
0
Or,
A (0 —s)"A™
e0—5)A _ T% - ’
—1)" 2\n
avec A" = (=179 0 ,
0 (=1)"(A%)"
et ATl = 0 (=0 .
(_1)n+1(/\2)n+1 0

On obtient alors une expression plus simple de e(?=)4 et ¢4 :

S04 _ cos(A(# —s))  sin(A(f —s))
| —asin(A(@—s))  cos(AO—3s) |’
o4 cos(Af) £ sin(\6)
—Asin(A0)  cos(N0) |’

Finalement,
c 91
uelA, ) = acos(BX) + 5 sin(\9) - / T Sin(A@ — ) f(s) ds.
0
Pour obtenir une solution de (B.2.1]), on doit avoir de plus u.(w) = b c’est a dire

c . 1.
" sin(mA) = b — acos(mA) — /0 X sin(A(m —s))f(s) ds. (B.2.7)

On doit maintenant distinguer deux nouveaux cas :
— Si A ¢ Z*, alors sin(wA) # 0. On obtient alors la valeur de la constante ¢

c= % (b —acos(mA) — /07r %Sin()\(w —3))f(s) ds) .

~ sin(mA

On retrouve bien le résultat (B.2.2).
— Si A € Z*, alors sin(w\) = 0. Le probléme admet des solutions si la condition de compatibilité suivante
est vérifiée :

1
0=>b-—acos(m\) — / X sin(A(r — s)) f(s) ds.
0
Le probléme (B.2.1)) admet alors des solutions s’écrivant sous la forme :
0
1
u(A) = acos(6X) + gsin()\ﬁ) - / X sin(A(0 — s)) f(s) ds,
0

¢ quelconque.

On retrouve bien (B.2.4) et (B.2.5).
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O

On définit maintenant Q;,; et g“(@im) par
Qint == RT x]0, [ (Qint repéré en coordonnées polaires) (B.2.8)
G = {R* x 0} U{R* x {n}}(G repérée en coordonnées polaires) B.2.9

M
GH(Qint) = {s(r, 0) =t Z(pm(ﬂ) In™(r)), pm € COO([O,W])} (B.2.10)
m=0

M
g#(é) = {S(r) =rh Z (pm hlm(r))v Pm € C} (B211)

m=0

Proposition B.2.2.

A { GH(Ky) = (G 2(Kx) x G#(To) x G*(T'7))
P fe (AL, f(r,0), f(r, 7))

est surjective pour tout nombre compleze u et bijective pour tout nombre complexe p ¢ Z*.

preuve : on définit P, Q, go et g, par

1
Q(nr,0) = Z qj@) In’r, P(lnr,6) Z

J
> il ln
= E (B.2.12)
— N %y
go(Inr) = 27111 T, =(Inr) Z ln T
J!
7=0

Pour simplifier les calculs, on adopte la convention suivante :
g =0vV5>1 p;=0Vj>s,
a;=0Vj>m b; =0Vj>n.
On cherche u sous la forme u(r,0) = r*P(Inr, 0) telle que
Au = rH2Q,
u(0) = r*go,
u(m) = rtgy.

On souhaite donc déterminer les différentes fonctions p;. En remplagant U, Q, go et g, par leurs développement
en puissance de Inr, on obtient :

(4® + 07)p;j = 4 — 21pj41 — Pjva,
p;(0) = aj, (B.2.13)
p;(m) = b;.

On note K = max(l,m,n). D’aprés ’équation précédente, il est sur que s > K. Il faut maintenant distinguer

trois cas :
1. u ¢ Z : dans ce cas, s = K convient. En effet, d’aprés la proposition pour tout j € [0 : s], le
probléme (B.2.13) admet une solution unique. Donc les coefficients p; sont définis de maniére unique. On
peut les déterminer par une formule de récurrence inverse (on commence par déterminer pg) par :

p; = ajcos(H/\)—i—Sm(e)\)

(b~ ajeos(ed) = [ S sin(Ar = 5)f(s)ds)
o1
+/0 1 SO = 5)) f;(5)ds

fi = 4 —2upj+1 —pjto-
Ap est donc bijectif de G*(Q) dans (G*2(Q) x G*(G_) x GH(G4)).
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2. 4 = 0:s = K convient également. En effet, d’aprés la proposition pour tout j € [0 : s], le
probléme ([B.2.13) admet une solution unique. Les coefficients p; sont aussi définis de maniére unique et
sont déterminés pas récurrence inverse & ’aide de la formule suivante :

P = 20— 0= [ @0~ prra0)pi— 0 d
6
+ [ @® =)@ -0 ar

Ap est donc bijectif de S°(Kr) dans (S72(K,) x S%(Tg) x S°(T'x)).
3. p € Z* : on doit séparer deux sous-cas :

(a) La condition de compatibilité suivante est vérifiée :
1 .
b —ag(—1)* — / m sin(u(m — ) f(s)ds = 0.
0

Dans ce cas, on prend s = K. D’aprés la proposition [B:2.1] px existe et
PK = DK + ci sin(uf),

ck est déterminée par la condition de compatibilité sur le probléme K — 1. Comme

—2/ (sin(p(m — s)) sin(us)ds = w(=1)**1,
0
cx est déterminée par :

CK =

br—1—ax(—1)* — /OTr % sin(u(m — 8))(gr—-1(s) — ZMﬁK)ds>

Par récurrence inverse, on détermine les différentes fonctions p; pour tout j € [0, K] par :
pj = Pj + ¢ sin(uf),

_1)mt+1 g 1 . ~

¢j =22 (bjl —aj_1(=1* —/ " sin(u(m — s))(gj—1 — 2up; — 2pj+1)d8> ;
0

~ 0 .

pj = ajcos(u) + [y < sin(u(f — 5))(gj — 2upj+1 + pjt2)(s)ds,

co indéterminée.

4. Sila condition (B.2.14]) n’est pas vérifiée, on pose s = K +1 (apparition d’un terme logarithmique d’ordre
supérieur). On définit alors :

pr+1 = cx+18in(0p) (Pr41 =0).
Puis, par récurrence inverse, pour tout j € [0, K], on a :

pj = Pj + ¢; sin(ub),
cj = <713:L+1

(bj,l —a;-1(=1) )

wo_
By = a; cos(uf) + [ L sin(u(0 — s))(g;
co indéterminée.

s = )1 2 — 205)ds)
2upj+1 + pj+2)(s)ds

| ==

B.3 Construction des profils pour la résolution des problémes inté-
rieurs

Cette partie est extraite de la thése de G.Vial [Via03].
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B.3.1 Description du probléme

Nous nous intéressons maintenant aux problémes de champs proches. Ces problémes sont posés dans le domaine
normalisé ) constitué du demi-plan supérieur y > 0 bordé d’une bande d’épaisseur 1 :

Qint = R x R** G :=R x {0}

Q+ =R x]—1,0[ Gi = R*¥ x {0}

Q- =R - 10 G = {0141 — 1,0
G_1:=Rx{-1} Gi,_1:= R*0 x {-1}
Q=QinUQrtUQ_UGUG,

Les problémes de champ proche ont la forme suivante : chercher u € H, lloc(Q) telle que

Au=0 dans Qi UQ+ UQ_,
[u%] =0 sur GUG,,
[u] =0 sur GUG,, (B.3.1)

u=0 sur G_q,

u se comporte comme " sin(fn) (n € N*) dans Q;nt quand r — +o0,

ou

1 dans @,
p=19q pt+ dansQs,
1— dans @Q_.

On note 7 la distance entre un point z et le point (0, —1). On introduit l'espace variationnel V défini par
v

V= {v,Vve L*Q), T

€ L*(Q),vja_, =0} (B.3.2)

On définit le probléme variationnel suivant :

pAu = f dans Qint UQ+UQ—,

[ug—m =g surG,

[ug—m = g sur G, (B.3.3)
[u] =0 sur GUG,,

u=0 sur G_q,

fint  dans Qine,
r- {

J+ dans Qi,
_ g9+ dans G+7
971 g- dansG_.

La forme bilinéaire associée est :
a(u,v) =< F,o>Yv eV,

avec,

a(u, v):/quVv,

Q
<F,v>:f/fv+/gv+/ JmU.
Q G G,

On a le résultat suivant :
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Théoréme B.3.1. Si F € V', il existe une unique solution u € V, vérifiant
a(u,v) =< F,o>Yv €V

De plus, si (1 +7)f € L?Q, (1+7)'/%g € L?Q, gm € L?*G,, alors F € V' et on a le résultat suivant : il existe
une constante C' > 0, telle que

1Elly, < CUA+7)fllog + |1+ 2g)  +llgmllo,, -
0,G

Remarques :
— On va construire une solution de sous la forme d’une somme de termes non variationnels (résultant
du comportement non variationnel imposé quand r tend vers +00) et d’'un terme variationnel.
— On ne peut pas imposer un comportement variationnel a l'infini, puisque dans ce cas I'unique solution du
probléme homogéne est la solution nulle.
— On ne peut imposer un comportement a l'infini en 7* sin(\d) avec X ¢ Z*.

B.3.2 Développement asymptotique sur-variationnel

L’objectif de cette partie est de montrer qu’il existe une solution au probléme (B.3.1)) se décomposant sous la
forme d’une somme finie de termes n’appartenant pas & V définis par récurrence et d’'un terme variationnel.

B.3.2.1 Transformation géométrique du domaine
On introduit le changement de variables F suivant :

(@,y) = F(x,y) = (r,0) (B.3.4)
(r,0) sont les coordonnées polaires si 6 € [0, 7],
avec { r=1x 0=ysife[-1,0],
r=—x O=mw—ysifer,rm+1].
Le changement de variables F transforme le domaine @) en Q On a alors :
Qint = F(Qint) =10, +00[x]0, 7] Q4 := F(Q+) =]0, +00[x] = 1,0[ Q- :=]0, +oo[x]m,m + 1]
G_ = F(G-) =)0, +oo[x{m} G4 =)0, +oo[x{0} G:=GLUG_
G_1,4 =0, 4o00[x{—1} G_1,- =0, 4oo[x{m + 1} G_1:=G_1:UG_1_
On définit a(r,0) = u(x,y). Par ailleurs, on définit x, une fonction de troncature C* qui vaut 0 quand r < rq et
1 si 7 > r1. On définit alors la transformation F* qui correspond & la transformation réciproque de F tronquée
par x :
. ~_J 0 sir <0,
(Fro)(z) = { X(0(F(x))) sinon.
Soit @ la transformation de u dans le nouveau repére. o vérifie :

0 dans QT UQ,

>
S &
Il

=0 sur G_q, (B.3.5)

Remarques :

- A= L ((rd,)? + (03) est Popérateur laplacien en coordonnées polaires.

— On n’ajoute pas les équations de transmission en 7 = 0 et §# = 0 ou 7 car on souhaite déterminer
le comportement pour r grand. Les phénoménes se passant prés de G,, seront pris en compte par la
résolution variationnelle.

— La présence de I'opérateur laplacien en coordonnées cartésiennes dans Qi et le décalage d’une puissance
négative de r dans les conditions des transmissions de la dérivée normale sur G vont nous permettre de
séparer la résolution de en une série de problémes posés dans th ou Qi.
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B.3.2.2 Construction du développement sur-variationnel

On définit
GrQ) = {u telles que ins € GN(Qint), e € GNQut), Uing () = — (7). thin (0) = a+(0)} : (B.3.6)

On cherche % sous la forme d’une série formelle

Sc

Il
+
8

" avec 4" R € GR(Q) (0 F = "R P,_1(0,1n7)). (B.3.7)

=~
Il
<

Soit U4 € g*(@i), alors 2 = r*P(#,Inr) ou P est un polynéme en Inr dans lequel les coefficients sont des
fonctions de 6. Alors,

Opty =Y AP + P'),
Doy = 2(NPP+ (2X - )P + P").

Donc,

Oftie = 1" (0 = k)2 Pag + (2(n — k) = )P,y + P" ).
keN

Donc, en introduisant la série formelle (B.3.7)) dans les équations (B.3.5)), on a :
83ﬁi + (99217,:|: = pnk (((n — k)QPn_k.:,.Q + (2(n — k) — 1) 7/z—k+2 + P”n_k_;,_Q) + (9gpn_k)
:>80un k _aaun k+2

Par un raisonnement analogue, on trouve les équations vérifiées par " :

vn—k S
A WUint = =0 dans Qinta (B 3 8)
wn—k wn—k é e
Up o =auy " sur G,
oauly” k— —o2ul~ F+2 dans Q.

8711 k oun— k+1
Lt 5 — # sur Gi7 (B39)
Wyt =0 surG_g 4.

Si les problémes (B.3.8)) et (B.3.9) aient une solution, on va pouvoir déterminer les fonctions 4" ~* par récurrence.
La proposition suivante montre que les problémes extérieurs admettent une solution unique.

Proposition B.3.2. Si fi € g“(@i), g+ € G“(éi), le probleme P ci-dessous admet une solution unique
appartenant o G*(Q+).

s = u(N) dans O,
Py 5‘9ui = giu( ) sur G,
u=0surG_q 4+

De plus, si A — (§+(N), fi(/\)) sont méromorphes dans un plan 11 C C, alors i+ est méromorphe dans Il et les
poles de U sont les poles de f+ et g+

Théoréme B.3.3. Soit n € N*, soit p un entier tel que p—n—1 > 0, il existe u™P € V, p+1 fonctions kron—i,

7 =0--p appartenant & l’espace g”*j(Q), telles que

p
k™ = P + Zf*(]:;nvn_p) (B?)].O)
7=0
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soit solution du probléme . Les fonctions k™n=4 peuvent étre choisies indépendamment de Uentier p.
Elles sont construites par récurrence a l'aide des équations suivantes :

AEP"T =0 dans Q;
int ints
inn—q in,n—q = (Bgll)

ki, ' =kL sur G4,

anén,n*q _ _82]:;n7ﬂ*q+2 d )

phe T = —0rky ans Qx,
A I ~
Pt —gg— = Lo sur Gy, (B.3.12)

o 2
Ey"™" =0 surG_qt.

Preuve : La démonstration se fait par récurrence.
— q = 0: on résout d’abord les problémes avec second membre nul dont on sait que I'unique solution
est nulle. On résout ensuite le probléme intérieur avec donnée de Dirichlet nulle sur le bord en imposant
le comportement & 'infini en ™ sin(nf). D’aprés la proposition (B.2.2)), 'unique solution appartenant a

g"(th) et vérifiant ce comportement a I'infini est ];ZL? = r™sin(n#). Le premier terme du développement

est :
jinm _ 0 dans 6:2_ u Q+,
r"sin(nf) dans Qin:.
~ ¢ =1: on résout les problémes (P) avec comme second membre fi = 0 et § = ﬁak?n? On obtient
alors k7"~ € G(Q+) puis on résout le probléme intérieur :

wnt

oot 6
klnn? = kln sur G.

{ AR =0 dans Qipe,

D’aprés la proposition [B.2.2] ce probléme admet une solution (non unique si n — 1 # 0) dans G" 1 (Qin¢).

Remarque : Dans le cas ou n — 1 # 0, k2" = 7" PP=1(9,Inr) avec P7~! de degré 0. Par contre si
g # op, kT = LR (0,Inr) avec deg(Prh;') = 1. On a apparition d’un terme logarithmique.

nt int

— ¢ quelconque : on résout les problémes (P+) avec comme second membre fi = —

i@k?ﬁ?fﬁl. On obtient alors k7"~ € G(Q~) puis on résout le probléme intérieur (qui a une solution

non unique pour n — ¢ # 0 et unique pour n — g =0) :
{ AE™"™1 =0 dans Qing,

int

k2t =EP"7 sur G,

A priori, on pense qu’a chaque étape, si ]uf?n’?*q =" 4P (0, Inr) alors deg(P},,?) = q.

— Traitement du terme variationnel : il s’agit de montrer que pour p suffisamment grand u"?P = u —
P
Z F*(k™™™") appartient a l’espace variationnel V. Or u™P vérifie le probléme suivant
i=0

np _ P
Auint = Pint dans Qi"t?

prdul? = f + ¢h dans Qx,

[u™P] = [ua’ézp] =0sur G,

B.3.13
[u™P] =0 sur G, ( )
Oui® _ Bupy P
Pt gn = gt Prswr G,
uy? =0 sur G_q,
avec (B.3.14)
oh b, fonctions a support compact dans la bande, [ro, r1]
¢ = Fr(OFRL" TP+ EL"TI) € FH(GnP2(Qx) + 6" (Qw), (B.3.15)

Uh = Fr(Lapkl ) € FH(Gm P Q).

int
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On souhaite savoir a quelle condition sur p le second membre du probléme (B.3.13)) appartient a V'. Pour
cela, il suffit que r¢? , € L2(Qint),m(¢% + #%) € L?(Q+) et r'/2(yh) € L?(S+). Comme ¢ , et . sont
& support compact, pour tout p, r¢t , € L?(Qint) et rof € L*(Q+). De plus

oo

1

roh € L*(Qy) < / =202 « 4o & n—p< st

70
rt/2(yf) € L*(S+) < 2n—2p < 0.
Donc si on choisit p > n + 1, alors u™P € V.
Remarque : si on continue le développement pour p > n + 1, on ne va pas obtenir d’information supplémen-
taire sur le comportement de u en +o0o. En effet, comme nous allons voir, quelle que soit la valeur de p, le

%

développement de u™? contiendra des termes appartenant & G~4(Q), g € N.

B.3.3 Développement sous-variationnel

Dans cette partie, on cherche & connaitre le développement de u™P pour r grand sous la forme :

N
xu™P = Zuﬁlp + O(Tf(NJrl)).
i=0

Pour cela, on introduit un nouveau changement de variable ¢ = lnr (qui simplifie 'opérateur laplacien en
coordonnées polaires), des espaces & poids et la transformée de Mellin.

B.3.3.1 Espaces a poids et transformée de Mellin
Proposition B.3.4.
F(GMQ) Ve < —1/2.

preuve :

) —+o0
% € L*(Qint) < / P27 2rdr < 400 & A <0,
c

“+o0
Vint € L*(Qint) & / PO rdr < 400 & A <0,
c

“+o0
1
s cL*(Qy) « / P2 2dr < o0 & A < 3
r c

-1
Voui € L2(Qy) & >\<7.

On introduit le changement de variables 7 (r, ) — (¢ = Inr, §). On introduit & nouveau les domaines transformés
par ce nouveau changement variables :

Qint :=Rx]0,7[ Q4 :=Rx]—1,00 Q- =Rx]m,7+1]

Gy =Rx0 G_:=Rxm G=GLUG_

G_17+ =R x -1 G—L— =Rx7n+1 G_1= G—L-‘r @] G_l,_
Ce changement de variables n’est pas bijectif, mais nous nous intéressons uniquement au comportement quand
r > rg, ¢’est a dire t > to. On pose @(t,0) = ii(r,0). Apres changement de variable, le probléme variationnel
(B.3.3) devient :
(8152 + 83)711'@15 = 62tfint dans Qinta
p(D3is + e (0 — 0,)iix) = fi dans Q.
e ' Opliins — padplie = § sur G, (B.3.16)
[@] =0 sur G,

4+ =0 sur G_;.
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On introduit maintenant les espaces a poids suivants :

Définition B.3.5. e Soient m € N et v € R. On définit :
K™ (Qint) = { L} (Qint)), V|8 < me ™19 € LQ(th))},
K7'(Qx) = {7 € L,(Q2)). VI8 < meO™0%5 € L(Qu)) },
KI5 = {3 € 13,0(G)). 30 € K3 (Qu)dic = 3 -
On munit ces espaces des normes suivantes :

s T o <

m Q'Lnt

<2 (y=m)t b5 ~ [l PG
HUHK;”(Qi Z H 0 Ho Q+ H 0 H

mQs
[B]|<m

gl i 5112 ~ m () ~ ~
HgHK;nil/zQ(G = inf {”q”KZ,”(Qm) ,q € KT (Qint) et Qg = g} .
e On note alors :
Kfyn(Q) = {ﬁ,ﬁmt € K»T(Qint)af]i €K 1/2(Qi) et Djnp = U4 SUr G}

Remarques diverses :
— Comparaison de L?(Qin¢) et Kg (Qint) : Soit ¥ & support dans [¢g, +00],

LQ(Q@'mﬁ) = Kg(th),
KS(Q“%) C LQ(Q”“L) si v > O,
LQ(Qint) - K»(Y)(Q'mt) siy <0,

Plus 7y est grand, plus le comportement en 400 est contraint. Cette remarque est valable pour KS(Qi).
— Explication de I’apparition du terme e~ dans la définition de K7'(Qint) : pour comprendre ce terme il
faut revenir aux coordonnées polaires :

1
Vo = ;((r@ﬂ“}eﬁ + Op0€y)
= Bit(atf}gr + 391759)

t mt

En dérivant une fois, le terme e™* apparait. Si on dérivait m fois, le terme e™"™" apparaitrait.
— Explication peu convaincante de I'apparition du terme e~ dans la définition de K MQx) -

1
Vv = ;(r@ﬂ“}) + Dgv),
= e '0,0 + 0.

—myt

On peut penser qu’il faut juste mettre un poids en e ou m; et le nombre le dérivées en ¢t. On peut
aussi se dire que dans la suite du travail les dérivées en 6 ne sont pas créatrices de singularités en ¢. Donc
si €70 € L?(Q4), alors €79yt € L?(Q+) et donc e "™ 90 € L?(Q4).

OmgP|| | x|lemrofs|| N faut

— Explications de normes. On se demande pourquoi Z ‘ 4 4
0,Qint m,Jint

[Bl<m
< +o0 pour tout j < m, alors ||07 (7 9)tp)

remarquer que si [|e('=t975||
Jj<m.
— Explication de l'espace K" (Q) On souhaite comprendre pourquoi on prend vy € K, /Q(Qi) alors que

< 400 pour tout

0,Qint Ho Qint

Vint € K,’Y”(Qim). Ici encore il faut revenir aux coordonnées (r,6) pour comprendre ce choix. Soit v, un
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fonction nulle dans un voisinage de G,,

T —+o0 T +oo
/ vidx z/ / o3rdrdd :/ / 2e?tdtds,
Qint 0 JCo In(Cop)

0 ptoo
/ vide = / / v2drdf = / / 2eldtds.
Qy —-1JCy In(Co)

Pour Q;n; la pondération est de e alors que cette pondération est uniquement de €' dans Q. Clest
pourquoi on prend ’espace KT 1/Q(Qi) et non K7'(Qx+).

On définit 4% = ya™P, solution varlatlonnelle tronquée au coin exprimée dans les coordonnées (t,6). u" vérifie :

(07 +02)i0,, = fine dansQint,

(e7(0} — 0. + O3}, = fx dams Qu,
e tpu?,, = p+9ptl 4 g sur Gu,

[@] =0 sur G,

Uy =0 sur G_q +.

avec,
fine fonction a support dans [lnrg, Inrq],
£ =P+ + 0xlpsimm),
P+ fonction a support dans [Inrg,lnr],

(;5 — t(n—p— 1)2 J1 tj +et(np2)z 32 tj)

Gr = Grrg + bt glistnrm)s
@+ fonction a support dans [lnrg, lnrq],

N3
$r =PI N (S (0)1)
0

Dans la suite on utilisera les trois résultats suivants (thése Vial page 65-66)
Lemme B.3.6. Soient m € N et v, ,\ € R,
- KMQ) € K)_,,(Q),
~y>9 =K Q) cKY)_(Q),
~ Soit b € GMQ) non nul. On définit o(t,0) = i(r,0). Alors,
X0 € K;”(Q) S A< .

On a également, dans ce cas, x0 € K1, (Q)

- SiveV et xv(t,0) = xv(x,y), alors xv € Kg(Q)
On a aussi un résultat de régularité (celui-ci est complétement admis) :

Théoréme B.3.7. Soit @ solution de . Si les données vérifient, pour m > 2 et v € R,

Fe € KI72(QN[t> 1)) fr e K2 QN> 1)) ge K1 AGN[E> -1)),
et si de plus
(S K’?—m(@ n [t > _1])7
alors
aeKMQn[t>0]).
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On déduit des deux résultats précédents un résultat de régularité sur 40 :

Proposition B.3.8. Pour tout m >0, @° € K(Q).
On définit maintenant la transformée de Mellin d’une fonction 7.

Définition B.3.9. Soient A € C et

1~]:

{ U+  dans Q,
f}int dans Qint7

- 0r  sife[-1,0Ulr, 7w+ 1]
a Uine S10 € [0,7‘(],

ﬁint :/eiAtﬁint(taa)dta
R

iy :/e*“ai(t,e)dt.
R

On pose
© =] — 1,0[U]0, w[U]m, 7 + 1].

(B.3.17)

(B.3.18)
(B.3.19)

On admet la proposition suivante qui donnent les propriétés fondamentales de la transformée de Mellin dans

des espaces & poids.

Proposition B.3.10. Soit v € R et m € N. On pose { =m — v+ %

- Siu € KI'Q), alors la transformée de Mellin @ de @ est bien définie pour Re(\) = & comme fonction de

L? de R a valeur dans H™(O) :
n > a(€ +in,-) est dans L*(R, H™(0)).
De plus, on a :
1/2
filhepi@ = ([ 106+ ) oy )

ot pour p > 0, la norme ||| (g, ,) est définie par :

0[] grm g,y = Z o7 0720

[Bl<m

L2(©) avec ﬂ = (Bla ﬂQ)

— Réciproquement, si U(N) est défini pour Re(\) = £ et que Uapplication (v, \) — U(& + in,0) est dans

L*(R,H™(©)) avec de plus
[ NOE + iy i <

alors, pour tout X tel que Re(\) =&, U(N) est la transformée de Mellin 4(\) d’une fonction u € K;”(Q)

U peut étre reconstruite o l’aide de la formule de Mellin inverse

1 .
(4,0) = 5= [ e + i )

™

B.3.3.2 Détermination du développement sous-variationnel

On pose k = g, f = f et hg = g. Alors k vérifie :

(A2 + 32)Kint = fine(A —2) 0 €]0,7],

Kint = k+ enf=0etl=m,

O3re = f£(N) = (A +2)(A+ Dr(A+2,0) 6 €] —1,0[U]0, 7],

ptOgtis = Opkint(A+1) — g+(A) 0 =0et 0 =m,
kyr =0 0=—-1letf=m—+1.

(B.3.20)
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On note, pour a € R,

II, = {) € C, Re(\) > a}
On va montrer que x se prolonge de facon méromorphe & I’ensemble du plan complexe. Pour cela, on montre
d’abord que k est holomorphe sur Il:. Puis, on montre que fmt, fi et g+ admettent un prolongement méro-
morphe sur C. A P’aide du probléme , on pourra déterminer un prolongement méromorphe de x & tout
le plan complexe : ceci est possible car, grace a la transformée de Mellin, on peut séparer la résolution dans le
domaine intérieur |0, 7[ de la résolution dans les domaines extérieurs | — 1, 0[U]r, m + 1].

Détermination d’un prolongement méromorphe de

Lemme B.3.11. « est holomorphe dans H%.

preuve : on a vu que iy € KS(Q). Donc, en utilisant la proposition [B.3.10| k est définie pour Re(\) = %
Mais, comme Yo a son support dans ]Inrg,+o0o[, & est également bien définie pour Re(\) > 1. Le caractére
holomorphe provient directement des formules (B.3.17)) et (B.3.18).

Proposition B.3.12. Les fonctions fint,fi et g+ admettent un prolongement méromorphe sur C, holomorphe
surC\{n—p—1,n—p—2}.

preuve :
- fmt est & support dans | Inry,lnry[, donc fmt est holomorphe.

— fr =1+ qNSi]I[D]n ] @ comme @ est a support dans |In7y, Inrsfalors p1 est holomorphe dans C. Par

ailleurs, on peut calculer explicitement la transformée de Mellin de qzi]l[bln r]- En effet, soit une fonction

0= el (t—In7r1) Ts1n,1p(6). Alors o = p(6) fljl_;f e(r=Nt(t—Inr;)7dt. Or, on peut montrer par récurrence
que si Re(u) < Re(N),
oo : ) Ly |
/ e(uf)\)ttjdt _ LMTEM /\).
1 (/’[’ - /\)
Donc, en posant Ay =n—p—1et Ay =n —p— 2, pour Re(\) > Re(\;)
N, ey N ey
. (1! o N
f:l: = Q4+ +Zmp%l(9)’f'l¥ +Zmp]72(0)(—1)]+1j'T,11 .
§=0 §=0

Cette fonction se prolonge de maniére méromorphe a I’ensemble du plan complexe par VA ¢ {0,1},

N- . N. .
R . 1 -1 ]+1j! _ 2 -1 j—‘,—lj! . ] B
fr=¢r+) ((Al)ij,l(ﬁr’f Y Wﬁm(@)(—l)mﬂr’f *,
j=0 =0

Proposition B.3.13. « se prolonge de facon méromorphe a l’ensemble du plan complexe, holomorphe dans
C\V ouaV ={-n,neN}
preuve :

Etape 0 : on résout les problémes extérieurs : on cherche x* tel que

OFrt = fr(N) = (A+2)A+ Dr(A+2,0) 6 €] —1,0[U]0,x],
pt0pkis = Opkint(A +1) — g+(\) 0=0et 0 =,
ke =0 O=—-1letf=m—+1.

— f+ () = A+ 2)(A + 1)k(A + 2,60) holomorphe dans II
— Ogkint(A + 1) — g+ (\) holomorphe dans TI_
Donc il existe x4 holomorphes dans II

1
%.

1 On résout maintenant le probléme intérieur :
{ (A2 + 03y = fine (A —2) 0 €10, 7],

ki =KL enf=0et0=m.
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Etapel

Etape k

~ fint(A = 2) holomorphe sur I_,,
— k% holomorphe sur IT_;

2
1l existe x},,; méromorphe sur II

pas au noyau de R;p;.

k* vérifie les méme équations que k dans H1 Donc, k = * sur II1 (les poles éventuellement apparus
sont artificiels). Donc k* est un prolongement holomorphe de k & II_1. Pour simplifier les notations, on
appelle maintenant k* = k.

. Cette fonction n’a pas de pole sur % < Re(N) < —|—% car 0 n’appartient

1
2

m

: on résout les problémes extérieurs : de nouveau, on cherche x* tel que
RrL = f+0N) = A+ 2)A+Dr(A+2,0) 6 €] —1,0[U]0,7]
U+ Ogky = 89/@»”,5()\ +1)—gs(A\) 6=0etb=m
ke =0 0=—-let=m+1
— f+(N) = A+ 2)(A+ 1)k(A + 2,0) méromorphe dans II_s (pole éventuel provenant de fi(A) en —1)

— Opkint(A + 1) — g+ (A) méromorphe dans II_s (pole éventuel venant de g+ (A) en —1)
Donc il existe x} méromorphe dans II_s. On résout maintenant le probléme intérieur :

{ ()‘2 + 82) Kint = fznt( ) ¢ E]O’ﬂ—[

Kl =KL enf=0etf=m

)

- fmt()\ — 2) holomorphe sur H_%7

— k% méromorphe sur 5.

Il existe 7, méromorphe sur II_s. Le pole —1 a été introduit : on peut éventuellement le trouver dans
le second membre k% mais surtout il est introduit par 'opérateur R;,;. On a trouvé un prolongement
méromorphe de x sur II_3/5.

: Palgorithme peut étre poursuivi par récurrence en résolvant successivement les problémes extérieurs puis
intérieur. Les poles apparaissent soit par un décalage des poles déja existants dus aux termes ((A+2)(A+
Dr(A+ 2), Ogrint(A + 1)) soit avec l'opérateur R;,;. Cependant tous ces poles appartiennent toujours a
lespace V.

Remarque : une fois qu’'un pole est créé, il est transporté. Si par exemple, on a un poéle purement variationnel
en —1, on va avoir un pdle variationnel en —2 de multiplicité 2 = (1 4 1), puis de multiplicité 3 en —3 et ainsi
de suite.

Détermination du développement sous variationnel par transformée de Mellin inverse

A partir des informations obtenues sur & on va pouvoir déterminer un développement de y@°
On admet le lemme (dont je n’ai pas compris la démonstration) suivant

Lemme B.3.14. §0it a € RT, il existe u® telle que :
- a* € Ky, (Q) pour tout entier m,
~ K est la transformée de Mellin de @® pour tout \ tel que Re()\) > —a.

Proposition B.3.15.

— Soit j € N.II existe des fonctions Emk et krok e Qk(Q) telles que

var rec

n,p __ 2 *(7.n,k E n,k .

Xu - F (kuaf) (kfec) + q]’
ke—N*,—j<k ke—N*,—j<k<n—p

avec G; € Km+g+5(©)

— les termes k;rec peuvent étre choisis indépendamment de p et sont construit par récurrence :

2 27n,k+2 X
n,k v 9 krec + = =—0 krec + dans Qi7
Ak‘lrec int — 0 dans Qinta k™ gL kt1 .
n,k Y n.k v ,Ui gbci — rec,int sur Gi,
kre(‘ int k:l: sur Ga

kmci =0 surG_q+.



234 Annexe B. Développement formel pour le traitement de I’extrémité des fils

preuve :
— Soient a et b tels que a < b < 0 et > 0. On définit G, le contour orienté dans le sens trigonométrique
du rectangle du plan complexe défini par

a < Re(X) <bet|Im(N)| <n

On définit également Cy, contour de Cauchy autour de k (ne contenant que le pole k) orienté dans le sens
trigonométrique. L’application du théoréme des résidus donne :

/ Mi(N, 0)d\ = > / Mi(N, 0)dA,
Cr

n —kEN* a<—k<b

n ; n )
/ M\, 0)d\ = 7/ e 9T g (a + is, 0)ids +/ e~ (b — is, 0)ids,
=1

n -n

b b
+/ el k(s — in, 0)ds ’/ e H M k(s + in, 0)ds.

On fait tendre 1 vers +oco. Comme 1 — k(s +in) € L*(R, H™(©)), les cotés horizontaux ne comptent
pas :

b b
lim e= Mg (s —in, O)ds = lim eHMtg (s in, 0)ds = 0.

n—+oo [, n—+oo J.
De plus, sur les coté verticaux, les transformées de Mellin inverses apparaissent :

K . n )
lim ( / et (a 4 is, 0)ids + / e(b“)tﬂ(bis,ﬁ)ids> = 2im (=M " (k) + M, (K)).
-n -n

n—+o0

Finalement,

2 (— My (k) + M, (K)) = > /c eMi(\, 0)dA.

—keEN*,a<—k<b

On choisit un contour de Cauchy Cj, circulaire centré autour de k de rayon r < 1 : on a la paramétrisation
suivante A = k + re'®, s € [0, 27[. Dans un voisinage de k (par exemple la boule de centre k et de rayon

r<l1),ona:
Ny

(0
k(A 0) = H(A\,0)+ (Acf(k))J avec Hj, holomorphe.
j=1
Donc,
At < e
eMk(A, 0)d\ = c-(ﬂ)/ ——dA\.
/ck ]Z::I 0 e, A= k)
Or,
M= ARkt
ke N~ (A — k)T
ey -
neN

Comme on peut intervertir I'intégrale et le signe somme, on a alors :

N . m 2m reins )
/ eMr(\, 0)d\ = et E —'/ ———rie'*ds,
Cr e nt Jo 1lev

grntl=ggn

27
_ _kt i(n+1—7)
= e Z o /0 e ds,

neN

= 2melt

G+
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Donc :

R kg (0)
/e”m(A,Q)dAzZm’ ekt Z gt i
Cr

=0

€G(Q)en repassant aux variables(r,0)

Ni—1

MG (R) + M (R) = LY ehit1(6) ;

=

On choisit maintenant a = —j —d et b = 0.0n a M, ' (k) = @g D’aprés le lemme |[B.3.14} ¢; = M:}ﬂ;(n) €

K. i+s Ym € N. Finalement, en repassant aux coordonnées (r,0), on a le résultat souhaité.

— Pour démontrer la seconde partie de la preuve, il faut remarquer que v*?1 = 4™P — F *(l?:?é’j_p_l). On
en déduit que

n,n—p—1 znn—p—1 n,n—p—1
bk ke +k ,

Trec

noyau de Mellin

7n,n—p—1 7n—p—1
kvar + krec :

B.3.4 Bilan
B.3.4.1 Développement asymptotique des profils intérieurs pour r grand

Proposition B.3.16. Le probléme

Au=0 dansQint UQ+UQ_,
[,u%] =0 surGUG,,,
P [u=0 surGUG,,
u=0 surG_q,
u se comporte comme r™sin(fn) (n € N*) dans Qint quand r — +o0,

admet une solution dont le développement est le suivant :

1

xu= Y Frkprh)+ Fr(knn—h) 4 o()- (B.3.21)
keNn—k>—P k€E—Nx,k>—P
Les termes k™"~ sont indépendants de p et sont construits par récurrence
92— — _g2Emn_ a2 g0 o Q
Al‘%n,n—q —0d 2 9 Mrec, £ — rMrec, £ =+
{ recint ans Qint, al‘%n,n;{] ok m—rH é
un’n_q . un7n_q o M:I: rec, — rec,in SUr 4
king " =Fkpiex surG, o 0 90 )
rect — 0 sur G_1,+.
B.3.4.2 Détermination des fonctions k.77 et k2277
On pose
1 1
C=——-— (B.3.22)
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en=1
v1,1 .
kqef int = Tsin(0),
krec + — O’
71,0 0
krec int — . + CTr’
¥1,0
krech +(9+1)_i(y+1)7
Friew = p=(m+1-0) = L(Y +1),
y1,—1 . . .
Kricint = % (_c?,)—l,l sin(0) Inr + 055—1,0(9)) )
cp _ —C?
avec 1,-11 7 7 0
o= #Cw cos(f) —2¢i”_; | [, sin(6 — s) sin(s)ds,
];1,71 _ C_ (9+1) _ Cc (Y+1)
rec,* — uym r  ppm T 0
7{1,—1 ___C (n+1-0)  Cc (Y+1)
rec,— —  p_mw r - p_m r
on=2

k72“€2c nt 7,2 Sin(29)7
k2 ,2 L= 0’

rec,

o )
k'r"ei,int = T(ng,)l,l sin(f) Inr + ng,)m (9),

1= T .

s 0(0) = MQ cos(6) — 26;1’)1’1/0 sin(6 — s) sin(s)ds,
Koo = g (0+1) = (Y +1),

Rveo = 32 (r+1-0) = 22(Y + 1),

k?e% int p2,0,0<9) + 11’1(7“)})2’071(0%

(Cgpl 0),(0) 4] (C§p1 0),(7") (C;pl_o)/(o)
p2,00(0) = g + (- gy )s
avec 0 . Cgl,ul,l 9 cp 1 1
p201(0) = T 0211(“_+ﬁ)
k?e%,+ = 9:1 (02 11+ (02 1,0)(0)) = itl (02 11+ (Cgpl 0)'(0)),

ko, =12 i =t~ Inr + (5,0)'(0) = %( e a I+ (5 )'(0)).

B.4 Développement asymptotique

B.4.1 Ansatz du développement asymptotique

On pense qu’il n’est pas possible de trouver un développement de u® valable dans tout I'espace. C’est pourquoi
on va distinguer deux zones différentes dans lesquelles on pourra expliciter la forme du développement.

— Zone extérieure : champ lointain

Z 0" Uintn(Ind,7,0) y >0,

§ neN
u’(x,y) = B.4.1
(=:9) E S"UE(Ind, z, %) y < 0. ( )
neN

— Zone intérieure : champ proche

S = S g zy
u(z,y) —%6 un (In 6, %, ). (B.4.2)
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B.4.1.1 Développement asymptotique extérieur

Déterminons les équations vérifiées par le développement asymptotique extérieur (dans la suite, on ne mentionne
plus la dépendance en InJ).
— Hors couches minces (y > 0)

Pintn = { g . 0 (B.4.3)
— Dans les couches minces (y < 0)
ur _BQUFWM 2
{ L?I(Qx_—l) o az (B.4.4)

— Raccord en y = 0.

Uint,n (Jf, 0) = u:l: (Z‘, 0)7

+£ UL (2,0) _ Quine.n—1(2,0) (B.4.5)
oY oy .
On a la proposition suivante qui permet d’exprimer de facon explicite les termes U*
Proposition B.4.1.
1.
Ve #£0 UN(z,Y) = (Y +1)— ! %M+(Y+1)82/0ui (2,t) dt
A o ut Oy ox2 ), Y
82 Y
- Y -t t) dt. B.4.6
gz [ 0 =0UE (B.40)
2.
1 aumt nfl(l', 0) 82 / +
4 0 wint n(z,0) = —f/——F—+ — U t)dt
‘r# WUint, (CU ) Mi 8y +a 2 n— 2(1’ )
82 +
83:2 tU ~o(x, t)dt. (B.4.7)

Preuve : il suffit d’intégrer deux fois les équations et d’utiliser les équations de raccords en y = 0 (B.4.5]).

oU* ou* O 92uE
aui 0 aQui )
= 0 "= (x,t) dt.
@0+ [ SR
On intégre une nouvelle fois en utilisant cette fois la condition de Dirichlet homogéne en ¥ = —1 :
Y oouk
U (z,Y) = UF(z,—1)+ " (z,s) ds,
4, 0Y

i
(Y+1 / / &EQ ) dtds.
" U, 2(x,t) dtds = 8214?’[ 2 (x,t) dtd Uy 2 (x,t) dtd
[ ] Serenmn - [ [ 5 o [ ] S s

+ 27 /£

(y+1)/ﬁ1 525"22( £ dt — [1(Y—t) ;Z;Q(x,t)dt.

Or,
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En utilisant la deuxiéme équation de [B:4.5] on obtient alors le résultat souhaité :

+ _ ié)un,l(xﬂ) 32/0 +
Uf(eY) = (V1) =g S (Vg [ U Get) di

2 [ +
- Y-t)U t) dt.
el L)
Pour obtenir la seconde partie de la proposition, il suffit d’utiliser le fait que w, (z,0) = U, (z,0) et de calculer

Uy, (x,0) a Taide de (B.4.6).
B.4.1.2 Développement asymptotique intérieur
AU, =0,

Un(X,07) = Upn(X,07),
PG (X,07) = S (X, 0%),

(B.4.8)
Un(0T,Y) =U,(07,Y),
40U, (07Y) _  _38U,(07,Y)
K X = X
U,(X,-1)=0.

B.4.2 Conditions de raccord

Du fait de la géométrie du probléme, le développement des termes U, et u,, va faire apparaitre des puissances
entiéres de 7 ou R (r et R sont les coordonnées polaires). Formellement, on a :

Un(R,0) = Z R*U, ks un(r,0) = Z U 1. (B.4.9)

k=—o00 k=m,

On peut représenter sous forme de graphique les puissances k admissibles (cf. figures [B.3]).

A Daide de la figure [B:3] on peut voir que les conditions de raccord sont données par

Unctrode (5. 6) = n i (r,0), (B.4.10)
Um7k(R, 0) = um_k,k(R(S, 0). (B.4.11)

On pourrait également représenter schématiquement le raccord des développements dans le plan (R*,6™) mais on
n’obtiendrait pas d’information supplémentaire. Voici les différentes étapes de la construction du développement
asymptotique :

e Etape 0 : on doit obtenir (up,0 = Uyp,0)

e Etape 1:

eu; 1 =Uy_1
e (= U0 = u1,0)
e Ui 1 =1up

e Etape 2 :

® Uy 2 = U0,72 U2,-1 = U1,71
e Us 2 =ugp U1 =wui1

} (= Uao =u2yp)
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| U uy ug

Us
U [®

z

k

Uo [€

O up_1,(Ro,6) 1
Cu,k' - TE

FIGURE B.3 — plan (r*,6™)
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B.4.3 Constructions des premiers termes du développement asymptotique
B.4.3.1 Quelques Remarques sur les champs proches

Tout comme dans la partie 2, on introduit le changement de variable F. qui transforment les coordonnées
cartésiennes en coordonnées polaires (un peu modifiées) :

(x,y) = ]:Cl(x’y) = (T7 9)7 (B412)
(r,0) sont les coordonnées polaires si 6 € [0, 7],

avec ¢ r=x =Y sife[-1,0],
r=—x =nr-Ysife[r,n+1].

On définit 0(r, §) = v(z,y). Par ailleurs, on définit x, une fonction de troncature C* qui vaut 1 quand r < rq et
0sir > r;. On définit alors la transformation F; qui correspond a la transformation réciproque de F; tronquée

par x :

0 sir >y,

Fuo = o .
(Fa?)(@) { X(0(Fe(zx))) sinon.
L’espace variationnel associé aux termes de champ lointain intérieurs est

VO = {o tels que Vo € L2(Qiny), % € L*(Qine), v(,0) = 0}.

On introduit également I’espace V* :
VO* = Lo tels que x(r)v € V, Vx}, (x € C* s’annulant dans un voisinage du point (0,0))

Soit f € F5(GMQ)) et g € F5(GH(G)). On souhaite savoir quand le probléme P¢, suivant admet une solution
appartenant a l’espace variationnel .

P‘Ch

wnt

Au = f dans Qint,
u(z,0) =g sur G.

Pour avoir une solution variationnelle, il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées :
— fEL?Qins & 22 +1> -1 & A > —1.
- g€ Hz (G) : on ne peut en particulier pas avoir de discontinuité en 0. C’est pourquoi p > 0.

Dans le cas de puissances u et A entiére, u sera dans l’espace variationnel si u > 1 et XA > 0.

B.4.3.2 Termes d’ordre 0

On appelle V* = {v tels que x(r)v € V, Vx} , x fonction C* s’annulant dans un voisinage du point (0, 0).
e Champ proche : U, vérifie :

AUy =0,

Uo(X, 0+) = U()(X, 07),

=GR (X, 07) = G (X,07),

Uo(OJr, Y) = U()(O*,Y), (B413)
+ —

ut 0U05g< Y) _ - OUOS)X A,Y),

UO(X7 _1) = Oa

Uy se comporte comme C(6,1n R) quand R — +00.
D’aprés la partie 2, le comportement en R° n’est pas possible. Donc I'unique solution est
Uy =0.

Remarque : On en déduit immédiatement que u,, _, = 0 est nulle pour tout n
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e Champ lointain : (ug, Uy , Uy )

D’aprés la proposition (B.4.6), on a USE = 0. De plus ug vérifie
Chercher uy € VO*
ZkUO ::fa
uo(x,0) =0 Vz #0,
7141_% uo(r,8) = 0.

L’unique solution & ce probléme est la solution du probléme variationnel suivant

Chercher uy € VO,
AIU'O = fa
uo(x,0) =0 Vz € R.

Ainsi le développement de ug au voisinage du coin est donné par :

Z Co.n Sin(n)r™ dans Qjn,
Xio(r,60) = neNt
0 dans Q+,

= > comkll, (B.4.14)

neN*

kn ,n
ﬂO,n - CO nﬂ~ (B.4.15)

Tm’fl

B.4.3.3 Termes d’ordre 1

e Champ lointain : (uy, U, U;)
— Dans les bandes Q4 : en utilisant la proposition on a
Y +1) dug

it = Oy (,0) Yz # 0.

En passant en coordonnées polaires, on obtient le développement en Z/lljE pour r petit :

o n/+-1 n
Xul 0+1) E COnt1 E Co n+1k?et1+ )
nel ”GN (B.4.16)

) in+1ln
XU = (r+1- E Co n+1 E co,n+1kpec, -
neN H— neN

Remarque : les termes s’expriment uniquement en fonction de (ug, L{(}L , Uy ). Il n’y a pas de raccord
avec le champ proche, puisque le seul terme & raccorder est Z/lfl,l et il est nul.
— Dans le domaine intérieur @Q;,;. En utilisant la proposition Le terme u; vérifie :

A ine = 0 Dans Qi

1 Ouo.int (z,0) siz >0

Ut int(2,0) =3 Mt g aym _
e { M,%(%O) siz <0

Le seul terme non variationnel de u; est un terme d’ordre 0. En effet d’aprés (B.4.16 , les termes

“1+ 6;@}0 (2,0) et 1 %7;(’ (x,0) ont un terme d’ordre 0, qui est discontinu au voisinage de (0,0) puisque
fit F

Si on passe formellement aux coordonnées polaires, on a

Ay e = 0,

o in+1ln =

U1, int = Z Con+1kpee i sur G.
neN
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c’est pourquoi on cherche u; sous la forme

P
* rin+1ln
Uint = Wl intvarp T Y €0k +1F 0 (Krening):
k=0

Pour p > 0, 41 int,var,p €xiste puisqu’il vérifie le probléme variationnel suivant :

p
A intwarp = 3 Cort D(FLRELR))
k=0

a support dans 10,x[x]ro,r [

+oo
1 lé] k
U1, var,p = o (1 - )ﬂ — X Z k + 1 C() k+1T sur G+7
k:—p+1
1 9 k k
U1 var,p = . (1 — ﬂ - Z k’ + 1 ( 1) CO,k+17 ) sur G_,
k=p+1

Comme Au1 jnt.varp €6 Ul intvar,p S annulent prés du coin (0,0), on a

p
XU1,varp = Z 1 oo.pn SI(NO)T"™ + o(rP).
1

Finalement, le développement de u; pour r petit et pour tout p > 0 est

P
Xt = Z Kty pn + D Conrt ki + o(r?), (B.4.17)
n=1 n=0
avec
T _ Cﬁmp,n sin(nd)r™ dans th,
Lo ™ 0 dans Q4
p p
=Y kit + Z Com 1 KIED™  o(rP), (B.4.18)
o
c k n+1,n 4 /{
Uiy = i — Lopa) (B.4.19)

Les termes ¢y 4,p.n sont les termes purement variationnels et ils dépendent de p. En revanche, les termes
(c§' 1 sin(nd) In(r) 4 ¢, 4(#)) sont des termes récurrents (qui proviennent de wug) et il sont choisis
mdependamment de p.

e Détermination du champ proche d’ordre 1 U;

Les conditions de raccord imposent Uy = wug1, c’est & dire Uy 1 = c¢p,1Rsin(f). On peut appliquer
directement le résultat de la partie 2 pour n = 1. Comme on souhaite faire un développement & I'ordre
2, on ne s’intéresse qu’aux termes de U; en R* avec a > —1. On obtient donc le développement de U; a
Pordre 1 pour R grand :

v 1
EUL(R,0) = o (kpor + k20 + kligt + kbt) + 0( 5

=). (B.4.20)

ELL ELO et kL1 sont indépendants de p. Par contre kL' est un terme purement variationnel dépendant
de p (que l'on a pris égal a 1). Il ne contient pas de terme logarithmique. Plus précisément, il est de la
forme :

—C
var 1, 71 var rec
0 dans Q4+

CP
-1 — { Cl‘% sin(f) dans Qine _ Y _1,-1

On a

U1771 = R(kzljar + ];1}:321)
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B.4.3.4 Termes d’ordre 2

e Champ lointain : les conditions de raccord imposent
112)_1(7“,9,111(5) 6(k11;a;1(6’8) kiezl((s,@))-

On va voir que le terme de krec est presque automatiquement ’inclus’ dans le développement asymptotique
extérieur. Par contre, on va devoir prendre en compte le terme issus de la résolution variationnel de U; a

savoir k11

— Champs proches extérieurs : écrivons les équations vérifiées par U™ en coordonnées polaires :
RUFE = 0 dansQ+,
v+
891/12 = H;H“aeul int Sur Gi,

Z/I2 =0sur G_ 14
1,-1

Us + se comporte comme X L% (hyir. i(é 0)+ hi(,;li(g,ﬁ)).
——————
=0
Comme,
p—1 p—1
n+1)
X789u1 int — Z Clu,pn+l— ( + Z Co n+2789k:;2£t+1(7“ 0)
TH+ "0 By —1
p—1
—1)" i (n+ 1)
Xiaeul nt — Z C1,v,p, n+1% + Z Co n+2789k?;i",:t+1(ra 7T)7
TH— n=0 K- n=-—1

on en déduit le développement de Z/ulg’i pour 7 petit et p donné :

p—1 —
ot = 5 krt 4+ Y compakan " 4 o(rP ).
n=0 =—1
— Le champ intérieur vérifie alors le probléme suivant :
A’&Q’Z‘nt = 0 dans Qint,
Usint = = Bul st Zn ot 0,D, n+1k?et + + Zp 1 €0 n+2k?;2ﬁ +o(rP7t),

T
U2, int S€ comporte comme + (5(1431 -l (5,0) + kbt (5.9)).

var,int rec,int
Mais o2
Loy, 1 7 71 1 :
- rec,int(gﬂ 6) = krec znt( 0) - ; lnéﬁ SIH(Q).

Ce terme fait partie du noyau du probléme extérieur. On peut donc chercher us ;,+ sous la forme forme
d’une somme d’un terme variationnel et d’'une somme de termes récurrents :

néC? | &y .
U2int = U2,mt,var,p+co,—1( ;l(ﬁ sin ) + Q(% sin6))

n+1 n n+2,n
E Cl ,v,p,n+1 ( rec, znt § : Co, "+2 (krec,int)'
n=-—1

On trouve le développement de ﬁgﬂ-m pour r grand et p donné :
In 6C? v

N noC* | cy_ ) o
XU2int = Co,l((ﬁ sin @) + % sin @) + kiélc,int(r’ 0))

in+1n n+2,n
+ § Cl ,U,D, n+1krec,int + § : Co "+2k7ec,int

n=0 n=0

+ Z cs! o.p.n SI(RO)T" + o(rP~1).
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Voici finalement le développement de us prés de G™

bu2 = co1 <I€1"1 - killjil(
p—1 p—1
§ cl in+1l,n in+2,n
+ 61=U7p7n+1kT€C + E :CoanJerrec
n=0 n=0

p—1
§ cl n,mn p—1
+ c2,v,p,nk7’ec + 0(71 )

n=1

e Champ proche : les équations vérifiées par le champ proche sont

AUs =0,

UQ(X,O+) ZUQ()(,O_)7
PR (X,07) = 92 (X, 01),
U2(0+7Y) :U2(0_7Y)7

+0U2(0",Y) _  _0U(07,Y)
H X =K X

)

Us(X,-1) =0,

De plus, les conditions de raccord imposent

1.2,2

g o k’r‘ec
UQ’Q(R, 9) = UO’Q(R(S, 6‘) = 00’2 (6R2) (RJ, 6‘),

Co 2]::7%:910—'_}%%[1);01
: —== (R4, 0).
6R ( ? )

U1 (R, 0) = iy, (R6,0) =

R z‘ffa,int (RS,0) = £22 (R,0)
(5R)2 ’ rec,int ’ ’
7.2,2

krec,:l: 4
R2 (6R>2 (R(Sa 0) =0= k?‘fc,i(Ra 0)7

]:;2,1 5
R( :;]céi (R6,0)) = k2% (R, 0) + 106 R 5% sin(0),
1.2,1

krec,int 72,1
R(W(R& 0)) - krec,int

(R,0)+1Iné R 0251 sin(6).

On obtient alors le comportement de Us pour R grand :

Uy = cop(kZ2+ k5L +E20) + crppi (ks + K22

Tec Tec rec TCC)

—1—60?2(0207{3’1 Ind I::ielc) + O(RO).

B.5 Condition Approchée

B.5.1 Validation partielle de la condition approchée d’ordre 1
Soit vs la solution du probléme suivant :

Av® = f dans(,
v (x,0) + %%‘i =0sur G.

UQ se comporte comme R2U2,2 + RUQJ quand R tend vers + oo.

(B.4.21)

(B.4.22)

(B.4.23)

(B.4.24)

(B.5.1)
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Ce probléme approché ne prend pas en compte les singularités qui apparaissent au niveau de (0,0) du fait de

la discontinuité de pu.
On cherche le développement raccordé de v° :

Z 0" vp(r, 0) loin du point(0, 0),

6 _ ) neN r
Z 6”Vn(5, ) autour du point (0, 0).
neN

v

On souhaite comparer v, avec u, (champ lointain du probléme exact) ainsi que V;, et U,, (champ proche du

probléme exact). On obtient :

— vy = ug et v; = w1 mais vy # us.

— %:U():OmaisVl#Ul
On sait qu’au voisinage de (0,0), le champ u( peut étre décomposé en série de Fourier :

ug(r,0) = Z co,n " sin(nd)

neN*

On sait également que U; = ¢g,1U1, dans lequel U; est le profil exact : U; vérifie le probléme suivant posé dans

la géométrie normalisée (Q}|r U Q! est la bande normalisée) :

uAUy =0 dans Qipr U Q}F UQL,
ol = [th] =0 sur GL, UG,
Ut ~ Rsin(f) quand R — +oo.

On peut montrer que V; = ¢o1V; ol V; est appelé profil approché :

AV =0,
Vit 59,V =0 swd,
V! ~ Rsin(f) quand R — +oo0.

On peut montrer le résultat suivant :

Proposition B.5.1.

1
Lﬁ — Vl ~ E (ﬁ_l(ul) — £_1(V1)) quandR — 00,

ot L_1(U)=ctqsin(f) et L_1(V1) = ¢*4sin(h).

De plus on a les estimations d’erreurs suivantes :

IV (1’ = 0" 12(@une) < €9,
[u® = v [l 2(Quy < CO%,
YRy >0, 360> 0,5 <o, [[u® =0’ 111(Qii\Bry) < C5°

ot Br, = {(z,y) € R?, \/22 + y2 < Ry} et C est une constante indépendante de 6.

B.5.2 Ajout d’un terme correcteur

(B.5.2)

(B.5.3)

(B.5.4)
(B.5.5)
(B.5.6)

Pour obtenir une condition approchée plus précise, I'idée est de corriger v® par un correcteur H‘S(v‘s) pour que

le comportement de @° = v° + II° loin du point (0,0) soit proche de celui de ug + duy + 62us.
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)

Comme v° = ug + duq + §2vs, il suffit de supprimer v, et de le remplacer par us : on sait que ug — v vérifie :

A(ug — v2) = 0 dans Qipe,

ug — v9 = 0 sur G,

1
U — Vg ~ ECOJ (£_1(U1) — ,C_l(Vl)) .
On introduit donc ds unique solution du probléme :

Adg = 0 dans Qinta

dy = 0 sur G,
1
dg ~ = (Lo1(Uy) = L_10V)).

Ainsi, v0 + 520071d2 se comporte comme ug + dui + 62us.
Il faut maintenant estimer cy ; en fonction de v?. On remarque que, pour 7 < Ry donné (il faut se placer en
dehors du support de f pour que la décomposition en série de Fourier soit valide),

1 s
T Co1 = ;/ ug(r, 0) sin(rd)dé
0

Or, pour § assez petit, il existe 7* < Ry tel que v°(r,0) = ug(r,0) + O(6).
Ainsi,
1

Tr*

Co,1 =

/7r v° (1, 0) sin(r8)dd + O(9).
0

Finalement on choisit donc )

I (v0) = 6%dy (ﬂ'r* /07T v (r, 0) sin(rﬁ)d@) .

La fonction 9° approche donc bien les trois premiers termes du champs lointain du développement asymptotique
de uf.

0 = v + 62d, < 1* / v (r, 6) sin(r@)d@) .
r 0

On a donc bien obtenue la précision souhaitée :
YRy >0, 360 >0, V6 < b0, [[u’ =8| 51(Quni\Bry) < CF° (B.5.7)

Remarque B.5.2. Cette condition approchée n’est pas vraiment satisfaisante puisqu’elle n’est pas calculée
en une fois : on calcule d’abord v° que l'on corrige par la suite & laide de d. La construction de conditions
approchées d’ordre supérieur reste une probléeme que l’on ne sait pas traiter.

B.6 Annexe : construction de 'opérateur Neumann To Dirichlet en
champ proche

Soit le probléme suivant :

AU =0,
¥ =9 (B.6.1)
U(X,—1) = 0.

L’objectif est d’exprimer U(X,0) en fonction de g—g quand U et g sont des séries formelles.

On suppose que g = R"g,(In R) et on cherche U sous la forme

URY)=> R"*U, x(nR,Y).
keN
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On a alors,
2
aég}i;k = —(n —k+ 2)(7’L —k+ 1)Un7k+2 — (27’L — 2k + 5)6RU77,7]€+2 — 812{2Un,k+1,
Up—k(nR,—1) =0, (B.6.2)
U,
2=k = 6hgn(In R).
Famille d;
On définit la famille (v;);en
2 24
8801}20 = 07 %9’021 = —Vj—1,
vp(0) =1, v;(0) =0,
UQ(—l) = 0, Ui(—l) =0.
Expression de U,,_y
Soit g appartenant a P, on définit I'opérateur 1), oy par
Plog — ]Ploga
. _ - - 2 >
Thok: g Ty onlg) = (n . k;i— 2)(n—k+1)g+ (2n — 2k +5)0rg + 0729 Yk > 1,
g sik=0,
On montre par récurrence que la solution du probléme [B.6.2] est & variables séparées et est donnée par
{ un,(InR,Y) = g, (In R)vo(Y),
un—2k(InR,Y) = (Tn—2k)(Tn—2k+2) - - - (Tr—2)gn(In R)) v (Y'),
Finalement,
1 n
U(R7 Y) = Z W(R TvL—Qk(Tn—2k+2 ce Tn—ZTn(gn)))Uk(Y)-
ken |
On peut ensuite montrer (par récurrence) le résultat suivant :
2k rg
R" (Tn—2k(Tn—2k+2 to Tn—QQn)) =R 8R2k (B63)
Finalement,
1
keN
ok 82kg
Poy(9) =R ek vg(0) (opérateur homogene)
Opérateur Neumann to Dirichlet
On utilise maintenant les conditions de sauts suivantes :
Uint(X7 0) — U+(X, 0) == 0,
U (X,0)  LOUL(X,0)
oY A
On passe maintenant aux coordonnées polaires et on obtient les relations suivantes :
1 1 OU;ne(R,0)
Uint(R, 0 — P ) =0 B.6.5
P 0 si k impair,
ko —iPk si k pair,
1 1 8U¢nt(R, 7T)
Uint(R, —P (=——) =0, B.6.6
t( 7T) + Z Rk; k (R o0 ) ( )

k inN

p_ 0 si k impair,
L #%Pk si k pair.
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Résumé : dans cette thése, nous nous intéressons a la résolution des équations de Maxwell dans une
structure périodique constituée d’'un anneau mince de matériau diélectrique de rayon moyen r, & l'intérieur
duquel s’enroulent deux nappes de fils hélicoidaux. L’épaisseur de I'anneau et la distance entre deux fils
consécutifs sont du méme ordre de grandeur J et nous supposons que d est bien inférieur a la longueur
d’onde A\ de l'onde incidente ainsi qu’au rayon moyen r,. La présence des deux échelles § et A rend les
simulations numériques directes difficiles (il est alors nécessaire de mailler la structure a P’échelle du fil). C’est
pourquoi nous construisons des modéles approchés dans lesquels I’anneau périodique est remplacé par une
condition de transmission posée sur I'interface médiane I'. La résolution du modéle approché par une méthode
d’éléments finis est bien moins coliteuse que celle du probléme exact car il n’y a plus besoin de mailler les
fils. La construction des modéles approchés repose sur un développement asymptotique de la solution en
fonction du petit paramétre §. Nous utilisons une méthode couplant les techniques d’homogénéisation et des
développements asymptotiques raccordés. Les conditions de transmission approchées se construisent alors a
I’aide du développement asymptotique tronqué. Nous accordons une attention particuliére & la stabilisation des
modéles approchés ainsi qu’a leur justification théorique. Enfin, nous validons nos modéles par des simulations
numériques.

Mots clés : développements asymptotiques raccordés, homogénéisation périodique, conditions de transmis-
sion approchées, équations de Maxwell, équation de Helmholtz.

Abstract : This work is dedicated to the study of asymptotic models associated with electromagnetic
waves scattering from a complex periodic ring. This structure is made of a dielectric ring which contains
two layers of wires winding around it. We are interested in situations where both the thickness of the ring
and the distance between two consecutive wires are very small compared to the wavelength A of the incident
wave and the diameter of the ring. One easily understands that in these cases, numerical computation of the
solution would become prohibitive as the small scale parameter (denoted by J) goes to 0, since the mesh used
needs to accurately follow the geometry of the heterogeneities. In order to overcome this difficulty, we shall
derive approximate models where the periodic ring is replaced by effective transmission conditions on the
interface I'. The numerical discretization of approximate problems is expected to be much less expensive than
the exact one, since the mesh no longer needs to be constrained by the small scale. From a technical point
of view, these approximate models are derived from the asymptotic expansion of the solution with respect
to the small parameter §. Our method mixes matched asymptotic expansions and homogenization. We build
the approximate transmission conditions from the truncated expansion. We pay particular attention to the
stabilization of the effective transmission conditions. Error estimates and numerical simulations are carried out
to validate the accuracy of the models.

Keywords : matched asymptotic expansions, periodic homogenization, approximate transmission conditions,
Maxwell equations, Helmholtz equation.
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