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"Le savoir est une attitude, une passion. C'est méme, ay torel

attitude illicite : comme le goQt de I'alcool, de I'érotisnoel de la violence, le
besoin de savoir entraine la formation d’'un caractére q@st’plus en
équilibre. Il est tout a fait faux de dire que le chercheur muive la vérité,

c’est elle qui le poursuit. Il la subit."

"C’était un douteur. L'incertitude de sa science lui avatélé 'incertitude
de tout savoir. Il aurait aimé devenir une personnalité atideit, a ses

meilleures heures, que le paralysant désordre de touteshieses qui
relevent, peuvent relever un jour, ou ne reléveront jamaig&l veérité, ne

permettait plus que la vaine stérilité de la subjectivitégiu

Robert MusilL'Homme sans qualités1932.
Traduction francaise P. Jacottet, 1956.

"Toute parole tend a fixer quelque chose qui semble désiadredfixé, et
périr de I'étre. On ne peut donc ni se taire, ni parler, sanssgiger

perpétuellement.”

Philippe Jacottet|"obscurité¢ 1961.
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Introduction

L'essentiel des travaux de recherche présentés ici troleenorigine dans le domaine de I'acous-
tigue musicale et plus spécificiguement du sons émis et Beatigins des instruments de type cymbale
et gong. Ces instruments, de la famille des percussionsegtauclasse parfois parmi les idiophofes
sont de prime abord trés simples, comparés a d’'autres insiris de musique dont la facture présente
une complexité apparente plus grande (systémes de clefisstiesnents a vent type fl(tes, clarinettes et
saxophones, table d’harmonie et systéme de mise sousrehsjeu de cordes du piano, ...). Cependant
cette simplicité cache une complexité uniguement due arlamjque des vibrations mises en jeu, et pour
lesquelles le terme de non-linéarité géométrique joue lenardicial : le négliger reviendrait a dter a ces
instruments toute la brillance de leur timbre ainsi que feg®typiques qu’on leur connait : glissements
de fréquences, explosion fréquentielle due a un enriahissespectral quelques millisecondes aprés la
frappe, etc. L'oreille étant trés sensible aux qualités dvlution temporelle du spectre (donnant la
couleur et le timbre typique de chaque instrument), toumktsuments de musique ont une non-linéarité
dans leur mode de fonctionnement permettant de faire Martenbre en fonction des parametres de jeu.
Cette non-linéarité est bien souvent contenue dans le riséoard’excitation. Pour les cymbales et les
gongs, c’est une non-linéarité distribuée, due aux graadgsitudes de vibration, et donc intrinseque a
la dynamique vibratoire, qui est en jeu.

Ainsi du point de vue de la mécanique, modéliser et simulersdas de cymbales et de gongs né-
cessite au préalable une étude des modéles de plaques efuds coinces, en régime non linéaire géo-
métrique,i.e. pour des lois de comportement matérielles élastiquesile®at des grands déplacements
(typiguement pour les structures minces, on observe dewptnes non linéaires lorsque I'amplitude
de vibration est de I'ordre de grandeur de I'épaisgeurC’est ainsi que, partant des cymbales et des
gongs, je me suis intéressé aux modéles de plaques en nairdigg&ométrique. Les hypothéses de
von Karman pour les modéles de plagues minces, ou l'inastigiludinale est négligée et les termes
membranaires se retrouvent via une fonction d’Airy, ontudilisées, puis étendues aux cas des coques
minces, peu profondes, a géométrie de calotte sphériqudeaia rapprocher du cas des cymbales (pour
les coques on parle alors de modéle de Donnell peu profonthanléle de Donnell-Mushtari-Viasov,
méme si les hypothéses sont celles du modéle de von Karmangsoplaques). Ce travail a été mené
en collaboration avec Olivier Thomas, depuis nos thésgsectises [T1][156]. Ces modeéles sont par
ailleurs trés utilisés en ingénierie et interaction flustie/cture, pour des problemes de stabilité, de vi-
brations sous écoulement, de flambage, ce qui m’a amenédrééterchamp des investigations, et plus
particulierement de m’intéresser a la réduction de modelede travailler sur des panneaux a double
courbure et des coques circulaires cylindriques, avecylpsthéses de Donnell (coque peu profonde et
inertie membranaire négligée), ou avec des modeéles pluplegas ne négligeant pas l'inertie longi-
tudinale (modéles de Donnell profond, modéles de FliggéetByrne), en collaboration avec Marco
Amabili. Enfin récemment, une collaboration avec Domini@lepelle et le groupe MACS de I'IN-
RIA m’a permis de m'intéresser aux cas des coques disogétigar éléments finis, avec cinématique
de Reissner-Mindlin [41], donnant ainsi une vue encore gérgrale sur les modéles existants et leurs
différents niveaux de traitements numériques.

lidiophone :instrument dont le matériau lui-méme produside lors d’'un impact, soit par un instrument extérieur (c@amm
une baguette), soit par une autre partie de I'instrumentigine. Les idiophones (appelés aussi autophones) segdistindes
instruments a cordes (cordophones), a membrane (memlh@meg) et & vent (aérophones).
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Du point de vue phénoménologique, les cymbales et les gadggemtent une richesse de compor-
tement qu'il a fallu analyser et comprendre. La clef a éténdenpar une expérience ou l'on excite
harmoniquement une telle structure avec une force d’angaitroissante. On voit alors apparaitre deux
bifurcations trés nettes, marquant trois régimes distjrabnt le dernier est chaotique et se caractérise
au niveau perceptif par un son trés proche de celui obtenuagie e jeu normal, lorsque la cymbale
ou le gong est frappé vigoureusement par une mailloche obamgeette. Le régime chaotique présente
une spectre de vibration large bande, et son étude m’a amariataresser a la turbulence d’ondes (ou
turbulence faible). Contrairement a la turbulence pleigentéveloppée ou il n'y a pas de relation de
fermeture sur la hiérarchie des équations des moments etl@nts, la théorie de la turbulence d’ondes
donne des développements analytiques possédant unedegraeprédit des spectres théoriques.

L'étude de la premiére bifurcation a quant a elle été menéa &sme, mettant en évidence, tant ex-
périmentalement que théoriquement, la prépondéranceégdesances internes pour expliquer les trans-
ferts d’énergie intermodaux que I'on observe. Un élémeaftpdur la compréhension et la simulation de
ces régimes périodiques et quasi-périodiques a été leapparhent de modéles d’ordre réduit fiables
qualitativement et quantitativement. Ceci a été mené ealdgpant le concept daode non linéaireen
théorie des vibrations, toujours en non linéaire géométrityne grande partie de ce document est consa-
crée aux modes non linéaires, sur lesquels j'ai développéméthode de calcul fondée sur la théorie
des formes normales, dont I'exploitation a permis de monteenombreux résultats, en vibration libre
(prédiction de la tendance de non-linéarité) et en vibnatimrcées (développement de modéles d’ordre
réduit fiables et performants pour des amplitudes modérées)

Ainsi I'acoustique musicale et le son des cymbales a menéraw®erches vers de nombreuses
contrées dans lesquelles je ne pensais pas initialementaneeper. La présentation retenue pour ce
document fait la part belle a la mécanique vibratoire afin dén@en exergue la généralité des probléemes
étudiées, si bien que le son des cymbales et des gongs n’plugsgfu’un lointain écho que le lecteur
avisé saura retrouver entre les lignes. La simulation strithgése sonore de sons de cymbales et de gongs
étant néammoins toujours d’actualité pour des projets darffistur proche, cela sera mentionné dans les
perspectives.

Le premier chapitre du document donnera les hypothésesiatiéas principales des modéles étu-
diés : modéles de von Karman et Donnell peu profond pour Egugls minces parfaites et imparfaites
et les coques sphériques, modeles avec inertie de membranéep panneaux a double courbure et les
coques circulaires cylindriques. Le second chapitre seli@rement consacré aux modes hormaux non
linéaires. La méthode sera présentée et replacée daréfatlite, puis les résultats importants obtenus
seront montrés. Le troisiéme chapitre sera consacré ansitica vers le chaos. Les relations de réso-
nance interne et deux couplages forts typiques seronéitutiéoriquement et expérimentalement. Enfin
le régime chaotique sera étudié pour une plaque de trésagatichensions pour laquelle le régime de
turbulence d’ondes est bien établi.
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Résumé

Les travaux présentés dans ce mémoire concernent leseitsabn linéaires géométriques (grande
amplitude) des milieux minces, et plus particulieremestglaques et les coques. Le premier chapitre
présente les modéles utilisés dans le document, en rapfeddrypothéses qui président a leur établisse-
ment. Les modéles de von Karman pour les plagues minces, meeldlushtari-Vlasov pour les coques
peu profondes, ainsi que de Donnell pour coques profondes {aertie de membrane), et de Fligge-
Lur'e-Byrne sont présentés pour des plaques circulairefaifes et imparfaites, des coques sphériques
peu profondes, des coques circulaires cylindriques et aesgaux a double courbure. Le chapitre 2 est
entierement consacré a la théorie dasdes non linéairet a son application pour établir des modéles
d’ordre réduit pour les vibrations de coques en non linégéemétrique. La définition d’'umode non
linéaire (MNL) comme variété invariante de I'espace des phases ppelée, puis une méthode, fon-
dée sur la théorie des formes normales, et permettant dderadésément les MNLs, est présentée. Son
application au cas des vibrations libres montre qu’ellenatra moindre colt une prédiction juste de la
tendance de non-linéarité (comportement raidissantgtiseant). L'utilisation des MNLs comme base
réduite montre son excellent comportement pour diminuastadfuement le nombre de degrés de libertés
(ddls) pour le cas des vibrations forcées, harmoniquessselfeéquence. Le chapitre 3 traite de la transi-
tion vers le chaos observée lorsqu’on augmente I'amplitiide forcage harmonique pour les structures
minces. Le cas générique observé a partir de nombreuseasamqas est d’abord rappelé, montrant deux
bifurcations nettes menant d’'un régime périodique a unen@gyuasi-périodique, puis chaotique. La
premiére bifurcation est analysée théoriguement et exétalement pour les cas particuliers de deux
résonances internes. Enfin le régime chaotique est étudié@du formalisme de la turbulence d’ondes.

Abstract

This dissertation is devoted to geometrically non-lindarge-amplitude) vibrations of thin struc-
tures, with a special emphasis to the case of plates andshiék first chapter introduces the models
used in the document, recalling the basic assumptions #gyn. Von Karman model for thin plates,
Donnell-Mushtari-Vlasov model for shallow shells, Dorgethon-shallow theory with in-plane inertia,
and Fligge-Lur'e-Byrne theory are presented for perfect iamperfect circular plates, shallow sphe-
rical shells, circular cylindrical shells and doubly-cedvpanels. Chapter 2 is entirely devoted to the
application of Non-linear Normal Modes (NNMs) in vibratidineory, with a special emphasis to their
use as reduced-order models for geometrically non-lif@arstructures. The defintion of a NNM as an
invariant manifold in phase space is recalled. Then a melbgg is presented, which is based on the
normal form theory, and allows one to compute easily andieffity all NNMs in a single operation.
Reduced-order models based on NNM formalism are then dkforahin shells, showing their excellent
behaviour in the case of low-frequency, forced harmonicatibns. Chapter 3 is concerned with the
transition to chaos, obtained as one forces harmonicalynashells with an increasing amplitude. The
generic case, which has been observed in numerous expésinvéh various shells, is recalled. Two
bifurcations are obtained, leading from a periodic to a gpasodic then finally to a chaotic regime.
The first bifurcation is analysed theoretically and experntally, for the particular cases of two specific
internal resonances. Finally, the chaotic vibration isligtd in the framework of wave turbulence.






CHAPITRE 1

Plaques et coques minces

Dans ce chapitre sont introduits les modéles principauxlagups et de coques minces en grands
déplacements qui seront utilisés par la suite. Le cadrergiérsét celui des vibrations non linéaires
géomeétriques. On supposera donc que les déplacementgaaas gnais que le matériau reste élastique
linéaire. La section 1 montre alors que, dans le cadre gédén&lasticité tridimensionnelle, les non-
linéarités apparaissant dans les équations du mouvemarde®fonctions quadratiques et cubiques du
déplacement.

Les sections suivantes donnent les équations pour lesumilignces bidimensionnels, non-courbés
(plaques) et courbés (coques). Dans le cas des plaquegpldetide von Karman est utilisée. Pour les
coques, le modele de Donnell-Mushtari-Vlasov (équivadent hypothéses de von Karman) est présenté.
Enfin des cinématiques plus complexes, ou l'inertie mendram’est pas négligée, sont introduits.

Pour chacun des modeéles présentés, |'étape de disciaigat exposée. Une méthode de Galerkin
est utilisée, ou la base de fonctions de discrétisation @apl est généralement la base des fonctions
propres de I'opérateur linéaire. Pour le cas des plaquearfaifes et des modéles avec inertie de mem-
brane présentés section 4, il est plus simple d'utiliserfdestions ad-hoc, ce qui entraine I'apparition
de termes de couplage linéaire.

Les modéles rappelés ici sont classiques dans la littéragtit’'on peut se référer a [42, 43, 44, 48,
52,69, 87,94, 112, 148, 167] pour plus de détails. Pour caerdent, nous hous sommes surtout inspirés
des travaux suivant : [R2,R6,R12] et [8, 156, 157]. Afin de aygpeler que les résultats essentiels, les
notations usuelles et évidentes ne seront pas rappelées.

1. Non-linéarités géométriques

En notantU le déplacement tridimensionnel, le tenseur lagrangienddéésrmations de Green-
Lagrangee s'écrit e = 1 (VU + V'U + V'U.V U), il est quadratique en fonction du déplacement.

En élasticité tridimensionnelle, la dynamique est donrge div(E . ) + f = p%%g, ouUF =1+VU

est le tenseur gradient de transformatianest le second tenseur lagrangien des contraintes de Piola-
Kirchhoff, et f représente les efforts volumiques externes. En supposanatériau élastique linéaire,
les contraintes sont reliées aux déformations par la oeldinéairer = A : e, si bien quer contient,

de la méme maniére qug des termes linéaires et quadratiques en dé:placement. Edergnadient de
transformation est linéaire en déplacement, I'équatiola dgnamique montre bien que les non-linéarités
apparaissant sont polynomiales, d’ordre deux et trois ptadément.

2. Plaques minces parfaites et imparfaites

Dans cette section est rappelé le modele de von Karman peptdgues minces. Dans tout ce qui
suit le matériau est supposé élastique linéaire. De norabsduypothéses président a I'établissement du
modele, dont les plus notables sont la simplification opéetes la relation déformation/déplacement,
ou seuls quelques termes sont retenus ; ainsi que I'omiskdiinertie de membrane, ce qui permet
I'introduction d’'une fonction d’Airy. Les résultats done® par le modéle de von Karman sont excel-
lents pour les plagues minces [173], cependant lorsquaitéeur augmente, il convient de réintroduire
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I'inertie membranaire, voire le cisaillement en adoptamt ginématique type Reissner-Mindlin, ce qui
complexifie grandement les équations du modéle.

2.1. Modele de von Karman.

H1: Les hypothéses de Kirchhoff-Love sont supposées vérifiteg segment reste droit et per-
pendiculaire a la surface moyenne lors des déformations. i@glique en particulier que le
cisaillement est négligé. De plus les angles de rotatiohs@posés petits et sont linéarisés, ce
qui permet d’écrire le déplacement de tout point de la plagu@nction des trois déplacements
(u,v,w) de la surface moyenne.

H2: Le déplacement transverseest de I'ordre de I'épaisselr, les déplacements longitudinaux
(u,v) sont d’'un ordre inférieur.

H3: Dans la partie membranaire du tenseur de Green-Lagrangee dcseuls les termes non
linéaires dépendant deseront retenus. Cette hypothése peut étre vue comme urégcense
de la précédente. Elle est justifiée par des développemsyrgptotiques [43, 44, 112, 156].

H4: Le terme de contraintegzz est négligé (hypothése de contraintes planes). Les termes d

contraintes de cisaillement= (Em’ Qyz)t sont aussi négligés, sauf dans les équations d’équi-

libre en résultante, ou I'effort trancha} = ff,/jz 7dz est relie aux moments de flexion
M = ff,/jz 2zdz par la relation suivante (en I'absence de moments extériappliqués)
[8, 69, 156] :Q = divM.

H5: Linertie de rotation est négligée.

H6: Linertie membranaire est négligée. Side plus il n'y a padfdits extérieurs longitudinaux,
I'équation d’équilibre des composantes membranairesis'@icnplement : diw = 0, avec

N = ff{l% 7dz le tenseur (bidimensionnel) des forces de membrane. Orapmstintroduire

une fonction d’Airy F' definie parN. = AF1 — V VF et vérifiant divV. = 0. Pour clore le
systeme et obtenir une formulation én, F') uniguement, il faut introduire une condition de
compatibilité (analogue des conditions de Beltrami) relid aw.

Finalement les équations dynamiques du modele de von K&'édtivent, en tenant compte d’'un amor-
tissement visqueupw et d'un forcage externg(z, t) :

DAAw + phtiv = L(w, F) — pi + p(z, t), (1a)
Eh

ou D = Eh3/12(1 — v?) est la rigidité en flexion ef. un opérateur bilinéaire qui I'on peut écrire en
coordonnées intrinséques [156, 157] :

L(w,F) =AFAw—YVF:VVuw, )

2.2. Plaque circulaire a bord libre. L'article [R2] traite le cas spécifique des plaques circesia
bord libre. Les modes proprds,(r, #) de la plaque sont alors donnés par une combinaison de fosctio
de Bessel pour la partie radiale et de fonctions sinus/aespour la partie orthoradiale. Il est & noter
gue les modes se caractérisent par un nombre de diametragxioet un nombre de cercles nodaux
les modes tels que = 0 sont axisymétriques. Les modes p@up 1 sont asymétriques et dégénérés a
cause de la symétrie de révolution : & une fréquence proprespmnd deux déformées modales, I'une
en sinus, l'autre en cosinus.

Afin de se ramener a un ensemble d’équations aux dérivéesaorti (EDOSs), le déplacement est
décomposé sur la base des modes propresr0,t) = > X, (t)P,(r,0), que I'on insére dans les
équations (1) adimensionnées. Pour résoudre I'équatiaomgatibilité (1b) un développement modal
de la fonctionF' est aussi introduit, le calcul montre que les modes asssoiéeux de la plaque a bord
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encastré, noté¥,. Tout calculs faits, la dynamique s’exprime finalement camm probléme temporel
pour les amplitudes modales, (¢) :

Xp(t) +wp Xp(t) =€ Z R Xa(t) X;(8) X5 (1) = 20y Xp(t) + Qp(t) | ()
i,j,k=1

olie = 12(1 — v?) quand le déplacement est adimensionné par I'épaigsdum amortissement modal a
été supposé)), est la force modale, et les pulsations propres et les caefticnon linéaires sont donnés
par les formules suivantes (en supposant les modes nornékedeorte quef [ @2 dS = 1) :

(S)

u) = CI) AACP ds, 4
// (4)
W =5 €b // (@, ;)T dS//<I> L(®y, ) dS . (5)

b 1 (S)

Comme annonce section 1, les non-linéarités sont polyriesmlb:l seul un terme cubique apparait dans
les équations, conséquence de la parfaite planéité : uoe fansverse appliquée vers le haut ou vers
le bas doit donner un déplacement opposé mais égal en védlsoiua [C6]. Cette symétrie est rompue
pour les coques (ou dés que I'on introduit une imperfecti@mmgétrique) ou apparaissent alors des termes
quadratiques.

2.3. Imperfection géométrique. L'article [R16] et la thése de Cédric Camier [37] considéren
cas d'un défaut de forme (imperfection géométrique a étairéeontrainte nulle, notey(r,#)), pour
une plaque a bord libre. Les équations (1) deviennent alors :

DAAw + phivy = L(w, F) + L(wg, F) — ciir + p, (6a)
AAF = _%h[L<w,w> 1 2L (w, w)). (6b)

En projettant ces EDPs adimensionnées sur la base des nrogesspde la plaque parfaite, on obtient
le systéme d’EDOs :

NIU Nw NIU
X, +wlX,=¢ [ SoalXi+ > XX+ > WD XXXy 4 20X, — Q- @)
i=1 ij=1 ij,k=1

Le coefficient cubiquéﬁi’jk intervenant dans cette équation est celui de la plaqueiteaf®. Les nou-
veaux coefficients de couplage linéairf et quadratiqueﬁ’fj qui apparaissent s’expriment analytique-
ment en fonction dehfjk est des coefficients,, de la projection de I'imperfection géométrique sur la

base de®,, selon I'expression wy(r, §) = S0 a,®,(r, §), soit :

No Np
=> > 2 aas, (8a)

r=1s=1
No
B = (hE, + 207 )as (8b)

s=1

Ainsi, a partir des caractéristiques linéaires et non Ineéade la plaque parfaite, on peut calculer analy-
tiguement les caractéristiques de n'importe quelle planumarfaite. La figure 1, tirée de [R16], montre
le résultat d’un calcul de fréquences propres pour un défgant la forme du premier mode axisymé-
trique de plaque parfaite, d’amplitude,,, ;) croissante. Le calcul est comparé avec une solution par
éléments finis concordante.



TPPY P

Wm(o,1) /h [adim]
[6)]

0 20 40 60 80 100 120 140
Angular frequency- Q [adim]

Fic. 1. Evolution des fréquences propres d’'une plague ayaniroperfection de la
forme du mode (0,1), d'amplitude,,, o 1) croissante. Comparaison entre le modéle de
plague imparfaite (0) et un calcul par éléments finis (CASTEMmMents DKT, trait
plein).

3. Coques minces peu profondes

Pour les coques, les hypotheses (H1)-(H5) de la théorie W&&oman peuvent étre reconduites, on
obtient alors le modéle de Donnell [8, 48]. Si de plus on rgdhiypothése (H6), on obtient I'équivalent
rigoureux du modéle de von Karman, souvent appelé dansdeliire modéle de Donnell peu profdnd
valable tant que la courbure est faible, sinon l'inertie rheamaire ne peut plus étre négligée.

3.1. Coques sphériguesCette section reprend des résultats de [R6] pour une codnégigpe peu
profonde. En notank le rayon de courbure de la coqueson épaisseur atson rayon, les hypothéses de
von Karman (ou le modéle de Donnell peu profond) méenent auaténs suivantes pour la dynamique :

DAAZU—F%AF—F,OFMD =L(w,F) — cw + p(z,1), (9a)
AAF—%AU}:—%L(U},U)). (9b)

On peut noter dans ces équations que le couplage entre lesements longitudinaux et de flexion a
lieu ici dés le stade linéaire, contrairement aux plaquesstide plus remarquable que ces équations,
généralement admises dans la littérature comme le modé&eqie sphérique [8, 56, 62, 64, 82, 171],
sont en fait valables pour une géométrie non pas sphériqisepabolique : ceci a été démontré dans
[R16][37] en introduisant un défaut sphérique dans les timps (6), on se rend alors compte qu'il ne
faut conserver que le premier terme du développement spigé(ierme parabolique) pour retrouver les
équations (9).

Les articles [R6,R8] donnent les caractéristiques limdadt non linéaires pour le cas d’'un bord libre.
Les modes propres,,(r, §) s'écrivent a partir de fonctions de Bessel et de Kelvin [R&]déplacement
transverse est développé sur cette base, la fonction dAsyr une combinaison des fonctions propres

IDonnell’s non-linear shallow shell theory dans la littératanglo-saxonne.
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du probléme de membrane a bord lilirg et encastrél’;. Le probleme linéaire associé a (9) ne dépend
4

que d'un seul paramétre géométrique appelé rapport d'asiEfmi pars =
I'évolution des fréquences propres lorsque I'on augmentmurbure.

#. La figure 2 montre

2,0 .30 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 100 11,0 120 411 21

=or ) ) ) ) Y ) )
SN 1.2
//////// ‘é’l
3000 / (/\2’2
7™~_0,3

2500 —

2000 -

Aspect ratio: k [adim]

1500 /1

v
v
Ve
77
Y
77
77
1000 ,
77
77
e
e
77
'/

500 - s

I
8 100 120 140 160 180 200
Angular frequency - D [adim]

FiG. 2. Pulsations propresy, (sans dimensions) pour une coque sphérique peu pro-
fonde de rapport d'aspest et pourr = 0.33. Quandx = 0, le rayon de courbure est
infini, nous avons donc affaire & une plague. Augmenter 0 revient a augmenter la
courbure de la coque.

Le probléme adimensionné, sans amortissement ni forcagjetéosur la base propre s’écrit au final :

. +00 400 +00 +00 +00
Xp+wpXp+eg > Y AXiXj+e > > > TP XiX;X, =0, (10)
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

olg, = 12(1 — v?)y/k ete. = 12(1 — v?) proviennent de 'adimensionnement. Les coefficients de
couplage non linéaire s’écrivent :

+o00o
1 1
- _// @, L(®;, W) dS — 5> —4// L(®;, ®;)T, dS// o, AT, dS, (1)
S1 b=1 fb S1 S1

+o0
1 1
P]z?jk = — g = // L(®;, ®;)Y, dS// CI)pL(CI)k,Tb) ds. (12)
2 =1 & S1 S1

3.2. Coques circulaires cylindriques.Les hypothéses du modéle de Donnell pour les coques peu
profondes i(e. en négligeant l'inertie membranaire) peuvent étre repnsrur traiter le cas des coques
circulaires cylindriques, pourvu que 'on se limite a I'deudes modes tels que le nomhrel’'ondes
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circonférentielles (le nombre de lignes nodales est alo)s@it tel quel /n? < 1, soitn > 4 ou 5 [8].
Le modele de Donnell s’écrit alors, en coordonnée cylingriq

. . 1 9°F 1 [0%F 9%w O’F 9w 9?F 0*w
DARJwchid +phb = [ =p+ 555+ 7 [892 92~ 2ozo00z00 * oa2 ggz |0 13
1 1 0%w 2w \° 0w 0w
L Aarp——_1 _Pw PPw X
Eh Row® [(R@:U@H) 022 R2892}’ (130)

ou le déplacement transverse est pris positif lorsqu’idasgé vers le centre de la coqug représente
un effort extérieur (type forgage localisé)ateprésente la pression due a I'interaction éventuelledtuid
structure lorsque la coque est remplie d’eau.

Ici nous reprenons la discrétisation proposée dans [6,,8138], pour des conditions aux limites
simplement supportées. C’est ce modéle qui sera utiliséhapitce suivant, utilisant des résultats de
[R9,R10]. Le déplacementi est développé sur la base des modes propres :

3 4
w(z,6,t) = Z [Apn ien (t) cos(knb) + By, o (t) sin(kn@)] sin( Ay, z)+ Z Am-1),0t) sin(A2m-1)7),

m=1

=

' (14)
oun est le nombre d’'ondes circonférentielles,le nombre de demi-longueur d’ondes longitudinales,
Am = mn/L; An n(t) €t By, »(t) sont les coordonnées généralisées. Dans le cas d'une cagpéer
d’eau, un modéle de fluide inviscide, incompressible etationnel permet de donner une expression
simple de la pressiop en fonction des coordonnées modales, cf. [6]. Au final, si Fenomme les
coordonnées A, ,,, B, } par X,,, on retrouve bien des équations d'oscillateurs non liegaiouplés
avec termes quadratiques et cubiques, semblables awioigugltO). Les détails du calcul menant aux
EDOs sont donnés dans [6, 10, 12], sans toutefois donneroumeilie analytique pour les coefficients
non linéaires.

4. Modéles avec inertie de membrane

4.1. Cinématiques et Méthode LagrangienneCertaines des hypotheses les plus fortes des mo-
déles de von Karman et de Donnell-Mushtari-Vlasov peuvertlévées, ce qui prend particulierement
du sens lorsque I'on considére que I'épaisseur n'est plopEtement négligeable, ou que la courbure
des coques devient trop grande. L'inertie de membrane pesit&re conservée dans les équations du
mouvement, qui alors ne s’expriment plus en fonctior{«eF’) mais des trois déplacemertts, v, w).
L'article [173] montre que, pour le cas des plaques, l'ieede membrane est absolument négligeable
tant que I'épaisseur ne dépasse pas 1/20 des dimensiomddaté

Dans les cas des coques profondes il convient aussi de neddgliger I'inertie longitudinale. L'ar-
ticle [2] montre l'effet produit sur les fréquences propremdis que les réponses non linéaires sont
montrées dans [5]. Enfin, la simplification opérée dans ktioel déformation/déplacement (hypothése
H3 du modéle de von Karman) peut aussi étre revue afin d'iniredles cinématiques plus complexes.
Divers modeles ont été proposé dans la littérature, parsguieds on peut citer ceux de Novozhilov,
Sanders-Koiter, Fligge-Lur'e-Byrne...

Les sections suivantes exposent trés brievement les gexttdu modéle de Fligge-Lur'e-Byrne
et donnent la discrétisation utilisée pour le cas d’'une eogjtculaire cylindrique, ainsi que pour un
panneau a double courbure : ces modeéles ont été utilisé§RiaPket seront repris au chapitre suivante.

4.2. Coque circulaire cylindrigue. Dans le modéle de Flugge-Lur'e-Byrne, I'inertie membramai
est retenue. La cinématique est complexifiée par la priserapi® d’'une dépendance linéaire en fonction
de la coordonnée transvers@our les déplacements longitudinauet v, la référence [8] en donne les
détails.
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Les équations sont ensuite obtenues par une méthode Lagraedb, 8], pour une coque circulaire
cylindrique aux bords simplement supportés. Comme les tiéplacementéu, v, w) sont conservées
dans la formulation il est plus aisé d'utiliser une base aetions ad-hoc plutét que la base modale pour
discrétiser les équations. Ici les développements soisuigants :

2

u(z,0,t) = Z [u1 5,c(t) cos(5kE) + uy 51 5(t) sin(5k0)] cos(Az)
k=1

+ Z UQm,LQ(t) COS()\mel SC) + 1, (15a)

2
v(z,0,t) = Z [V1,5k.c(t) sin(5kO) + vy 5 5(t) cos(5k0)] sin(Az)
k=1
+ [v3.10,c(t) sin(100) + v3 10,5(t) cos(100)] sin(Azx), (15b)
2
w(z,0,t) = [wi5.(t) cos(58) + w5 5(t) sin(50)] sin(Az) + Z Wam—1,0(t) sin(Agm—1 ), (15C)
m=1
ou )\, = ™%, etu et un terme non linéaire ajouté afin de satisfaire exactetaerandition N, = 0.
C’est un modele a 16 degrés de libertés (ddls), dont la cgenee a été étudiée dans [5] pour le régime
forcé au voisinage de la fréquence propre du mode (1,5).

Les équations discrétisées sont :

P P P
Cjp + 2<pwp(2p + Z Zf%’ + Z Zf‘ijin + Z Z£j7inQJ’q}c = fp COS(Wt)- (16)
i—1 ij—=1 ivj k=1

ouq = [Umn, Umn, wmm]T est le vecteur des coordonnées généralisées regroupancdesiues
introduites par (15). Un terme de couplage linéaire esigmtédans les équations puisque la base modale
n'a pas été utilisée pour la projection.

4.3. Panneau a double courbureUn panneau a double courbure hyperbolique paraboloide (les
rayons de courbure principau, et R, étant tels que?, = —R, ), utilisant la cinématique de Donnell
pour coques profondes a été utilisé dans [R12]. Les congit@wix limites sont simplement supportées ;
les fonctions de base utilisées pour la discrétisation sont

qﬁgﬁf?n(x, y) = cos(mmx/a)sin(nwy/b), (17a)
qﬁ(mv?n(x, y) = sin(mnx/a) cos(nwy/b), (17b)
qbg;fj)n(x, y) = sin(mmx/a) sin(nmy/b). (17c)

Deux termes non linéaires et v sont ajoutées aux équations (17a) et (17b) afin que les comalhux
limites soient identiquement vérifiées [7]. Les équationsrobuvement sont semblables a (16). Dans la
suite du document, reprenant [R12], 22 fonctions de baserstanues pour discrétiser le panneau et

étudier ses V|brat|ons forcées au v0|smage du mode fonokame sav0|r (bl 1 : ¢1 3 g“’l) g“;Q (1“1)

¢31’¢13 33’ ¢51’¢35 53’ ¢11’¢31’ 13’¢33’¢15 51’ 35’¢53
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CHAPITRE 2

Modes normaux non linéaires

1. Introduction : réduction de modeéles

Une des difficultés principales auxquelles on est confrentgibrations non linéaires réside dans le
grand nombre de degrés de liberté (ddls) qu'il faut consetta@s les modeéles afin de pouvoir fournir
des prédictions correctes, tant qualitativement que gatmement. Ceci est la conséquence directe
du couplage non linéaire des coordonnées modales. |l efteréme double difficulté. Premiérement
I'analyse et la compréhension des dynamiques observéé£pelobscurcie par la grande dimension
de ces modeles, qui masque des phénomenes que I'on estecdpatdmprendre par comparaison avec
des situations simples exhibées par des cas générique®numlve dans la théorie des bifurcations
de codimension petite, ou I'analyse d'oscillateurs nodines canoniques (équation de Duffing, de
Mathieu, de Van der Pol, ...). Deuxiémement les colts deucalemérique associés sont rapidement
prohibitifs. La recherche deodéles d’ordre rédujicomportant un petit nombre de degrés de libeetié
ayant la capacité de produire des prédictions correctedogst un enjeu majeur. Cette recherche peut
étre ramenée a celle d'une base optimale, capturant au pdansg I'espace des phases, les dynamiques
du systeme étudié. Par cette définition, on sent d’'ores atqiég ces bases devront avoir une capacité
d’adaptation afin de rendre compte des éventuels changements de dyrewigudes bifurcations.

La littérature sur le sujet est extrémement vaste et aboadas méthodes proposées différant beau-
coup selon les cas d'applications, les modéles numériqiileses, le niveau de modélisation. En dy-
namique, la premiére idée consiste a utiliser la base degsnamapres du probleme linéarisé, ce qui
donne déja lieu a une réduction substantielle du nombre gi€slele liberté mis en jeu lorsque les EDP
de départ sont discrétisées par des méthodes de type édimentCette méthode est trés classique en
vibrations linéaires, cf. par exemple [19, 109, 113, 13@tt€base a de plus le bon go(t de posséder
des bonnes propriétés, en particulier elle découple lesetelinéaires. Cependant, en incluant les non-
linéarités géométriques, cela reste encore insuffisantigecdes termes de couplage non linéaire et la
perte d’'invariance des sous-espaces propres qui en ré3idigres méthodes tentent alors de remédier
a cela en optimisant la variance entre une base orthogonatdes directions sont les inconnues, et un
nuage de points obtenus par une simulation directe ou pamynggience. C’est le principe de la méthode
POD (pour Proper Orthogonal Decompositiprgui est trés largement utilisée dans tous les domaines
de la physique, et dont l'article [91] propose une vue d'emse pour les applications relatives a la
dynamique des structures.

Les avantages de la méthode POD sont nombreux, ce qui exmiou succés Outre sa facilité
d'implémentation, elle possede de plus une trés granddessgpde par sa capacité a s’ajuster au mieux
aux données du probléme. Mais cet avantage peut aussi égenvme un double inconvénient. Pre-
miérement car le modéle réduit s'applique parfaitementdannées utilisées, mais un changement de
dynamique modifie le nuage de points, si bien qu'il faut al@salculer une base POD. Deuxiéme-
ment, dans un contexte de modéle mathématique, on aimetaibip se passer de la donnée d'une série
chronologique d’'observation afin de pouvoir étre en mesareadculer le modeéle réduit : une stratégie

INous décidons ici de conserver I'acronyme anglais POD ciriee s’est popularisé sous cette forme aussi en francais,
cela étant peut-étre aussi di a un manque de traductiofaisstige.

2Quantitativement la littérature sur les modeles réduitsrés largement dominé (a plus de 75% au bas mot) par I'appli-
cation de la POD et ses variantes.
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n'utilisant que les propriétés intrinséques des opérat@pparaissant dans les EDPs de départ permettrait
en effet d’effectuer une opération de moins.

Lesmodes normaux non linéair€sINL) permettent de pallier un certain nombre de ces linota.
Comme nous le verrons par la suite c’est une méthode comp@tenon linéaire. La base optimale
déduite est courbée dans I'espace des phases, et elle sk aalquement a partir des propriétés du
spectre de I'opérateur linéaire des EDPs. Un bon point cBenpour ces méthodes non linéaires (issus
généralement de la théorie des systémes dynamiques @égaigairiantes et inertielles) est donné par
les articles généraux [143, 155]. Ce chapitre est entianemmensacré aux MNL. En section 2, nous
rappellerons les principales définitions tout en donnaspléblications de références sur le sujet. En-
suite, une méthode fondée sur la théorie des formes norselagiécrite en détail en 3. Cette méthode
a été exposée dans les articles [R4,R9], et a ensuite étditérppour montrer de nombreux résultats
[R4,R5,R9,R10,R12,R13]. Tout d’'abord nous montrons quediction & un mode non linéaire per-
met de prédire la bonne tendance de non-linéarité pour umde d'oscillateurs, contrairement a la
réduction a un mode linéaire qui peut conduire a des prédisterronées. Des exemples de réduction
de modéles sur des cas de coques et de panneaux a doublere@obumontrés section 5. Enfin la
méthode POD est comparée aux réductions obtenues a I'asddNE sur le cas d'une coque circulaire
cylindrique remplie d’eau en section 6.

2. Modes non linéaires : définitions

Les modes non linéaires sont ici introduits dans le cadre dedorie des vibrations. Les équations
de départ sur lesquelles on opére sont des oscillateurdésonpn linéairement, cas générique pour les
grandes amplitudes de structures minces. La plupart deftatssutiles proviennent de la théorie des
systémes dynamiques [65, 75, 107, 164]. Ces résultatsaénsgont ici particularisés pour tenir compte
du fait que I'on traite des problémes d’ordre deux en temps @hsembles d’oscillateurs).

Les premiers travaux sur les MNL remontent a Rosenberg [146] dans les années 1960. En
utilisant des résultats de Lyapunov [105] qui montrentiseence de familles d’orbites périodiques au
voisinage des sous-espaces propriésiéfinit ainsi un mode non linéaire comme "une vibratioruait
son", décrite par une orbite périodique. Cette définitiotéaeprise entre autre par Manevitch et Mikhlin
[106, 111], Rand [141] et Vakakis [93, 161, 162].

Au début des années 1990, la thématique connait un nouv@ @&s=c les travaux de S. Shaw et C.
Pierre [35, 149, 150, 151]. En utilisant le formalisme dextéayes dynamiques et le théoréme de réduc-
tion & la variété centrale, ils définissent un mode non Ineéadmme une variété invariante de I'espace
des phases, tangente a l'origine aux sous-espaces progtesdéfinition élargit le champ d’application
de celle de Rosenberg, car elle permet, entre autre, dertiedtsystémes amortis.

Les deux définitions équivalentes rappelées ci-dessusrembrijue le concept de MNL repose sur
des théoremes forts et bien connus, respectivement leétinéode Lyapunov [105] sur les orbites pé-
riodiques et celui de la variété centrale [21, 38, 65, 88].1BFfangement, les théorémes de Poincaré et
Poincaré-Dulac [50, 138] ne sont pas utilisés. C'est le siesstravaux de Jézéquel et Lamarque [84],
ainsi que de ceux que j'ai mené [R4,R9], de montrer que les NMbllvent étre définis dans le cadre
de la théorie des formes normales, ce qui est complétemgiquie étant donné I'équivalence qui existe
entre variété invariante et forme normale [54, 74]. In fineobiient une troisiéme description dont on
peut montrer les équivalences avec les autres formulafirdls

3Les résultats de Lyapunov [105] sont pour les systemes aet ddhs résonance interne. lls ont été étendus par Weinstein
et Moser au cas des resonances internes [115, 163].
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3. Calcul asymptotique et formes normales

Le point de départ est un ensemble d’'oscillateurs non lieéaouplés avec non-linéarités quadra-
tiques et cubiques, conformément a ce que I'on a vu au ckapitOn suppose de plus que la partie
linéaire a déja été découplée, si tel n'est pas le cas il slgfla diagonaliser et d'effectuer un change-
ment de variables linéaires classique. La dynamique est diécrite par :

N N N N N
Xp+wpXp+ 26w Xp + > > gl XX+ Y Y Y W XXX, =0, (18)
i=1 j>i i=1 j>i k>j

Dans cette équationy, représente la®M€coordonnée modale. Un amortissement modal, de la forme
2&,wp X, a été ajouté. On considere ici un amortissement ad-hoc dosupose que les valeurs ont été
finement accordées afin de représenter au mieux la struttutié.

Le calcul des modes non linéaires par développement asyiqy#aepose sur la théorie des formes
normales, devenue standard en théorie des bifurcationgllegpermet de ramener les dynamiques au
voisinage de points singuliers a leur forme la plus simpléagic de décrire les modéles génériques de
bifurcation pour des codimensions croissantes, cf. pample [22, 36, 75, 107]. L'idée de Poincaré
consistait a dire qu’un systéme non linéaire, aussi com@l&pit-il, peut en fait cacher une dynamique
extrémement simple, si bien que, par un changement de ieginbn linéaire, on devrait étre en mesure
d’éliminer tous les termes non linéaires qui obscurcistertie que I'on s’en fait. On aboutit ainsi a la
définition des termeésonnant®t non-résonnants_es premiers, essentiels a la dynamique, ne peuvent
étre éliminés, tandis que les seconds peuvent I'étre granechangement de variables. Dans le meilleur
des cas, s'il n'y a pas de relation dEsonanceentre les valeurs propres du probleme linéarisé, on peut
complétement éliminer les termes non linéaires (théoréenPaincaré) [138], si bien que le systéme
dynamique original est en fait équivalent a un systémeilieéd’il y a des termes résonnants, alors ceux-
ci ne sont pas éliminés. A la fin du changement de variableapontit tout de méme a une expression
beaucoup plus simple du systéme dynamique, qui ne comphesd|ge les termes résonnants, et qui est
appelédorme normale du systénggéoréme de Poincaré-Dulac) [50].

Dans la suite de I'exposé nous nous plagons en dimensionlfiaiéension en dimension infinie né-
cessite quelques amendements techniques mais est poskif@8, 76, 77]. Les relations de résonances
entre les valeurs proprds\ }x—1.. n de 'opérateur linéaire se définissent de la maniére swévant

N
Vs=1.N:XA=> mid, m=>0, > mi=p=>2 (19)
i=1

ou p est I'ordre de la résonance (relié au degré de non-lingadtév le nombre de valeurs propres du
systeme.

Dans le cas des systémes vibratoires conservatifs, legrggdeopres sont toutes imaginaires pures
et complexes conjuguées : le spectre est de la fdrne, },—1. . Il en résulte qu'il existeréoujours
des termes résonnants, puisque I'on peut toujours écrirelddion triviale de résonance d'ordre 3 :
iwy = iwp—iw,+iw,. Par conséquent il restera toujours des monémes résortzarssa forme normale.

Ceci est heureux car le terme résonnant relié a la relatiécépente est le terme éfﬁ dans lap®Me
équation d’oscillateuri.e. le terme type "Duffing" qui rend les fréquences directemeégetidante de
I'amplitude. Par contre les résonances internes faisaatvienir plusieurs modes, du type+ w; = w,
(ordre deux), ow; +w; wy, = w), (ordre 3), dépendent des fréquences propres de la stréttdiée et
donneront lieu, ou non, a des couplages forts entre modekogueverra plus précisément au chapitre
suivant.

4En particulier nous ne nous intéressons pas ici au probléume deprésentation correcte des termes d’amortissements
dans les vibrations de structure incluant les phénomeémsesélastiques, thermoélastiques, de couplage fluidetsteuet de
perte par les bords.
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Le calcul des modes non linéaires développé dans les ptiblisgR4,R9] suit rigoureusement la
méthode utilisée pour démontrer les théoremes de Pointdéircaré-Dulac, a savoir une élimina-
tion itérative de tous les termes non-résonnants de (18¢parrence sur les ordres successifs de non-
linéarité. Cependant, a la différence de ce qui se fait demgadités mathématiques ou le cas des spectres
imaginaires purs et complexes conjugués est traité [3675 ainsi que ce qui avait été fait, pour les
systemes vibrants, par Jézéquel et Lamarque [84], aingdgulayfeh [117], notre calcul conserve, au
stade linéaire, des blocs matriciels de la forme :

0 1
20
(%) 0
ce qui permet de rester pendant tout le calcul dans le domé&leavec des équations d’oscillateurs.
Cette différence technigue nous est apparue comme un geagtx on conserve un formalisme avec une
assemblée d'oscillateurs non linéaires couplés qui spnége en continuité avec les approches usuelles
de la mécanique vibratoire. De plus, ce formalisme permetagmparaison terme a terme avec les
méthodes de calcul différentes (par variété invariante avudgveloppement en échelles multiples), ce
qui rend plus aisée la démonstration de leur équivalence.

Ici nous présentons les résultats de [R9] prenant en compdenhe d’amortissement : ils généralisent
les résultats de [R4] obtenus dans le cas conservatif. Lestiégs de départ (18) sont d’abord mises au
premier ordre en utilisant la vites3¢ = Xp comme variable intermédiaire. On suppose ensuite qu'il
n‘existe pas de résonances internes entre les fréquencpseprdu systémece qui nous permettra
d’éliminer tous les mondmes sauf ceux provenant des raRtie résonance ftriviales. Il est a noter tout
de méme que s'il y a des relations de résonances interneacld s’en accomode fort bien puisque les
petits dénominateurs apparaissent : il suffit alors de coasks mondmes résonnants dans la dynamique
normale. Le changement de variables, calculé jusqu’arkonais, s'écrit :

N N N N
X, =R, + Z Z(CL%RiRj + b%SiSj) + Z Z CZR@'S]'

NZ:;/JEJ\Z/ - N N
DS (rF 1R Ry R + 50348153k ) + >N (t0iR; Ri + b RSy )
i=1 j>i k>j i=1 j=1 k> 012)
N N N N
Yp =Sy + > ) (ol RiR; + B5Si8;) + Y > AL RS,
szjlvjzjzv - N
+ Z; ]Z: ; (N0 iRy R+ 11,5185k ) + > ; ; (vE3SiR i + Gy RS
(21b)

Les coefficients introduitéta%,b%,c%,rgk, s fjk} sont calculés en une seule opération, a partir du
spectre des valeurs propres et des coefficients de couplitigent du probléme (18) {gfj, hfjk}. Dans

le cas conservatif, on obtient des expressions analyticpraplétes [R4], dans le cas amortis les formules
sont trop lourdes et les coefficients sont présentés comgosode systemes linéaires dans [R9]. La

forme normale du systéme s’écrit alotgp = 1...N :

SDans le cas de systémes faiblements dissipatifs, ol I'asserhent est considéré comme une petite perturbation par
rapport aux fréquences propres, on peut conserver la eamdié résonance interrseir les fréquences proprest non sur les
valeurs propres complex@gIE = —&uwp T iwpy/1 — &2 On montre en effet (cf. annexes de [R9]) que si I'on fait des
développements limités en puissance de 'amortisseM&t, alors les petits dénominateurs sont ceux du cas condeavat
une précision e (£?). Par contre si le systéme est fortement amorti alors il fewoir les relations de résonance et les écrire
directement sur les valeurs propres complexes.
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R+ BE R,R2+Ch R,

. ) )
Ry +wy Ry + 26wy Ry + (hp + Agpp) PP ppptlp

ppp

N
+ iy {Z {(hﬁﬂ + Agjj + Ang)RQ + BﬁJJRJQ (CII;J] + CJPJ)RjRj]
J>p

+Z[hp + AV + AP R? + BY R? + (CP 4+ CY )RRH

_ np up piL pit pit Pt
1<p
N
Iy [Z (B + Clip ) + 7 (B, Rifti + CZPRQ)] =0 (22)
j>p i<p

Les coefficients A”.,, B

expressions sont :

» , Al .
ik C]k) proviennent de I'élimination des termes quadratiques.rdeu

ijk> )

Uk Zgll ajk + Zglz Ajk> (23&)

>4 1<
l
ZJk Z gzl k + Zgﬁbjk (23b)
1> 1<i
wk Zgzlcﬂc + Zglz Cjk- (23c)
1> 1<i

Ces développements appellent les commentaires suivants :

— Le changement de variable (21) est tangent a l'identitéquiepermet de voir les modes non
linéaires comme une continuation des sous-espaces pio@aises.

— Dans les Egs. (22), tous les termes non-résonnants, cgnbriinvariance des sous-espaces
propres linéaires, ont été eliminés. Retrouvant ainsi wodgage de I'espace des phases en va-
riétés invariantes, on peut alors procéder a des tronsapuopres. En particulier, comme il sera
rappelé dans la section suivante, projeter la dynamiquaisigeul MNL permet de prédire la
tendance de non-linéarité du systéme, alors que la réduati;m mode linéaire peut donner des
résultats erronés.

— Posé de cette maniere, le passage en coordonoémsalesse fait via un changement de variables :
c’est le cadre adapté pour faire de I'analyse/synthése imoda linéaire. On montre de plus que
la dynamique sur les modes non linéaires n'est rien d’auteclg forme normale du systeme, ce
qui peut aussi permettre d’écrire ex-nihilo des modélespim&nologiques simples.

— Le développement asymptotique est limité, dans cetteptéson, a I'ordre trois. C’est une limi-
tation importante de la méthode, car le gain que I'on aura@daation de modele aux amplitudes
modérées sera perdu pour des amplitudes trés grandes. dagpass I'ordre cing permettrait de
donner de meilleurs résultats pour des amplitudes plusigercependant la complexité du chan-
gement de variable (le nombe de coefficients) augmentetenient, il n’est alors pas certain que
le gain en temps de calcul soit alors aussi important. Cet geira rediscuté au vu des résultats,
cf. section 5.

— Le cas ou des résonances internes apparaissent danstte $ipéaire ne pose pas de problemes
spécifiques : le coefficients devant annuler ces termes dacisangement de variables (21) est
alors nul et les mondmes résonnants associés restent danméanormale (22).

— Enfin il est a noter que la procédure itérative du calcul dieldgppement asymptotique ne se préte
pas a un calcul numérique.

19



3.1. Positionnement par rapport a la littérature. Loriginalité principale de notre méthode par
rapport a la littérature réside dans la forme réelle retéouieau long du calcul, ce qui nous a permis, cf.
[R4,C10-C11], de comparer terme a terme nos résultats aecabtenus par la méthode de réduction
a la variété centrale [35, 134, 150] et par la méthode dedléshmaultiples [99, 119, 121, 122, 125]. Ce
travail de comparaison, déja entamé par Nayfeh [118, 12§ ainsi étendu. L'ajout de I'amortissement
dans les calculs des MNLs est une extension originale, ausurftat n’existant auparavant : soit I'ajout
d’amortissement était mis au second ordre dans un dévetepypesn échelles multiples, ce qui revient
a rajouter I'amortissement modal sur les équations de Imdonormale (22) uniqguement, sans tenir
précisément compte de I'amortissement de toutes les awatriésés sur la dynamique normale [R9], soit
il est considéré dans une procédure numérique qui ne dormkepaa une étude paramétriqgue de son
influence [78, 81].

Ensuite I'application de notre méthode a donné de nombresidtats qui sont détaillés dans la suite
de ce chapitre. En se restreignant a un seul mode non linéairmontre déja un résultat intéressant
sur la tendance de non-linéarité. Ensuite I'utilisatios MNLs comme base réduite pour la dynamique
basse fréquence des coques minces a montré d’excellenlistgsgui seront comparés avec la méthode
POD.

4. Tendance de non-linéarité

La tendance de non-linéaritést la dépendance de la fréquence des oscillations aveglitade. Si
la fréquence augmente avec 'amplitude, on a un systémissait, sinon il est assouplissarffour un
oscillateur de Duffing, il existe des expressions analgsogui permettent de prédire sa tendance de non-
linéarité [123],[C6]. Cependant, pour un ensemble\descillateurs décrits par une équation type (18),
il n’y a plus de solution analytique. Le recours a la simalathumeérigue étant assez co(teux pour faire
cette prédiction, on trouve, dans de nombreuses publicaties années 1970-1980, des calculs de type
de non-linéarité ou la dynamique est restreinte au modedenés cf. par exemple [64, 72, 171] pour
des coques sphériques, [71] pour des plaques circulainearfaites. Nayfeh fut le premier a montrer
gue ces troncatures trop séveres pouvaient donner lieugréldistions erronées [124]. Depuis, des cal-
culs corrects sont publiés, soit en utilisant un nombre ddandinéaires suffisant pour avoir atteint la
convergence (cf. par exemple les travaux d’Amabili, Palic et Paidoussis sur les coques circulaires
cylindriques [10, 13, 133] qui résolvent les résultats fittoires obtenus auparavant [9, 11, 49, 55]),
soit par des développements en échelles multiplesndine s’apparentent a un réduction sur les modes
non linéaires (cf. section précédente) [17, 142].

Notre contribution sur ce sujet a été de démontrer que @gstite d’'invariance des modes linéaires
qui est responsable des erreurs de prédictions. En se plagafe mode non linéaire associé€, on a
alors une méthode simple et rapide qui permet de prédirerlaebtendance de non-linéarité, sans faire
appel a des simulations numériques colteuses [R4]. Nous apliqué la méthode au cas des coques
sphérigues, afin de prédire le type de non-linéarité en ifmmate la courbure [R8], ainsi que pour des
plagues comportant une imperfection géométrique [R13hsDa prochaine section 4.1 nous montrons
comment le formalisme de MNLs permet une prédiction raptdmeecte dans le cas général, avec ou
sans amortissement [R4,R9]. Le cas d’'un amortissementafpdrmis de plus de montrer que celui-
ci pouvait changer la tendance de non-linéarité [R9], téswui n'avait jamais été mis en évidence
auparavant.

6on parle aussi du type de non-linéarité.
Les termes anglais sont : hardening et softening-type imexadiity.
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4.1. Cas général.

Cas conservatif

La tendance de non-linéarité pour un oscillateur non lieédé Duffing avec termes quadratiques et
cubiques :

Xp+w X, +gh, X2+ hb, X3 =0, (24)

se définit via le coefficierifp qui gouverne la dépendance des oscillations non linéaitgsen fonction
de 'amplitude du mouvement, via wy; = w,(1 + I'pa?). Pour 'équation (24), qui représente la

troncature du systéme complet (18) &”}?sous-espace propre linéaire, le coefficﬂéppeut se calculer
analytiguement par une méthode perturbative (cf par exefgB]) :

8 1 1045,
Pp - w <3h£pp - 3w2 . (25)
P

En utilisant cette formule pour prédire les tendances delinéarités des modes de basse fréquence
d’une structure mince, on peut aboutir a des résultats fagpcomme on I'a vu précédemment, se res-
treindre & un sous-espace propre linéaire, non-invanievient & simuler des trajectoires qui n’existent

pas dans I'espace des phases complet. Ce faisant, on n&gligées termes de couplage non linéaires
entre modes propres, et qui peuvent avoir une importancgdemable sur la tendance de non-linéarité.

La bonne démarche consiste a regarder ce qui se passe dans-espace invariant, en ne conservant
qu’un seul mode non linéaire. La dynamique est alors goéeepar :

)RS+ BY R,R,” = 0, (26)

Ry +w2R, + (AL + B, P

ppp ppp

ou l'on voit apparaitre deux termes supplémentaires quileashcompte de la présence de tous les

autres oscillateurs. Un développement asymptotique amipreordre sur (26) donne la tendance de
non-linéarité sur le mode non linéaire, noté cette foib;Li

3(Appp + hipp) + W;%ngp

8w2 '

p= 27)
En développant les termes),,, et BY,,, on peut faire apparaitre explicitement duecontient des termes
correctifs par rapport &, :

3 1 Bwp —=3wi)
Tp =Ty - 8—%2) Z#Zp w?(4w§ — w?) (gpl + glp)gpp (28)

Un exemple a deux ddl illustre ce résultat analytiguemenustériquement dans [R4].

Prise en compte de I'amortissement

Lorsqu’un terme d’amortissement modal est inséré dansgeaténs, comme cela a été fait a la
section 3, la dynamique sur un mode non linéaire est alorgegnée par I'équation suivante :

Ry +w2Ry, + 26wy Ity + (BB, + AP ) RS + BP R,R2 4+ Ch R2R, = 0. (29)

Le calcul de la tendance de non-linéarité donne le mémeta¢sule (27), a la différence prés que dé-

sormais les coefficientd?,, et Bb,, dépendent de 'amortissement. A l'aide d’'un cas simple &deu

ddls, nous avons montré dans [R9] que I'amortissement amaitendance général a rendre les compor-
tements plus assouplissants. Dans certains cas, il peuermamger le comportement de raidissant a
assouplissant. Cependant, ramené aux cas de structuressngénéralement peu amorties), on constate
gue les modifications apportées par la prise en compte darsattamortissements réalistes, restent

faibles [R13].
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4.2. Application aux coques sphériquesCette section résume des résultats obtenus dans [R8]. On
considere le modéle de coque sphérique peu profonde, de éagt@paisseuh et de rayon de courbure
R, avec un bord libre, présenté section 3.1 du chapitre 1. tradlisme présenté ci-dessus permet de
mener une étude paramétrique compléte afin de déterminamdarnce de non-linéarité lorsque I'on fait
varier le rapport d’aspeat = R‘;—;. Lorsquex = 0, le rayon de courburé est infini : les équations
se résument a celles d’'une plaque et le comportement eistsiait pour tous les modes. Diminudiit
et donc augmentant, les modes peuvent alors passer d’'un comportement raitidsessouplissant. Le
calcul est mené en utilisant la formule (27). La formule déppée (28) montre en outre que :

— Les seules résonances susceptibles de modifier le typandmaéarité sont des résonances 24,

lorsque la fréquencey,, du mode étudié vaut le double d’une fréquence propre d’'ureanbdel.

— La formule fait intervenir tous les coefficients quadraengfj gu’il faut a priori calculer, ce qui

peut étre couteux. La procédure est alors grandement aededa constatant que :

(1) Seulement un petit nombre de coefficiegf;ssont non-nuls, car les modgsi, etj impliqués
doivent vérifier des relations de commensurabilité entreslaombres respectifs de diamétres
nodaux (cegégles de couplagsont explicitées dans [R6]). Ceci réduit drastiquement le
nombre de termes a retenir dans (28).

(2) Les coefficient@fj dépendent trés peu @adR6]. On peut donc a moindre frais les considérer
constant sur des sous-intervalles de calcul.

La figure 1 montre le résultat obtenu pour le mode (3,0). Rout 0 on obtient bien une non-
linéarité raidissante typique des plaques. Le comportederient assouplissant pokr= 49.69, ou une
résonance 2:1 entre le mode (0,1) et (3,0) a lieu. Ensuiterfgportement est assouplissant et tend vers
zéro (comportement neutre) pour les grandes valeurs 8er cette figure est aussi montré I'effet de la
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FiG. 1. Tendance de non-linéarité pour le mode (3,0) en fonaiorapport d’aspect
pour une coque sphérique peu profonde. En pointillé : valetdlite si I'on se restreint
la dynamique au mode linéaire. Trait plein : valeur préditecenservant 13 modes
linéaires pour calculer le mode non linéaire.

troncature. La courbe en pointillé est obtenue en ne coasequ’'un mode linéaire dans la dynamique.
La prise en compte des autres modes permet de révéler laiceuh sous-espace invariant et de donner
la bonne tendance de non-linéarité. Ce résultat est géieédg ceux obtenus pour les modes purement
asymétriquesi.e. de la forme (k,0). Ceux-ci ayant des fréquences propres pend@nt quasiment pas
du rapport d’'aspect (cf. [R6] et figure 2 du chapitre 1), on trouve que le compodetrchange de
nature uniquement lorsque les résonances internes 2:feantn comportement différent est obtenus
pour les modes axisymétrigues et mixtes, dont les fréqeemagpres dépendent drastiquemenkdea
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figure 2 montre le résultat obtenu pour le mode (0,2), ou l'onstate que la tendance de non-linéarité
diminue fortement dés les petites valeurs«dgour changer de signe en= 13.73, sans rencontrer de
résonance 2:1. Celles-ci arrivent par la suite et se tradtiigar de petites zones ou le comportement
redevient raidissant. La convergence est aussi montrda figure 2. Les régles de couplage évoquées
précédemment montrent ici que seuls les modes axisymésrigeuvent avoir une influence sur le type
de non-linéarité d’'un mode axisymétrique.

02 N

hardening behavioul

softening behaviour

-0.4 ‘
0437555 250 K 500 582 750

FiG. 2. Tendance de non-linéarité pour le mode (0,2) d’'une cephérique en fonc-

tion dex (trait plein). Les courbes en pointillées montrent la coggace de la solution
lorsque I'on augmente le nombre de modes axisymétriquéséstidans le calcul, res-
pectivement : N=1, mode (0,2) uniqguement; N=2, modes (,19,2) ; N=3, modes

(0,2) a (0,3); N=4, modes (0,1) a (0,4). la solution convergét calculée avec les 7
premiers modes axisymétriques, elle coincide avec cetienole pour N=4.

Effet de 'amortissement

La figure 3 montre I'effet de I'amortissement sur le type de-finéarité du mode (0,1). Deux lois

de variation de I'amortissement ont été considérées :

cas(i): Vp=1..N, & =¢&/wp

cas (i) Vp=1..N, §=¢
Le cas (i) correspond a un amortissement modal indépendalat fdéquence, dont on augmente la va-
leur nominale pour mesurer la variation de la tendance de non-linéariécds (ii) correspond a une
variation de I'amortissement modal linéaire avec la frémee Dans les deux cas on observe qu'il faut ar-
river a des valeurs trés grandes de I'amortissement poenadrsdes changements significatifs. Pour des
structures métalliques, 'amortissemengst de I'ordre de0—2, au plus10~2 : notre prédiction montre
que l'effet de I'amortissement sur le type de non-linéamniéépeut se faire ressentir que pour des valeurs
beaucoup plus importantes (0.1 voire 0.3 pour avoir quelgpse de significatif). Une particularité du
cas (ii) est gu'il ne gomme pas la discontinuité qui exista Bésonance 2:1, ceci apparait effectivement
dans les petits dénominateurs obtenus analytiguemenR IR, Cependant cela ne devrait pas avoir de
conséquences au niveau expérimental. En effet, en prédameerésonance 2:1, les solutions sont tou-
jours couplées si bien que la solution 1 ddl n'existe pasadepde tendance de non-linéarité n'a plus
de sens dans un petit intervalle autour de cette résonance.

5. Réduction de modéles de coque

Dans cette section on montre comment on peut utiliser le dbsme des MNLs afin d’effectuer
des modeles d’ordre réduit performants pour des vibrafiortg®es harmoniques de coques minces. La
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FiG. 3. Tendance de non-linéarité pour le mode (0,1) d'une cegbérique en fonction
du rapport d'aspeat, et pour différentes valeurs de I'amortissement. (a) : éiss@ment
correspondant au cas (i), avec les valgurs0.01 (en rouge), 0.1 (cyan) et 0.3 (violet).
(b) : amortissement correspondant au cas (i), avec les m@aleurs de.

présentation reprend des résultats montrés dans [R9] &1.[Rd cas des poutres a été traité dans [R5]
et n'est pas repris ici. Dans ce document, nous ne reprenankeg deux modeéles présentés chapitre 1,
a savoir le panneau hyperbolique paraboloide de la seci®rfatcé au voisinage de son mode fonda-

mental, et pour lequel un seul mode non linéaire permet dérpria dynamique. Puis le cas de la coque
circulaire cylindrigue de la section 4.2, forcé au voisimatiun mode asymétrique, caractérisé par une
valeur propre dégénérée et I'occurrence de deux modesgsragant la méme fréquence (modes com-
pagnons). Dans ce cas-la la dynamique forcée au voisinageeal’'mode est plus complexe a cause de la
résonance 1:1 entre les deux valeurs propres, si bien guedelexminimal sera composé de deux MNLs.

Dans tout ce qui suit deux hypothéses fortes, relatives araére dont le modéle réduit est construit,
viendront nuancer les résultats. Premiérement les MNL$ calculés a I'aide d'un développement
asymptotique d’ordre 3, si bien que I'on s’attend a des tésutjui peuvent se déteriorer aux trés grandes
amplitudes. Deuxiémement le terme de forcage n’est passmtans le calcul des MNLs. Nous utilisons
les variétés du probleme non-forcé, indépendantes du tefipsle réduire une dynamique dépendante
du temps. L'ajout de ce terme de forcage dans la procéduresrdé@rmalcul des MNLs est réalisable avec
le formalisme des formes normales, comme démontré dans@&Rlendant, son effet principal est de
rendre la variété invariante dépendante du temps. Leslsalomériques montrés dans [78, 81], tenant
compte de cet effet, montre en effet que les oscillationg daliété sont trés petites.

5.1. Panneau a double courburela coque étudiée ici est un panneau hyperbolique paraleoloid
(panneau HP), déja présenté en détail au chapitre précddepinneau retenu pour les simulations
numeriques a les dimensions suivantes= b = 0.1 m, R, = —R, = 1 m, et épaisseuk = 1 mm;
les propriétés matérielles sont : module d’Youfig= 206.10° Pa, masse volumique = 7800 kg.m—3
et coefficient de Poissom = 0.3. La réponse de la coque a un forcage harmonique au voisireate d
premiére fréquence proptg est calculée numériquement. La convergence de la solutié étudiée
pour une amplitude d’excitation de 4.37 N appliquée au eethrla coque [7]. Il a été montré que 22
fonctions de base étaient nécessaires pour obtenir um'i)sodnnvergée Les fonctions de base retenues

Sont'ﬂbﬁ)’@g@’ 31’¢33 111¢311¢13 ¢33 511¢35 ¢53 11’¢31’¢13 331 gvg
(v) (v)
¢5 1 5,3 ¢5,5-
La courbe de réponse en fréquence pour les six coordonnié@egoples est montrée figure 4. Elle

est calculée numériquement par une méthode de continyadiopseudo-longueurs d’arc implémentée
dans le logiciel AUTO [47]. Cette solution de référence a 2grds de liberté est comparée a deux
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solutions réduites ne comportant qu’un seul ddl, obtenegsectivement en projetant la dynamique sur
le premier mode linéaire (solution LNM) et sur le premier rmaubn linéaire (NNM sur la figure 4). La
solution LNM reproduit le caractére raidissant de la solutile référence mais les erreurs commises sur
les amplitudes sont beaucoup trop grandes pour qu’elleasoéptable. A contrario, la réduction a un
seul mode non linéaire donne un résultat trés proche dedeeréfe, avec une légere surestimation du
caractére raidissant.
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Fic. 4. Amplitudes maximales de la réponse des 6 coordonnéesajiéees princi-
pales en fonction de la fréquence d’excitation, pour unelitue de forcage de 4.37 N.
Solution de référence (noir) ; Modéle réduit a un mode liregdiNM) et a un mode non
linéaire (NNM). Coordonnées : (a)t 1. (b) :ws 1. (C) twi 3. (d) tws 3. (€) 1uy 1. (F) :
U1,1-

Il est a noter que I'énergie vibratoire est essentiellencentcentré dans la coordonnéeg ;, figure
4(a), les réponses des autres termes étant d’'un ordresimféNous voyons cependant apparaitre un des
points forts de la méthode MNL : grace au changement de Vasiaion linéaire, on obtient une réponse
sur tous les modes et donc toutes les coordonnées géngsalitépas uniquement sur le mode direc-
tement excité, alors qu’'on ne simule qu'une seule équatioscilateur. Pour les autres coordonnées
montrees sur la figure 4ys 1, w1 3, w3 3, ui,1 €tvy 1, la solution MNL donne une bonne approximation
de leurs valeurs, ce qui confirme que la courbure de la varigt¢iante est ici seule responsable, via les
termes non-résonnants, des couplages faibles obsenstiieicoordonnées généralisées. Pour le mo-
déle réduit ne comportant qu’un seul mode linéaire, on meueé de I'énergie que sur les 3 coordonnées
w11, u1,1 €ty 1, qui sont linéairement couplées afin de donner le premies-sspace propre linéaire.

La figure 5 montre les réponses temporelles obtenues suateheE du haut, pour une fréquence
d’excitationw = 1.3w;, permettant de mieux apprécier la qualité du modéle réduius signal de
vibration. Alors qu’un seul oscillateur est simulé, le chament de variables permet de recouvrer des
formes d’'ondes complexes et différentes, trés proches demlalation de référence. A contrario, on
mesure mieux avec cette représentation que le modéle @duitMNL donne des résultats qui ne sont
pas acceptables.

Les excellents résultats donnés par la réduction a un moddiméaire proviennent du fait que
la dynamique est finalement assez simple dans ce cas-lsertsl de la complexité résidant dans la
courbure de la variété invariante qui est captée par le modelinéaire. On aurait pu penser gu’en
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Fic. 5. Réponses temporelles de 4 coordonnées généraliséee panneau HP, pour
une fréquence d’excitation = 1.3wy, d’amplitudef = 4.37 N. La solution de référence
(22 ddls, courbe noire épaisse) est comparée a la réduatioVNL (courbe bleue fine)

et un mode linéaire (courbe pointillée magenta).

augmentant le nombre de modes linéaires on obtiendrait amesgence assez rapide, or ce n'est pas
du tout le cas : I'étude de convergence en fonction du nombraaties linéaires a été menée dans [R12]
et montre gqu'il faut 15 modes linéaires pour retrouver laisoh de référence. On est donc dans un cas
ou la courbure de la variété est prononcée et relie un gramtbreode modes linéaires, si bien qu’une
fois cette complexité géométrique calculée dans le chaagede variables non linéaire, il ne reste plus
gu'a simuler une dynamique simple a un seul ddl. Il est enfimtgrnque dans ce cas de vibrations
forcées harmoniques, augmenter le nombre de MNLs dansneatiare n’améliore pas le résultat car la
solution de référence est essentiellement contenue dassiéé invariante. Ce qui a été observée ici
numériquement : des coordonnées de MNLs ajoutées avaierdraplitude nulle et la solution n’était
pas meilleure que celle obtenue avec un seul MNL. Ansi le tea@luit proposé ici est bien le meilleur
possible puisqu’il est directement convergé et trés prdehla solution. Les différences que I'on observe
sont dues uniqguement aux deux approximations qui ont é&sfaour calculer le modéle réduit, a savoir :

— le développement asymptotique tronqué a 'ordre trois.

— le calcul de variété invariante indépendante du temps.

Pour illustrer ce propos, on montre figure 6 les courbes densipen fréquence obtenues pour une
valeur inférieure de 'amplitude du forcagé € 2.84 N) et une valeur supérieurg £ 6.62 N). Comme
attendu, les résultats sont quasiment parfaits pour 2.8daNl|es deux approximations mentionnées
donnent ici lieu a des erreurs négligeables. Par contreplasygrandes amplitudes, la troncature au MNL
calculé a I'ordre 3 donne de nouveau des résultats qui seatétit. Ces tests numériques permettent
d’évaluer la limite de validité du modéle réduit & des ampléts de vibration de I'ordre de 1.5

Les gains en temps de calcul ont été évalués en mesurantde teroessaire pour faire une courbe de
réponse en fréquence avec le logiciel AUTO. Pour le modeéiéfdeence (22ddls), il a fallu 2 heures pour
parcourir la courbe montrée figurd £our le modéle réduit composé d’'un seul NNM, il faut de lrerde

8Les temps de simulation ont été mesurés sur un processetimRencadencé a 2.4GHz (simulations réalisées au début
de I'année 2007).

26



max(w, ; /h)
max(w, ; /h)

FIG. 6. Courbes de réponse en fréquence pour fa§ 2.84 N, et (b) ;f = 6.62 N. La
solution de référence (22 ddls, noire) est comparée aux lemdéduits composés d'un
mode linéaire (LNM) et un mode non linéaire (NNM).

30 secondes pour parcourir la courbe de réponse en fréqueoedemps on doit ajouter le temps passé
dans les changement de variables, 2 minutes aller/2 minetigsr, soit un temps total de simulation de
4 minutes 30 ; soit un temps de calcul divisé par 26. Dans [RIL2&s de coques différentes sont testés,
montrant a chaque fois un gain en temps de calcul trés apptécide I'ordre de 25. En conclusion sur
cet exemple on peut dire que le modéle réduit MNL est le meilpossible, puisque celui qui se situe
au plus proche de la véritable solution, comme le montreiteggtdajouter des MNLs supplémentaires
ne rapproche pas de la solution de référence. Pour coregeerfeurs d’amplitude obtenues a partir
du forcage de 4.37 N, la seule solution est de lever les deprthgses utilisées ici pour fabriquer
le modele réduit. Cependant il est alors loin d’étre acquis Igs gains en temps de calcul seront aussi
substantiels. Pousser le développement a I'ordre 5 augnagrtonsidérablement le temps passé dans les
changements de variables non linéaires, qui prennenta@jas grande partie du temps de calcul pour
les simulations présentées a l'ordre 3. Enfin les méthode®ngues existantes dans la littérature (ce
qui serait évidemment la bonne solution pour ne plus avgrdbléeme du développement asymptotique)
sont trés codteuses [80, 81, 135].

5.2. Coque circulaire cylindriqgue. Dans cette section nous reprenons la coque circulaire-cylin
drique, de longueut, de rayonR, simplement supportée aux extrémités, avec cinématiqueidge-
Lur'e-Byrne, présentée en section 4.2. Les caractérissigie la coque utilisée pour les simulations sont :
a = 520 mm, R = 149.4 mm,h = 0.519 mm, E = 1.98 x 10'! Pa,p = 7800 kg.m 3, v = 0.3; elle
est forcée sinusoidalement au voisinage de la fréquenaésdaance du moden,n) = (1, 5). Celui-ci
étant asymétrique, la valeur propre est double et il y a deode® propres ayant la méme fréquence.
Ces modes compagnons sont natés, c) et (1,5, s) par la suite, le troisiéme indice faisant référence
au fait que la coordonnée angulaire est soit en cosinusesainus. L'excitation est située sur un nceud
du mode(1, 5, s), qui ne se trouve donc pas directement excité par le forcageieur. Par contre, étant
en résonance 1:1 avec la configurat{@ns, ), il se trouvera rapidement avoir de I'énergie par couplage
non linéaire.

La solution de référence est composée de 16 degrés de lib#léest comparée figure 7 a une
solution composée de deux modes non linéaires, pour undtadgptle forcage de 2 N. Une comparaison
avec un modele réduit composé de modes linéaires n'a passéle ici : tous les modeles réduits
testés avedV;,, modes inférieurs a 16 donnaient un comportement raidissanie la troncature a 16
modes linéairesi.e. ne présentant aucune réduction par rapport a la solutiogféeence) prédisait un
comportement assouplissant. Le modéle réduit composéuweMiLs est le modéle minimal que I'on
puisse espérer a cause de la résonance 1:1, qui impliquesgu®lditions couplées vont avoir lieu dans
un sous-espace de dimension 5.
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Fig. 7. Courbes de réponse en fréquences pour la coque ciecajdiindrique, en fonc-
tion de la fréquence d’excitation, pour une amplitude de 2asolution de référence
(trait épais noir) est comparée a un modeéle réduit compogMMLs (trait fin bleu).
(@) : Amplitude maximale du mode directement exaitg 5 .. (b) : Amplitude maxi-
male du mode compagnan 5 ;). BP : point de bifurcation fourche menant a la solu-
tion couplée. TR : Bifurcation Tore (Neimarck-Sacker) desdédution couplée menant
au régime quasipériodique.

La solution de référence est composée de deux brancheselraépe est caractérisée par une par-
ticipation nulle du mod€1, 5, s) : seul le mode directement excité est présent dans la répguisest
de nature assouplissante. Sur cette premiére branchausertaeux points de bifurcation fourche (BP
sur la figure 7) desquels émane une seconde branche de s®lotioplées ou le moda, 5, s) a une
amplitude non-nulle. Sur cette seconde branche, deuxsgpiats de bifurcation sont présents, ot une
bifurcation de Neimarck-Sacker (TR sur la figure 7) méne aamportement quasipériodique dans la
réponse.

Le modéle réduit composé de deux MNLSs reproduit parfaiteroemiagramme de bifurcation, avec
une trés légere surestimation du caractére assoupligdanatigmentant 'amplitude du forcage, on a pu
évaluer le modéle réduit comme étant fiable jusqu'a des &l de vibration de 'ordre de 3 fois
I'épaisseur. Le gain en temps de calcul est ici d'un fact@iR3L2].

6. Comparaison avec la méthode POD

Dans cette section nous allons comparer la méthode de i@dyetr MNL a la méthode POD. Le
modéle choisi pour effectuer cette comparaison est unesatiquulaire cylindrique remplie d’eau, forcée
harmoniquement au voisinage du mdde5). La cinématique est de Donnell avec I'hypothése de coque
peu profonde, si bien que I'inertie membranaire est négligéodéle présenté au chapitre 1, section 3.2).
Nous reprenons ici des résultats publiés dans [R10].

La méthode POD est extrémement utilisée dans tous les demdla science pour sa rapidité et
sa facilité d’'implémentation, que ce soit en statistiqu& b, 103] (ou elle est plus couramment appe-
|ée méthode de Karhunen-Loéve), en science atmosphéddéqu en analyse d’épisodes climatiques
précis comme 'ENSO (El Nino Southern Oscillation) [25] éigpgénéralement en océanographie et
météorologie (ou la méthode est appelée EOF pour Empirighlo@onal Functions), en Analyse de
données et traitement du signal (ou la méthode est équiwateia PCA, pour Principal Component
Analysis)[83], enfin dans les domaines biomédical [26] ett#canique [136]. En mécanique, les pre-
miéres applications ont eu lieu dans le domaine de la mégarnlgs fluides et plus particulierement de
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la turbulence pour I'extraction de structures cohéreri28s T0]. Sont désormais traités avec cette mé-
thode des cas d’interaction jet/tourbillon [108], d’éamkents derriere une cavité [131] ou encore de
convection de Bénard-Marangoni [20]. De nombreuses extenxistent, en particulier le cas de la
BOD (Biorthogonal Decomposition) ou les variables tempsspiaces sont simultanément traitées [73].

En dynamique des structures, la méthode POD fut beaucoufpydepa partir de la fin des années
1990 [24, 57, 58, 61, 90, 96, 166]. L'article [91] propose wme d’ensemble des travaux existants. La
guestion importante du lien entre les modes POD et les mauésires a été traitée dans [57, 102],
mettant en évidence que les modes POD convergent vers lessrindaires lorsque le nombre d’ob-
servations tend vers l'infini. Par conséquent, I'utilieatides modes POD est parfois sans grand intérét
par rapport aux modes linéaires, comme montré dans [141}. lBaas des structures soumises a des
forcages aléatoires, citons aussi [27, 59]. Pour ce quiessttbdes POD utilisés véritablement comme
base réduite, citons [15, 16, 63] pour le cas des coqueslaiies! cylindriques, [61] pour le cas des
élastiques, enfin les articles [97, 100] et les références’gtrouvent sont un bon point d’entrée pour la
méthode POD et d’autres méthodes de réduction de modeletes@mystémes mécaniques Lagrangiens
et discrétisés par éléments finis.

Avant méme de montrer des résultats numériques de la comparantre la méthode POD et les
MNLs, les remarques suivantes sont importantes afin de wempendre ce qui distingue les deux
méthodes, et ce que I'on est en droit d’en attendre :

— La méthode POD est essentiellement linéaire, puisq@iis'de trouver les hyperplans de I'es-
pace des phases les plus proches des données que I'on foaunitonstruire le modéle. Cela
peut étre vu comme un avantage puisque la construction des&arduite est relativement simple
(essentiellement il s'agit de résoudre un probléme auxuvglpropres), mais aussi comme un
inconvénient : si la structure de données présente un nuageidts courbés dans I'espace des
phases, des hyperplans ne seront pas adaptés pour bierecéptiormation. La méthode MNL
pallie ce probléme en proposant des sous-variétés couedéssgace des phases : c'est une mé-
thode essentiellement non linéaire.

— la méthode POD est globale au sens ou elle décompose kedpaphases complet a I'aide d'une
base orthogonale adpatée. A contrario la construction deéksMepose sur une théorie locale,
valable uniqguement au voisinage d’'un point fixe.

— Les deux méthode different par la maniére dont le modéleitrégt construit. Alors que la mé-
thode POD a besoin d’'une série temporelle de données afinndéragioe les axes POD, les ca-
ractéristiques du spectre de I'opérateur linéaire soffisant pour construire les MNLs. Ceci peut
étre vu comme un avantage dans le contexte de modéles gsdalickon travaille sur des modéles
mathématiques, et ol I'on souhaite se passer d'une étap&sumntaire consistant a calculer une
réponse du modéle de référence. Cependant, dans les cagnexpaux ou dans des probléma-
tiques de contrdle ou I'on n'a pas de modéles, cela condbitere évidemment un avantage pour
la méthode POD.

La premiére comparaison est montrée figure 8, pour une cogqueadire cylindrique remplie d’eau,
forcée au voisinage de la fréquence propre du maddg, ¢). La description détaillée des procédures
utilisées pour le modéle POD sont décrites dans [15]. Lestpoiotés et c sur la courbe de référence
ont été utilisés pour construire les bases réduites PODolre pse trouve juste avant la bifurcation de
Neimarck-Sacker, la réponse y est périodique ; le pos# trouve juste aprés, la solution de référence
est quasipériodique. Il est & noter que I'utilisation d'wéeie temporelle au poimtn’a jamais donné de
modele POD satisfaisant [15]. La réponse quasipériodigygomtc a permis quant a elle de fournir un
modeéle POD correct, a la condition de ne pas oublier la syenéé révolution qui permet d’avoir des
ondes progressives dans deux directions opposées [1&ijmafion qu'il faut rajouter a posteriori pour
gue le modele réduit recouvre les symétries du probleménatig

Les réponses en fréquence montrées figure 8, obtenues péancage extérieur d’amplitude 3 N,
sont coincidentes avec la solution de référence, les dewele® réduits rendant bien compte du dia-
gramme de bifurcation. Il est cependant a noter que seuls Ra\dhInt utilisés, alors qu'il est nécessaire
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FiG. 8. Réponse en fréquence d’'une coque circulaire cylindrigmplie d’eau au voi-
sinage de la fréquence propre du mddes, c¢). Solution de référence (16 ddls, courbe
noire), réduction MNL (2 ddls, courbe bleue) et réductiorDP@ modes PODS, courbe
verte). (a) : maximum du déplacement de la coordonnée metajalu mode(1, 5, ¢).

(b) : coordonnée modalB; 5 du mode(1, 5, s).

d’avoir 3 modes POD pour retrouver le diagramme de bifupatiorrect. La solution ne contenant que
deux modes POD manque systématiquement le point de bifumdaturche si bien qu'il ne prédit jamais

de solutions couplées.
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Fic. 9. Section de Poincaré, plan de coupg, 5), 4(1,0)).- Nuages de points : section
avec les orbites périodiques et quasipériodiques cakalée point) etc de la figure 8.
Axes verticaux et horizontaux : axes POD. Courbe NNM : sedl®la variété invariante

correspondant au mode non linéaire issyde, c).
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Une interprétation géométrique permet de comprendre pours troisieme mode POD est néces-
saire alors gque seuls deux MNLs suffisent. La figure 9 monteeagttion de Poincaré dans I'espace
des phases complet, qui est de dimension 33 (la solutionfélen&e est a 16 ddls, soit 32 coordonnées
généralisées puisqu’il compter une paire déplacemesghat par ddl, et il faut ajouter le terme de for-
cage pour rendre le systéme dynamique autonome). La safdi®toincaré est effectuée dans le plan
(Aa ), A(LO))Q, pour mettre en exergue le role joué par le premier mode @égyque. Les nuages de
points sont donnés par les solutions de référence aux pant. On comprend déja mieux pourquoi
la solution quasipériodique permet de trouver plus faaiieimes axes POD, car elle parcourt un sous-
espace plus grand de I'espace des phases, ce gain d'infonnpegrmettant d’avoir beaucoup plus de
précisions sur le calcul des modes POD. Cet argument a déégrgtloyé dans [16, 89] afin de souligner
que des réponses chaotiques sont a priori de bons candalatsgnstruire des bases POD.

Les axes droits de la figure 9 sont les hyperplans donnés paétlaode POD. Les deux premiers
hyperplans donnés par la méthode POD sont respectiverdsmirsiches des modes linéaifess, c) et
(1,5, s) (celui-ci nétant pas reporté sur la coupe). Le troisiempenglan, contenant encore suffisam-
ment d’énergie afin d’étre indispensable, est quant a luhgalu mode linéaire axisymeétrique, 0)
(axe vertical de la figure 8. Si 'on se restreint aux deux premiers modes POD, toutéofination
contenue selonl; ) est oubliée, et le modele n'est pas correct. Cette remasfumesistante avec les
travaux d’Amabiliet al. [10, 13, 14] soulignant I'importance des modes axisymaa&dans les tron-
catures de modeéles de coques circulaires, ainsi que ldtatésgue nous avons obtenus sur les coques
sphériques [R6,R8]. A contrario, les variétés MNLs passgattement a proximité du nuage de points.
Le couplage entre les modes asymétriques et axisymétragiesnsi complétement inclus dans la géo-
métrie de la variété, si bien que seuls les deux modes naairg®équi sont les continuations des modes
linéaires(1, 5, c) et(1, 5, s) sont nécessaires pour fournir le meilleur modéle réduisiptes

Des courbes de réponses en fréquences obtenues pour urieidengé forcage plus grande (8 N)
sont montrées dans [R10], ou les mémes modeéles réduitssupacés (deux MNLs et 3 PODs construits
avec la réponse quasipériodique a 3 N). La méthode POD mtéslibonnes amplitudes, par contre les
points de bifurcations sont significativement décalés ppport a la solution de référence. Le modele
MNL donne quant a lui des points de bifurcation bien placésmarestime le caractére assouplissant
du mode excité. Ces limitations, une fois de plus, sont don@giement aux deux approximations faites
pour calculer les MNLs : calcul asymptotique a l'ordre 3 etiét#s indépendantes du temps pour un
probléme forcé.

Enfin des diagrammes de transition vers le chaos, obtenuseption stroboscopique de Poincaré
sur une simulation a fréquence d’excitation fixe et ampétad forcage croissant, sont montrés dans
[R10]. Un modele a 5 POD, dont la construction est détaillesd16] permet de capturer les premiére
bifurcations, pour des amplitudes de forgage allant jusd@@0 N. A contrario, le modéle a 2 MNLs
donne des solutions divergentes pour une amplitude de 248Nimites de validité du développement
asymptotique étant atteintes. Ce sont la les conséqueadasadture locale et globale et modéles réduits,
soulignée en introduction.

9Conformément aux notations du chapitre 1, section 3.2 otmdonnée généralisée du mode5, c) est notéed, 5),
celle du mod€1, 5, s), B(1 5).
10, es valeurs précises des positions des axes sont donnéefL8aat [R10].
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CHAPITRE 3

Transition vers le chaos

1. Observations expérimentales

Lorsque I'on excite une structure mince avec une force sidase d'intensité croissante, on observe
génériquement deux bifurcations, menant d’'un régime giéi@ a un régime chaotique, caractérisé
par un spectre de vibration large bande. Ces expériencestéatla base des analyses menées sur les
instruments de percusion de type cymbales et gongs, lorsadihése [T1] et celle d’Olivier Thomas
[156]. Ce qui nous guidait alors était que le son produit e cymbale lors du régime forcé chaotique
est trés proche de celui obtenu en mode de jeu normal, loldmuexcite la cymbale par un coup
de baguette. Ayant en main une expérience trés contréléarfetitpment reproductible, ou I'énergie
n'est envoyée qu'a une seule fréquence et dont on contrél@ggment I'amplitude, le but était alors
de retrouver les caractéristiques de la vibration libre dirpdes analyses des expériences en forcé et
de la description fine des transitions observées. Ceci namsené a étudier précisément chacune des
bifurcations, ainsi que les régimes observés.

Regime
unimodal

1500 1+

=
=]
(=]
=]

a
[
[}

Frequences (Hz)

40 50 : 60 l?O 1]
temps (S)

Fic. 1. Diagramme temps-fréquence d’'une expérience de \omstforcées sur un
gong excité a 556 Hz avec une amplitude croissante au couesngps. On distingue
trois régimes distincts, séparés par des bifurcations.

La figure 1 montre le spectrogramme obtenu lors d’une expégidypique sur un gong, excité a
F,.,. =556 Hz. Le premier régime se caractérise par une vibratiemadale, faiblement non linéaire.
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En effet, la fréquence d’excitation choisie est génératgncelle d'un mode propre afin d’assurer la
meilleure injection d’énergie au systéeme pour lui faireiatire des grandes amplitudes de vibration
pour des valeurs de forces raisonnables. Avant la premignedtion, seul le mode excité participe a
la vibration, et le spectre montre la fréquence d’excitatiinsi que les premiers harmoniques, signe
que la non-linéarité géométrique est déja présente. Lai@rerbifurcation se caractérise par I'appa-
rition de nombreux sous-harmoniques, le spectre restamtéfale raies distinctes, signe d’'un régime
quasi-périodique. De nombreuses analyses effectuéesfféueittes cymbales et gongs, nous ont montré
gue les sous-harmoniques apparaissant pouvaient togoerseliés a des fréquences propres. De plus,
des relations de commensurabilité, du type+ f; = F.,. sont vérifiees entre des couples de sous-
harmoniquesq f;, f;) apparaissant dans le spectre. Cette relation est uneoretdgi résonance interne
d’'ordre 2, dont le cas général a été vu lors du chapitre pestédinsi cette premiére bifurcation a pu
étre analysée comme wouplage inter-modal par résonance internes modes propres du systéme
dont les fréquences propres vérifient ces relations de aéseninterne sont susceptibles de s’échanger
de I'énergie [R7]. Le couplage devient effectif & partirmicertain niveau d’excitation, lorsque la vibra-
tion unimodale devient instable au profit de la solution ¢éepstable. Enfin, pour des amplitudes de
forcage encore plus grande, le régime quasi-périodiquieitieinstable au profit d’un régime chaotique,
ou le spectre de vibration devient véritablement large bahds exposants de Lyapunov ont été calculés
sur des séries temporelles de mesures, montrant effeeitdmprésence d’'un exposant positif [R1].

L'analyse de la premiére bifurcation a été I'objet de plusseétudes dont nous reprendrons les résul-
tats principaux a la section suivante. Le cas le plus simplia désonance 1}%st étudié théoriquement
et expérimentalement dans le cas des plaques, puis le casémhance 1:1:2 sera traité pour le cas des
coques sphérigues.

2. Couplages modaux et résonances internes

2.1. Résonance 1:1Le cas de la résonance 1:1 a fait I'objet de nombreuses ptiblis, depuis
les études de Tobias sur des disques en rotation a la fin déesahf50 [159, 160, 165], qui donnaient
les résultats essentiels, sans tenir compte de I'amariisse La résonance 1:1 apparait aussi pour les
géomeétries rectangulaires : pour les membranes [170]ueti@®plagues excitées paramétriguement, ou
les études de Yang et Sethna [168, 169], et Chang et al. [d8haht un tableau complet (bifurcations
locales et globales). Revenant au cas des disques en mptR@onan et Mote ont donné une version
plus actuelles des résultats de Tobias, avec bifurcatitmimigs et expériences [139, 140]. Pour le cas
des plaques circulaires, les résultats de Sridhar et Nayfelongtemps fait référence [67, 153, 154],
jusqu’a ce qu'une erreur dans la condition de solvabilitecmrigée simultanément et indépendamment
par Yeo et Lee [172] et notre étude [R2]. Depuis 2002, de rnitasseontributions traitent encore le cas
de la résonance 1:1, par exemple [3] pour les coques peungieso

Nos études [R2,R3] sur le sujet donnent une approche caenglefprobleme, avec les versants
théorigues et expérimentaux, I'étude des variations desnpstres sensibles (comme I'amortissement,
les désaccords entre fréquences propres dus a des imjpesgsur les zones d'instabilité et les réponses
couplées. La forme normale de la résonance 1:1, qui gouvardgnamique sur la variété invariante,
s'écrit :

Gt+wia=c[l1q +Crqigs —2udg + Q1 cosQ], (30a)
G +wig=¢c[Tags +Coqq} — 2ugo + Qo cos O], (30b)

ou les fréquences propres etws sont proches, et proches de la fréquence d’excitdlio®n introduit
les parametres de désaccordet oo selon we = wy + €01, €t) = wy + eo5. La solution est cherchée
a l'aide de la méthode des échelles multiples [120, 123%t@denc une solution perturbative au premier

1Une résonance 1:1 existe lorsque deux modes propres seiitcaxoir des fréquences propres égales. Pour les plaques
et les coques circulaires, le cas est extrémement fréqué&stye tous les modes asymétriques, étant dégénérégyteréame
telle résonance.
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ordre que I'on va exhiber. Les amplitudes modajest ¢, sont développées selon :
q1(t) = A1 (Th) exp(iw1Tp) + c.c. + O(e), (31a)
q2(t) = Aa(Th) exp(iwaTp) + c.c. + O(e), (31b)

ouTy = t est I'échelle de temps rapide Bt = <t I'échelle de temps lented; (T} ) et A2(T}) sont les
amplitudes complexes inconnues dont la dépendance en femgslation d’amplitude) est donnée par
les conditions de solvabilité (la notatierc. indique "complexe conjugué"). Réécrivant les amplitudes
complexes sous la formé; (71) = ai(T1)expi(o2Ty — 71 (T1)) et Ao(T1) = az(Th)expi((o2 —
01)T1 — v2(T1)), on aboutit & un systéme dynamique de dimension 4, a I'édeltempd’, dont les
solutions donnent I'évolution temporelle de la modulat®amplitude. Le cas particulier oQ, = 0

a été plus particulierement étudié afin de mettre en évidentansfert d’énergie via les termes non
linéaires. L'étude compléte du systeme dynamique, desgfikes et de leur stabilité est menée en
détail dans [R2]. En patrticulier, la zone d’instabilité pdaisolution non-coupléd.€.tel quea; # 0 et

as = 0) s'écrit analytiquement :

2 2.4
_ 02011 :l: C2CL1 _

2, 32
o 2 P (32)

09 = 01

A l'intérieur de cette zone, les solutions couplées peuegister. La figure 2 montre cette zone d’'insta-
bilité, ainsi que les solutions couplées qui se dévelopgésatque la solution non-couplée entre dans la
région.

L'étude expérimentale [R3] confirme toutes les caracigtiss des solutions trouvées théorique-
ment. En particulier la solution couplée fait apparaitre wmde progressive sur la plagque qui a été
observée. Le cas d'un forcagg, non-nul a lui aussi été étudié, montrant I'existence d’ueeoade
branche de solutions couplées, dont les amplitudes soiiases a celles montrées figure 2, mais en
opposition de phase par rapport a la premiere branche. &#ttiion nouvelle a elle aussi été observée
en perturbant la vibration (en tapant sur la plaque) lordgjuégime couplé était obtenu : on passait ainsi
d’une solution en phase a la seconde branche couplée entoppde phase [R3].

2.2. Résonance 1:1:2Une résonance 1:2 intervient lorsqu’une fréquence propreydtéme est
€gale au double d’'une autre. Les premieres études thésrajlexpérimentales sur cette résonance ont
été menées sur un systeme de 2 poutres élancées connectéessem lesquelles une masse glissante
permettait d’ajuster les fréquences propres pour les enettrésonance 1:2 [66, 127]. Cette résonance
se retrouve pour le cas des arches [158], des cables [28¢odegs circulaires cylindriques [144], des
coques a double courbure [4]. Le cas de la résonance 1:.&r®igt lorsqu’'un mode axisymétrique a une
fréquence double d’'une paire de modes asymétriques, dégsenance 1:1. Le cas parfait, ou aucun
désaccord entre les fréquences propres n'est considété,éuéié dans [126]. Notre étude théorique
[R6] a montré I'importance de ces désaccords, mettant eledee que le couplage ne peut se faire que
vers I'une ou l'autre des deux configurations asymétrigomess pas les deux simultanément.

Considérons le cas expérimental ou le premier mode axisyguét(0,1) d’'une coque sphérique est
excité par une force ponctuelle placée au centre de la c@pueode, noté 3 pour la suite, a sa fréquence
propre double d'une paire de modes asymétriques notés 1 atf@rme normale du systéme s’écrit :

G+ wiqr =¢4 [01q1q3 — 2p1G1] (33a)
4o + wiqe =, [02q2q3 — 212Ga] , (33b)
@3 + wiqs =¢4 [a3q] + cugs — 2u3ds + Q cos Ot (33¢)

ou seuls les termes quadratiques ont été retenus, et ouckgéom’apparait pas sur les modes 1 et
2 puisqu’étant placé sur un point nodal. Les paramétres si@acdérd suivants sont introduitso; =

w1 + €400, wg = 2wy + €401, €1Q = w3 + £,02. Une solution en échelles multiples est recherchée,
pour laquelle toutes les branches de solution sont anabgid_'analyse de stabilité fait apparaitre deux
zones d'instabilité, correspondant chacune a un couplagge &2 mode 3 et le mode 1 (solution C1),
et un couplage entre le mode 3 et le mode 2 (solution C2). Antmbintersection de ces 2 régions,

35



2t 1‘ ! ]
1.5F ! | ,
| .~ instability region
o 5~ for the unimodal solution
m‘ﬁ 1 B
0.5 coupled solutions for,a |
(unstable and stable)
02 1 0 1 5 6
oéb) G (e)
o
2
4.5
4+ 4
3.5F ] g
coupled solutions o5
Y 3 (unstable and stable) iy
-~ 25} g
>H

4 5 6

FIG. 2. Amplitudes(a;, as) et phasesyi,~2) de la solution au premier ordre pour la
résonance 1:1. La solution non-couplée (Duffing classiqadjleu, pénétre a l'intérieur
de la région d’instabilité (en noir) pour, = aéb). La solution couplée existe jusqu’a la

valeuro”.

un échange de stabilité entre les deux solutions s’opéresi Aant que les non-linéarités cubiques ne
sont pas prises en compte, on ne peut observer un transdedrdie que vers I'une ou l'autre des deux
configurations asymétriques, mais pas vers les deux sinéumitant.

L'article [R11] confirme expérimentalement toutes ces fotézhs théoriques. La figure 3 montre le
recalage entre les courbes théoriques et mesurées. Untrestord qualitatif est obtenu. Quantitative-
ment, des différences subsistent, dues aux imperfectieria doque ainsi qu’a la non-prise en compte
des termes cubiques dans le modéle (33). L'effet des teroiagues a été étudié dans [C18], les imper-
fections dans [R16]. Enfin le cas de la résonance interneli@droisw, + 2w, = w3 a été étudiée dans
[C8].

3. Turbulence d’'ondes

Lorsque I'on continue d’augmenter I'amplitude du forcagees le régime quasipériodique, un ré-
gime chaotique s'établit. Celui-ci se caractérise auglitient par un son trés riche et brillant, trés si-
milaire & celui rendu par une cymbale en mode de jeu usuelt§&ro impulsionnelle). Le spectre
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FiGc. 3. Amplitudes et phases des coordonnées modales poutdesy£33) présentant
une relation de résonance 1:1:2. Comparaison théorigierpé. Zone grisée : région
d’instabilité de la solution non-couplée. Vert : mode 3 €dtement excité), rouge et
orange : modes compagnons 1 et 2.

vibratoire est alors large bande. En utilisant un espacepldases reconstruit a partir de séries tempo-
relles mesurées, nous avons pu mettre en évidence la peédeEncmoins un exposant de Lyapunov
positif [R1]. Nos premiéeres idées, au cours de ma thése,amsisté a tester, avec des méthodes de trai-
tement de signaux chaotiques [1, 85], la dimension dedetiur reconstruit, afin de pouvoir dire si une
dynamique a petit nombre de degrés de liberté était en jenpoula convergence de ces calculs de
dimension étaient généralement difficile, et les sérieptariles vraisemblablement trop courtes pour
pouvoir peupler les attracteurs avec une densité de paiffisate pour obtenir des résultats fiables.
Les critéres de résonance interne apparaissent eux pipairrestimer le nombre de modes impliqués
dans la vibration. Cependant l'identification a partir deutéats expérimentaux reste possible (bien que
difficile) dans le régime quasipériodique uniquement, ebhtmeodéja un nombre assez grand de modes
excités par échange d’énergjieJn autre éclairage permettant de mieux décrire ce régiraeticue
consiste alors a utiliser les résultats de la théorie delkemnioce d’ondes (ou turbulence faible).

2Surla figure 1 on dénombre déja aisément 6 modes excités soudede la fréquence d’excitation, laissant a penser qu'il

y a déja au moins 7 modes (en ajoutant celui directementéepaitle forcage) qui participent a la vibration, soit un espdes
phases de dimension au moins 15.
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La turbulence d’'ondes est une théorie qui décrit les pragmiétatistiques de systemes dissipatifs
hors équilibre. Elle repose sur 3 hypothéses fortes qui ggemt de mener analytiquement les calculs et
de se défaire du probléme de la fermeture des équétibas hypothéses sont les suivantes :

— Le milieu est dispersif

— La non-linéarité est faible, ce que I'on peut traduire daa€EDPs du mouvement par la présence

d’un coefficent devant les termes non linéaires. Ceci permet en outre dessépairement deux
échelles de temps, une échelle de temps rapide linéaireegialelle de temps lente non linéaire
sur laquelle I'énergie se redistribue via les non-linéardu systeme.

— Il existe une "fenétre de transparence" ou "régime ireuie 'on peut considérer la dynamique

Hamiltonienne.
La troisieme hypothése reprend la vision "classique” delaulence et permet de chercher des solu-
tions avec un flux d’énergie des grandes échelles vers lgegpéthelles (cascade directe) ou l'inverse.
L'énergie est supposée étre injectée a basse fréquenegissipation n’est censée jouer qu'aux petites
échelles.

Les résultats forts de la turbulence d’'ondes sont dus a Zaklaans les années 1960 [174] : il fut le
premier a montrer I'existence de solutions hors équilibféguation cinétique qui résoud le probleme
de la fermeture. Les spectres tirés de ces solutions ont rdgsig¢iés similaires a ceux postulés par
Kolmogorov pour la turbulence pleinement développée, et aoalytiques. Les articles récents [34, 46,
128], ainsi que les théses [33, 45] donnent une vue d’ensesublle sujet.

La théorie fut appliguée au cas des plagues minces dansnffehjrant I'existence d’'une cascade
directe pour une plaque parfaite, et prédisant un spectrpudsance du déplacement de la forme

Py(k) =C pys ' k/R) oy ¢ est une constante @t le flux d'énergie par unité de masse
W\ = SR Bk gep '

Omettant la dépendance logarithmique négligeable degdstie erk—* et traduisant ce spectre dans
le domaine des fréquences temporelles, la prédictionitpgmest donc d’un spectre de vitesse indépen-
dant de la fréquenceB,; (f) = C'P/3 f9,

Nous avons mené des expériences, dont les résultats sontésepans [R14,R15], sur une grande
plague mince, de dimensions latéralesx12m, d'épaisseu, = 0.5 mm, issue d’'un réverbérateur a
plague et étudiée pour faire un modeéle de réverbératidiicatie dans la thése de K. Arcas [18]. Cette
plague a été choisie pour sa grande densité modale. Ellgaigtespar une force ponctuelle harmonique.
Expérimentalement, le flux d’énergié est proportionnel a la puissance injecte=< Fw(zg) >,
ou F' est la force appliquée a la plaquewetz,) la vitesse au point, ou est appliquée la force. Les
spectres de puissance de la vitesse mesurée en un poineriftiu forcage sont montrés figure 4(a),
pour des valeurs croissantes de la puissance injéct®a observe une premiére gamme de fréquence,
analogue du régime inertiel, qui se développe au fur et a megue I'on augmente I'amplitude de
la force, avec une dépendance Ba(f) ~ f~”, 3 = 0.5 & 0.2; suivi d’'une chute assez nette qui
donnerait I'échelle dissipative. Ces spectres bruts pewdtee recalés sur une courbe universelle, figure
4A(b), selon la formule P, (f) = (I/I))'? ¢ (f/f.), f. o f;(I/Iy)%, ol est la fonction universelle
et f. une fréquence de coupure, que I'on trouve proportionelke @ulssance injectée a la puissange
aveca = 0.33 + 0.01, cf. figure 4(c).

En remplacant la dépendance fleen fonction del trouvée, et prenant pour la fonctignia dépen-
dance erf~'/2 mesurée, on trouve au final un spectre expérimental de lafByrf ) ~ 10-06+0-07 f—0.5+0.2
ce qui est significativement différent de la prédiction tigee. Une mesure indépendante de la notre,
effectuée par N. Mordant a 'ENS [114], confirme ces lois desgance. Le spectre théorique prédit
une dépendance ef!'/3 par rapport & la puissance injectée. C’est un résultat gédérla turbulence
d’ondes : pour une interaction/s onde$, la dépendance sera é/(N—1)_ Pour la plaque parfaite, la

3Cestce probléme de fermeture qui rend la turbulence hyehaahique pleinement développée insoluble analytiquement
[60].

4Une interaction 3V ondes est possible si deux onditions sont remplies : il fagtlg non-linéarité soit d’ordre au plus
N — 1, et on doit remplir la double condition de résonance définidg@variété résonante [128, 174].

38



(@)

|
N

=
o

R, (mmisf/Hz

-4|

=
o

—6

10 ¢

10 10° f (Hz) 10°

FIG. 4. Spectres de puissance de la vitesse. (a) : spectrepbrutsiifférentes valeurs
de la puissance injectée (b) : spectres mis a I'échelle. (c) : Evolution de la fréqueen
de coupure avec la puissance injectée, mettant en évidetmef} oc ¢, a« = 0.33.

non-linéarité d’ordre 3 implique une interaction a quatnel@s, ce qui explique la puissangeé’? pré-
dite théoriquement. Expérimentalement, la plaque estifaipa, et ces imperfections font apparaitre une
forte non-linéarité quadratique [R16]. Lexposdiit®+%-07 que I'on mesure est d’ailleurs plus proche
de 1/2 que del/3, ce qui laisse a penser que la non-linéarité quadratique yoe rdle important dans
le régime de cascade.

Afin d’expliquer la différence observée entre spectre tigger et expérimental, on pourrait remettre
en question I'hypothése de faible non-linéarité et de s#juar nette entre les échelles de temps linéaires
et non linéaires. Il a été prouvé théoriquement que lorsette tiypothése ne tient plus, la dynamique
se complexifie et ne peut plus étre considérée comme unepagit@n d'ondes, faisant apparaitre
un comportement intermittent tel que celui observé en tartme pleinement développée [34, 128].
L'intermittence est caractérisée par les fonctions de itk probabilités des incréments de vitesse
Arv =v(t + 1) — v(t) et le comportement des fonctions de structufgls) = (|A-v|P). Nos mesures
[R14] montrent gu’aucun comportement intermittent n'apgaDe plus, les mesures rapportées dans
[114] montrent bien que les ondes persistent. L’hypothasen&ttre en question est donc plutot celle de
I'existence d’un régime inertiel ou la dynamique peut étesidérée comme Hamiltonienne.

Méme si I'amortissement dans les plaques métalliqueséssfdible, il joue a toutes les fréquences.
Une mesure fine de 'amortissement de la plaque sur la bar2igkaz] a été faite par K. Arcas pendant
sa thése [18]. Sur la bande de fréquence [30, 2000 Hz], un adempent trés net de I'amortissement
Ye(f) ~ f1/2 est observé [R14]. En considérant que la puissance injét&st égale a la puissance dis-
sipée entre 0 et la fréquence de coupure, on peut édpire pSh fofc v¢(f)Pu(f)df, ce qui donne, avec
les quantitées mesurée®:= pShP?/? f., soit une fréquence de coupure se comportant.en P/3,
ce qui est conforme aux mesures. De nouvelles mesures sootienafin de faire varier 'amortissement
dans la plaque pour conforter ce scénario. Il est aussi aqaeda présence d’une faible dissipation pour
les systémes hors-équilibre est au coeur des problémessd@tie Enfin des premiéres simulations nu-
mériques réalisées par C. Josseragml tenant compte d’amortissement montrent aussi I'ajiparite
cette fréquence de coupure trés nette.

5S¢, Josserand, présentation lors du workshop "Wave Turbeleparis, IHP, Avril 2009.
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Conclusions et perspectives

Les travaux présentés dans ce mémoire ont pour point comasunirations non linéaires géomé-
triques (grandes amplitudes) de structures minces. Leauxagque nous avons menés ont exploré plus
particulierement deux points précis : la réduction de megjedn utilisant le formalisme des modes non
linéaires, et la transition vers les régimes de vibratiomotiques pour ces systémes continus. Nous re-
prenons ici, de maniére synthétique, les résultats qui semblent les plus marquants pour chacun des
deux themes, ce qui donne I'occasion de donner les pistesatienche qui sont envisagées pour les
prochaines années.

Modes non linéaires et réduction de modeles

Nos études sur les modes non linéaires ont montré que ladtdies formes normales donne un for-
malisme simple permettant de calculer la dynamique daspdee des phases engendré par les variétés
invariantes. Les troncatures sont donc de meilleurestgsala compréhension que I'on a des résonances
internes et des couplages aussi. Il permet en outre la priserapte de 'amortissement de maniére ai-
sée. En ne conservant qu'un seul MNL dans la forme normalesba-méme de prédire la tendance de
non-linéarité pour un codt de calcul faible.

Les résultats obtenus en utilisant les MNLs en réduction ddétes de coques montrent que c’est
la meilleure base réduite possible pour les systéemes sxwidnoniquement en trés basses fréquences.
Les tests de convergence effectués sur plusieurs modé&eR1B,R12] montrent effectivement que les
erreurs commises par notre méthode sont dues uniguemedeaxapproximations faites lors du calcul
des MNLs, a savoir le développement asymptotique tronquéréré trois, et la prise en compte de
variétés indépendantes du temps pour un probléme forcédrepectives de travail sont les suivantes :

— A court terme, nous prévoyons de tester la robustesse déslesaéduits MNLS pour une excita-
tion aléatoire dont on contrdle la largeur de bande. Padtane excitation a bande étroite centrée
sur une fréquence propre, et en élargissant la largeur diel{aelle-ci incluant de plus en plus
de modes), on obtiendrait ainsi un résultat quantitatifrgtant de juger de leur qualité sur des
excitations autres que monofréquentielles, et ce toujpous des amplitudes d’excitations fortes
qui impliguent des non-linéarités géométriques.

— Un travail complet de numérisation des procédures de loastienvisagé a moyen terme, travail
qui se décompose en deux volets distincts.

(1) Le premier volet consiste & numériser la procédure dadtisation des EDPs, l'idée étant
d'utiliser la méthode des éléments finis avec des élémerdsaiees pour gagner en souplesse
et en généralité. Ce travail a déja été entamé, en collaboratec le groupe MACS de I'IN-
RIA, en utilisant des éléments de la famille MIf.Ces coefficients de couplage non linéaires
guadratiques et cubiques sont exprimés a partir du tragaifarces internes et calculés par
intégrations sur les éléments. Pour la validation, ce talract des coefficients est com-
paré aux résultats analytiques présentés au chapitresl gafiaux résultats données par une
méthode qui consiste a imposer des déplacements statigamisla forme de combinaisons

SmiTC signifie Mixed Interpolation of Tensorial Componentgs éléments sont particulierement désignés pour empécher
le phénomeéne de verrouillage numérique pour les coquesmidd].
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linéaires de modes propres bien choisis. A partir de la fogsaltante, donnée par le calcul
élément fini, on peut remonter aux coefficients selon une odétlproposée dans [110, 116].
Ce travail, déja bien entamé, devrait donner ses premisuitaé en 2010.

(2) Le second volet consiste a adopter une procédure nuneépigur le calcul des variétés in-
variantes afin de pallier aux limitations en amplitude méatdans ce document. Il est déja
acquis que la méthode des formes normales ne pourra paswené étre utilisée : la pro-
cédure de calcul en elle-méme (reposant sur une récurrencgigine a chaque ordre les
termes non-résonnants) ne se préte pas a une numeérisdiide $era alors de reprendre la
formulation en termes de variétés invariantes : celle-cindmt une EDP qui décrit la géo-
métrie de la variété dans I'espace des phases, on pouriggpdes techniques numériques
de résolution d’'EDP a ce probleme. Une premiere réflexionja €& entamée sur le su-
jet. Plutot que de résoudre cette EDP avec une méthode désigleekin, comme proposé
dans [80, 81, 135], il est possible de voir 'TEDP comme un [@nole en temps dont I'am-
plitude joue le réle du temps. Des stratégies plus classigegésolution peuvent donc étre
mises en ceuvre, pour des amplitudes croissantes. L'étadatet[129] propose d'ailleurs
des idées semblables, et met en évidence les problémes dergmmce et de stabilité nu-
mériques associés a ce probleme et qui le rendent difficitm@ieux numériquement. Par
contre une stratégie numérigue par continuation d’orlpégdiques, comme proposé dans
[23, 92, 132, 152] n’est a priori pas envisagée.

— Along terme, il est envisagé d’étendre les investigatansas des non-linéarités matérielles. Des
travaux existent déja sur le cas des non-linéarités nouliéggs et les probléemes de contact [79,
101], I'extension a des non-linéarités matérielles typmportement élasto-plastique ou pseudo-
élastique pour les matériaux a mémoire de forme (MMF) sena goochainement mise a I'étude.
Pour le comportement élasto-plastique, une modélisatiopli§iée telle que présentée dans [39]
sera un bon point de départ. Pour les MMF, une collaboratiea ke groupe Matériaux et Struc-
tures (MS) de 'UME, qui posséde une grande expérience empatale et théorique sur ce sujet
sera entamée. La aussi, des modeles simples d'oscillgiearglo-€élastiques tels que présentés
dans [30, 98] seront un bon point de départ.

Transition vers le chaos

Les perspectives de travail sur cette partie portent deflenient sur la seconde bifurcation et le
régime chaotique. La plus grande difficulté de ces dernianeges a été d’ordre numérique, afin de
trouver des intégrateurs temporels stables pour simulsedande bifurcation. Ce probléme est résolu
depuis peu par deux méthodes différentes :

— Pour les systémes d’oscillateurs provenant de la disatié&in modale telle que présentée dans le
chapitre 1, la méthode des BDF (Backward Differentiatiorthug) est stable au passage de la
seconde bifurcation. Des simulations sont donc en coursdafiregarder précisément comment
I'énergie se répartit quand survient le régime chaotiquéd-om de nouveaux couplages par ré-
sonance interne qui sont excités, ou bien une bifurcatiobaig¢ et un chaos a grand nombre de
degrés de liberté est-elle présente ? Les premieres siondaainsi que les études expérimentales
sur la turbulence d’ondes, montrent que c’est la deuxiérigiso qui semble intervenir.

— Une collaboration avec Stefan Bilbao (Université d’Edimigh) a été entamée, afin d'utiliser
un code gu'il a développé par différences finies, et schémzmps conservatif en temps [32].
Les premiéres simulations montrent un trés bon comportethenode, qui retrouve les spectres
théorigues de turbulence d’onde. Une comparaison avectlzoaie modale sera menée sur le cas
d’'une plaque rectangulaire, afin de mettre en évidence &gayes et limites de chacune des deux
méthodes, en regard de la simulation de ces régimes chestiginsi que de la synthése sonore.

A l'aide de ces deux outils numériques, plusieurs pointsrgeaussi prochainement mis a I'étude
pour aller le plus loin possible dans les analyses et temigrteavail entamé lors de ma thése de doctorat
avec I'obtention de sons de synthese réalistes.
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— L’ajout d'une imperfection géométriqgue dans le code p#érinces finies. L'idée est de voir
I'effet des termes quadratiques sur les spectres du régirbalént, étant donné que ceux-ci ne
sont pas pris en compte dans [51] et semblent avoir un roleopcranrt expérimentalement
[R14].

— La prise en compte d'un amortissement réaliste. Ce pomat @essi rapidement mis a I'étude,
pour deux raisons particuliéres. Tout d’abord en lien a@etutbulence d’ondes, ou I'on a vu
'importance de I'amortissement sur la fréquence de caeipune confirmation numérique, ainsi
gque des comparaisons expérimentales ou la valeur de |patissi est contr6lée en approchant une
plaque poreuse a proximité de la plaque vibrante, sont erscDeuxiemement pour la synthése
sonore, ou I'on connait I'importance cruciale de 'amaisent.
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